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亿 会 气 、 VY 生生 2 、 二 十 已 
开篇 、 算 法 秘籍 阅读 指南 
这 本 PDF 是 labuladong 的 刷 题 三 件 套 中 的 第 一 件 : 《labuladong 的 算法 秘籍 》。 


我 的 GitHub 算法 仓库 目前 已 经 快 100k star 了 (疯狂 暗示 点 star) ， 为 了 感谢 大 家 一 直 以 来 的 支持 ， 我 制作 
了 刷 题 三 件 套 。 


刷 题 三 件 套 共 包含 《labuladong 的 算法 秘籍 》 和 《labuladong 的 刷 题 笔记 》 这 两 本 PDF 以 及 labuladong 的 
辅助 刷 题 插件 。 


如 果 你 是 从 我 的 公众 号 flabuladongj 后 台 下 载 的 三 件 套 ， 会 发 现 PDF 和 插件 都 有 版 本 号 ， 也 就 是 说 我 一 直 
在 更 新 三 件 套 的 内 容 ， 修 正 错误 或 更 新 内 容 ， 所 以 你 应 该 选择 最 新 版 本 学 习 。 


这 本 《算法 秘籍 》 是 首先 建议 阅读 的 ， 读 完 之 后 可 以 阅读 《 刷 题 笔记 》。 你 可 以 把 《算法 秘籍 》 理 解 成 教 
材 ，《 刷 题 笔记 》 理 解 成 一 本 练习 册 ， 当 然 应 该 先 看 教材 ， 再 通过 练习 册 巩 固 复习 。 


这 本 《算法 秘籍 》 会 详尽 解析 各 种 算法 的 原理 和 应 用 ， 而 《 刷 题 笔记 》 的 灵感 来 源 于 [单词 速记 卡 」 的 形 
式 ， 其 中 只 列 出 每 到 题目 简明 扼要 的 思路 和 参考 解法 。 


你 可 以 在 碎片 化 的 时 间 翻 看 《 刷 题 笔记 》， 像 背 单词 一 样 背 算法 。 至 于 这 本 《算法 秘籍 》， 由 于 内 容 比较 硬 
核 ， 所 以 建议 拿 出 整 块 的 时 间 仔 细 阅 读 和 思考 ， 并 杀手 做 题 实践 。 


而 labuladong 的 刷 题 辅助 插件 ， 完 美 融合 了 上 述 两 本 PDF 的 内 容 ， 能 够 在 力 扣 题目 页 面 显 示 《 算 法 秘籍 》 
中 对 应 的 详细 题解 和 《 刷 题 笔记 》 中 的 简明 思路 (也 支持 英文 版 LeetCode) ， 是 建议 每 个 读者 都 安装 的 : 
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固 题 目 描述 园 评论 (1.4 人 题解 (2.6k) @) 己 对 Java 
1 clas: 
42. 接 雨水 labuladong 题解 ” 思路 2 | 
难度 困难 fe 2860 ss | 
[x] 


i a 
天 基本 思路 简要 思路 和 参考 解法 } 


对 于 任意 一 个 位 置 i ， 能 够 装 的 水 为 : 


示例 1: 
water[il = min( 
# 左边 最 高 的 柱子 
max(height[0. .i]), 
# 右边 最 高 的 柱子 
max(height[i..end]) 
) - height [i] 


输入 : height = [0) 
输出 : 6 


L_mox 
Y_-mor 
解释 : 上 面 是 由 数组 | 
位 的 雨水 ( 蓝 色 部 分 表 
示例 2: 
输入 : height = [4， | | 
输出 : 9 


而 且 插 件 目 前 提供 了 手把手 带 你 刷 通 所 有 二 又 树 题目 的 功能 ， 示 来 还 会 添加 手把手 刷 动态 规划 等 功能 ， 详 情 
见 这 里 。 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 中 提供 了 PDF 的 下 载 和 插件 的 使 用 教程 ， 这 里 就 不 多 说 了 。 
算法 秘籍 目录 结构 
如 果 是 金庸 武侠 小 说 的 读者 ， 应 该 熟悉 《 神 雕 侠 侣 》 中 杨过 发 现 剑 冢 的 情节 ， 孤 独 剑 魔 一 生 练 剑 分 为 几 个 阶 


段 : 

第 一 阶段 : 青 光 利 剑 ， 凌 厉 刚 猛 ， 无 坚 不 摧 ， 弱 冠 前 以 之 与 河 朔 群雄 争锋 。 

第 二 阶段 : 紫薇 软 剑 ， 三 十 岁 前 所 用 ， 误 伤 义士 不 祥 ， 悔 恨 无 已 ， 乃 弃 之 深谷 。 

第 三 阶段 : 玄 铁 剑 ， 重 剑 无 锋 ， 大 巧 不 工 。 四 十 汐 前 竺 之 横行 天 下 。 

第 四 阶段 : 四 十 岁 后 ， 不 滞 于 物 ， 草 木 竹 石 均 可 为 剑 。 自 此 精 修 ， 渐 进 于 无 剑 胜 有 剑 之 境 。 
我 给 这 本 PDF 起 名 【算法 秘籍 」 是 有 理由 的 ， 我 觉得 学 习 算法 的 过 程 就 好 似 孤 独 剑 魔 练 剑 : 


第 一 阶段 : 虽然 算法 技巧 的 储备 比较 匮 之 ， 刷 题 比较 吃力 ， 但 每 每 遇 到 新 的 算法 技巧 ， 都 会 大 呼 精妙 ， 学 习 
的 乐趣 会 抵消 挫败 感 。 
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第 二 阶段 : 对 常见 的 算法 技巧 都 已 有 了 一 定 的 知识 储备 ， 却 苦于 无 法 自如 运用 这 些 技巧 ， 看 到 一 道 算法 题 很 
难 洞悉 其 本 质 ， 无 法 转化 成 自己 熟悉 的 题 型 来 解决 。 


第 三 阶段 : 各 种 算法 技巧 已 比较 纯熟 ， 理 解 到 计算 机 算法 的 本 质 即 为 穷 举 ， 看 到 一 道 题 目 ， 大 致 就 知道 要 用 
什么 技巧 来 解决 。 


第 四 阶段 : 随 着 持续 刷 题 精进 ， 通 汇 贯通 ， 不 只 把 算法 当做 面试 的 工具 ， 进 而 将 算法 融入 工作 和 生活 ， 解 决 


实际 问题 。 


这 本 算法 秘籍 从 这 种 算法 的 原理 入 手 ， 可 以 帮 你 走 到 第 三 阶段 ， 同 时 希望 你 能 够 爱 上 算法 ， 持 续 修 炼 ， 达 到 
第 四 层 境界 。 


《labuladong 的 算法 秘籍 》 主 要 分 为 基础 数据 结构 、 进 阶 数据 结构 、 暴 力 穷 举 算法 、 动 态 规划 、 其 他 经 典 算 
法 几 部 分 ， 


章节 编号 借鉴 了 《说 剑 》 这 款 游戏 中 的 几 个 关卡 : 学 剑 、 仗 剑 、 霸 剑 、 朴 剑 、 无 剑 ， 每 个 章节 页 的 图 片 均 来 
自 《 说 剑 》 这 款 游戏 的 关卡 截图 ， 这 样 似乎 更 有 扣 【秘籍 」 的 味道 了 。 


最 后 ， 我 的 公众 号 labuladong 积累 了 很 多 高 质量 且 通 俗 易 懂 的 算法 文章 ， 这 本 PDF 中 只 选择 性 地 收录 了 一 
部 分 。 


一 方面 因为 PDF 页 数 不 宜 过 多 ， 否 则 容易 把 人 吓 退 ， 另 一 方面 因为 不 能 影响 到 纸 质 书 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 的 销售 : 
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:labuladong 冯 
下 rere 

算法 中 地” 

: 办 | 
(Cre 
二 

2 


算法 小 抄 于 2020 年 年 底 出 版 ， 本 PDF 主要 收录 的 是 一 些 经 典 算法 技巧 和 纸 质 书 出 版 之 后 的 公众 号 文章 ， 如 
果 想 学 习 更 多 算法 文章 或 者 购买 纸 质 书 ， 可 以 关注 我 的 公众 号 查看 。 


另外 ， 这 本 PDF 的 内 容 也 可 以 在 我 的 公众 号 查看 ， 目 录入 口 如 下 : 
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labuladong 提供 的 服务 


目录 
公众 号 目录 ”算法 秘籍 目录 刷 题 笔记 目录 


刷 题 套装 


算法 秘籍 PDF 刷 题 笔记 PDF 刷 题 插件 


算法 小 抄 纸 质 书 


组 队 打 卡 > 


取消 
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线 网 站 labuladong 的 刷 题 三 
8 


后 续 我 会 持续 输出 高 质量 算法 文章 ， 公 众 号 菜单 有 我 亲自 制作 训练 营 和 课程 以 及 刷 题 打卡 活动 ， 大 家 持续 关 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 


另外 ， 也 建议 关注 我 的 微 信 视频 号 ， 每 周 我 都 会 抽空 直播 ， 而 且 会 在 视频 号 积累 学 习 算法 的 短视 频 ， 分 享 自 
己 的 学 习 经 验 : 


‘vy labuladong 
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无 剑 扁 、 刷 题 心 法 


大 


我 每 周 在 视频 号 直播 的 时 候 都 有 读者 问 我 ， 如 何 高 效 刷 题 ， 刷 完 题目 过 几 天 又 拟 了 怎么 办 之 类 的 问题 。 
这 些 问 题 对 于 初学 者 来 说 肯定 是 难免 的 ， 但 如 果 学 了 挺 久 算法 还 有 这 种 问题 ， 那 大 概率 是 方法 有 问题 了 。 


什么 是 好 的 学 习 方 式 ? 能 够 做 到 刷 一 道 题 懂 十 道 题 ， 举 一 反 十 ， 这 就 是 好 的 学 习 方 式 ， 不 然 的 话 现 在 力 扣 两 
干 多 道 题 ， 全 给 他 刷 完 的 话 还 干 不 干 别 的 事情 了 ? 


我 在 公众 号 经 常 强调 的 框架 思维 ， 就 是 帮助 大 家 培养 举一反三 的 能 力 。 


做 题 做 错 没关系 ， 只 要 你 能 够 跳出 细节 ， 从 整体 上 理解 各 种 技巧 的 底层 逻辑 ， 那 不 仅 下 一 次 能 作对 ， 而 且 再 
把 题目 给 你 变 十 个 花样 ， 你 还 是 能 做 对 ， 殉 不爽? 


第 一 章 不 会 列举 什么 具体 的 算法 技巧 ， 就 是 单纯 的 思维 模式 ， 也 许 对 于 初学 者 来 说 不 太 能 理解 其 中 的 奥妙 ， 
相信 在 之 后 的 题目 实践 中 会 逐渐 体会 出 一 点 意思 的 。 
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学 习 算法 和 刷 题 的 框架 思维 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


这 是 好 久之 前 的 一 篇 文章 学 习 数据 结构 和 算法 的 框架 思维 的 修订 版。 之 前 那 篇 文章 收 到 广泛 好 评 ， 没 看 过 也 
没关系 ， 这 篇 文章 会 涵盖 之 前 的 所 有 内 容 ， 并 且 会 举 很 多 代码 的 实例 ， 教 你 如 何 使 用 框架 思维 。 


首 务 ， 这 里 讲 的 都 是 普通 的 数据 结构 ， 咱 不 是 搞 算 法 竞赛 的 ， 野 路 子 出 生 ， 我 只 会 解决 常规 的 问题 。 另 外 ， 
以 下 是 我 个 人 的 经 验 的 总 结 ， 没 有 了 哪 本 算法 书 会 写 这 些 东 西 ， 所 以 请 读者 试 着 理解 我 的 角度 ， 别 纠结 于 细节 
问题 ， 因 为 这 篇 文章 就 是 希望 对 数据 结构 和 算法 建立 一 个 框架 性 的 认识 。 


从 整体 到 细节 ， 自 顶 向 下 ， 从 抽象 到 具体 的 框架 思维 是 通用 的 ， 不 只 是 学 习 数 据 结 构 和 算法 ， 学 习 其 他 任何 
知识 都 是 高 效 的 。 


一 、 效 据 结 构 的 存储 方式 
数据 结构 的 存储 方式 只 有 两 种 : 数组 (顺序 存储 ) 和 链表 ( 链 式 存储 ) 。 
这 句 话 怎么 理解 ， 不 是 还 有 散 列表 、 栈 、 队 列 、 堆 、 树 、 图 等 等 各 种 数据 结构 吗 ? 


我 们 分 析 问 题 ， 一 定 要 有 递归 的 思想 ， 自 项 向 下 ， 从 抽象 到 具体 。 你 上 来 就 列 出 这 么 多 ， 那 些 都 属于 /上层 
建筑 | ， 而 数组 和 链表 才 是 【结构 基础 。 因 为 那些 多 样 化 的 数据 结构 ， 究 其 源头 ， 都 是 在 链表 或 者 数组 上 
的 特殊 操作 ，API 不 同 而 已 。 


比如 说 【队列 4 、 上 栈 」 这 两 种 数据 结构 既 可 以 使 用 链表 也 可 以 使 用 数组 实现 。 用 数组 实现 ， 就 要 处 理 扩容 
缩 容 的 问题 用 链表 实现 ， 没 有 这 个 问题 ， 但 需要 更 多 的 内 存 空间 存储 节点 指针 。 


[图 」 的 两 种 表示 方法 ， 邻 接 表 就 是 链表 ， 邻 接 和 矩阵 就 是 二 维 数组 。 邻 接 矩 阵 判断 连通 性 迅速 ， 并 可 以 进行 
和 矩阵 运算 解决 一 些 问 题 ， 但 是 如 果 图 比较 稀 足 的 话 很 耗费 空间 。 邻 接 表 比较 节省 空间 ， 但 是 很 多 操作 的 效率 
上 肯定 比 不 过 邻接 矩阵 。 


[ 散 列 表 」 就 是 通过 散 列 函数 把 键 映射 到 一 个 大 数组 里 。 而 且 对 于 解决 散 列 冲突 的 方法 ， 拉 链 法 需要 链表 特 
性 ， 操 作 简单 ， 但 需要 额外 的 空间 存储 指针 ; 线性 探查 法 就 需要 数组 特性 ， 以 便 连 续 寻 址 ， 不 需要 指针 的 存 
储 空间 ， 但 操作 稍微 复杂 些 。 


1 树 ]， 用 数组 实现 就 是 「 堆 1 ， 因 为 「 推 」 是 一 个 完全 二 叉 树 ， 用 数组 存储 不 需要 节点 指针 ， 操 作 也 比较 
简单 ， 用 链表 实现 就 是 很 常见 的 那 种 【 树 」 ， 因 为 不 一 定 是 完全 二 叉 树 ， 所 以 不 适合 用 数组 存储 。 为 此 ， 在 
这 种 链表 「 树 」 结 构 之 上 ， 又 衍生 出 各 种 巧妙 的 设计 ， 比 如 二 叉 搜 索 树 、AVL 树 、 红 黑 树 、 区 间 树 、B 树 等 
等 ， 以 应 对 不 同 的 问题 。 
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了 解 Redis 数据 库 的 朋友 可 能 也 知道 ，Redis 提供 列表 、 字 符 串 、 集 合 等 等 几 种 常用 数据 结构 ， 但 是 对 于 每 
种 数据 结构 ， 底 层 的 存储 方式 都 至 少 有 两 种 ， 以 便于 根据 存储 数据 的 实际 情况 使 用 合适 的 存储 方式 。 


综 上 ， 数 据 结 构 种 类 很 多 ， 甚 至 你 也 可 以 发 明 自 己 的 数据 结构 ， 但 是 底层 存储 无 非 数 组 或 者 链表 ， 二 者 的 优 
缺点 如 下 : 


数组 由 于 是 紧凑 连续 存储 ,可 以 随机 访问 ， 通 过 索引 快速 找到 对 应 元 素 ， 而 且 相 对 节约 存储 空间 。 但 正 因为 连 
续 存 储 ， 内 存 空间 必须 一 次 性 分 配 够 ， 所 以 说 数组 如 果 要 扩容 ， 需 要 重新 分 配 一 块 更 大 的 空间 ， 再 把 数据 全 
部 复制 过 去 ， 时 间 复 杂 度 O(N) ;而 且 你 如 果 想 在 数组 中 间 进 行 插 入 和 删除 ， 每 次 必须 搬移 后 面 的 所 有 数据 以 
保持 连续 ， 时 间 复 杂 度 O(N)。 


链表 因为 元 素 不 连续 ， 而 是 靠 指 针 指向 下 一 个 元 素 的 位 置 ， 所 以 不 存在 数组 的 扩容 问题 ， 如 果 知 道 某 一 元 素 
的 前 驱 和 后 驱 ， 操 作 指 针 即 可 删除 该 元 素 或 者 插入 新 元 素 ， 时 间 复 杂 度 O(1)。 但 是 正 因为 存储 空间 不 连续 ， 
你 无 法 根据 一 个 索引 算出 对 应 元 素 的 地 址 ， 所 以 不 能 随机 访问 ;而且 由 于 每 个 元 素 必须 存储 指向 前 后 元 素 位 
置 的 指针 ， 会 消耗 相对 更 多 的 储存 空间 。 


二 、 效 据 结 构 的 基本 操作 
对 于 任何 数据 结构 ， 其 基本 操作 无 非 遍历 + 访问 ， 再 具体 一 点 就 是 : 增删 查 改 。 


数据 结构 种 类 很 多 ， 但 它们 存在 的 目的 都 是 在 不 同 的 应 用 场景 ， 尽 可 能 高 效 地 增删 查 改 。 话 说 这 不 就 是 数据 
结构 的 使 命 么 ? 


如 何 遍 历 + 访问 ? 我 们 仍然 从 最 高 层 来 看 ， 各 种 数据 结构 的 遍历 + 访问 无 非 两 种 形式 : 线性 的 和 非 线性 的 。 
线性 就 是 for/while 返 代 为 代表 ， 非 线性 就 是 递归 为 代表 。 再 具体 一 步 ， 无 非 以 下 几 种 框架 : 


数组 遍历 框架 ， 典 型 的 线性 迭代 结构 : 


void traverse(int[] arr) { 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
1/ 连 代 访问 arr[i] 
jp 


链表 遍历 框架 ， 兼 具 迭 代 和 递归 结构 : 


/* 基本 的 单 链表 节点 六 / 
class ListNode { 
int val; 
ListNode next; 


yr 


void traverse(ListNode head) { 
for (ListNode p = head; p IE null; p= p.next) +{ 


// 达 代 访问 Val 


Ly- WY 
NrVo 


} 
} 


void traverse(ListNode head) { 
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// 递归 访问 head,.val 


traverse(head.next ) ; 


二 叉 树 遍历 框架 ， 典 型 的 非 线 性 递归 遍历 结构 : 


* 基本 的 二 叉 树 节点 水 / 
ee TreeNode { 

int val; 

reeNode Left raghes 
J 


void traverse(TreeNode root) { 
traverse(root. left); 
traverse(root.right); 


你 看 二 叉 树 的 递归 遍历 方式 和 链表 的 递归 遍历 方式 ， 相 似 不 ? 再 看 看 二 叉 树 结构 和 单 链表 结构 ， 相 似 不 ? 如 
果 再 多 几 条 叉 ，N 叉 树 你 会 不 会 遍历 ? 


二 叉 树 框架 可 以 扩展 为 N 叉 树 的 遍历 框架 : 


又 树 节点 */ 
class TreeNode { 

int val; 

TreeNode[] children; 


基本 的 N 


} 


void traverse(TreeNode root) { 
for (TreeNode child : root.children) 
traverse(child); 


N 叉 树 的 遍历 又 可 以 扩展 为 图 的 遍历 ， 因 为 图 就 是 好 几 N 叉 棵 树 的 结合 体 。 你 说 图 是 可 能 出 现 环 的 ? 这 个 很 
好 办 ， 用 个 布尔 数组 visited 做 标记 就 行 了 ， 这 里 就 不 写 代 码 了 。 


所 谓 框 架 ， 就 是 套路 。 不 管 增删 查 改 ， 这 些 代 码 都 是 永远 无 法 脱离 的 结构 ， 你 可 以 把 这 个 结构 作为 大 纲 ， 根 
据 具 体 问题 在 框架 上 添加 代码 就 行 了 ， 下 面 会 具体 举例 。 


三 、 算 法 刷 题 指 南 


首先 要 明确 的 是 ， 数 据 结 构 是 工具 ， 算 法 是 通过 合适 的 工具 解决 特定 问题 的 方法 。 也 就 是 说 ， 学 习 算 法 之 
前 ， 最 起 码 得 了 解 那些 常用 的 数据 结构 ， 了 解 它们 的 特性 和 缺陷 。 


那么 该 如 何在 LeetCode 刷 题 呢 ? 之 前 的 文章 写 过 一 些 ， 什 么 按 标签 刷 ， 坚 持 下 去 云云 。 现 在 距 那 篇 文章 已 
经 过 去 将 近 一 年 了 ， 我 不 说 那些 不 痛 不 痒 的 话 ， 直 接 说 具体 的 建议 : 


先 刷 二 又 树 ， 先 刷 二 叉 树 ， 先 刷 二 叉 树 ! 
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xf 
和 
填 
六 


这 刷 题 一 年 的 杀身 体会 ， 下 图 是 去 年 十 月 份 的 提交 截图 : 


才 始 出 芭 权 ， 和 Av 且 夺 ?3 


labuladong 
wa fudonglaii 
二 妇女 女 女 妆 


OO 


公众 号 文章 的 阅读 数据 显示 ， 大 部 分 人 对 数据 结构 相关 的 算法 文章 不 感 兴趣 ， 而 是 更 关心 动 规 回溯 分 治 等 等 
技巧 。 为 什么 要 先 刷 二 叉 树 呢 ， 因 为 二 叉 树 是 最 容易 培养 框架 思维 的 ， 而 且 大 部 分 算法 技巧 ， 本 质 上 都 是 树 
的 遍历 问题 。 


刷 二 叉 树 看 到 题目 没 思 路 ” 根据 很 多 读者 的 问题 ， 其 实 大 家 不 是 没 思 路 ， 只 是 没有 理解 我 们 说 的 【框架 是 
什么 。 


不 要 小 看 这 几 行 破 代码 ， 几 乎 所 有 二 叉 树 的 题目 都 是 一 套 这 个 框架 就 出 来 了 : 


void traverse(TreeNode root) { 
// 前 序 遍 历代 码 位 置 
traverse(root. left); 
// 中 序 遍 历代 码 位 置 
traverse(root.right ) ; 
// 后 序 遍 历代 码 位 置 


比如 说 我 随便 拿 几 道 题 的 解法 出 来 ， 不 用 管 具体 的 代码 逻辑 ， 只 要 看 看 框架 在 其 中 是 如 何 发 挥 作用 的 就 行 。 
力 扣 第 124 题 ， 难 度 困难 ， 让 你 求 二 叉 树 中 最 大 路 径 和 ， 主 要 代码 如 下 : 


int res = Integer.MAX_VALUE; 

int oneSideMax(TreeNode root) { 
Too 三 三 Mw returnmo, 
int left = max(0，oneSideMax(root.Left) ) ; 
int right = max(0, oneSideMax(root.right)); 
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/ 后 序 遍 历代 码 位 置 
res = Math.max(res, left + right + root.val); 
return Math.max(left, right) + root.val; 


注意 递归 函数 的 位 置 ， 这 就 是 个 后 序 遍 历 嘛 ， 无 非 就 是 把 traverse 图 数 名 字 改 成 oneSideMax 了 。 


力 扣 第 105 题 ， 难 度 中 等 ， 让 你 根据 前 序 遍历 和 中 序 遍 历 的 结果 还 原 一 棵 二 叉 树 ， 很 经 典 的 问题 吧 ， 主 要 代 
码 如 下 : 


TreeNode build(int[] preorder, int preStart, int preEnd, 
mt inorder nt nstart a nt inEnd) et 
// 前 序 位 置 ， 寻 找 左右 子 树 的 索引 
if (preStart > preEnd) { 
return null; 


} 

int rootVal = 
int index = 0; 
Formm(mnt nStarte nend re 


preorder[preStart]; 


if (inorder[i] == rootVal) { 
index = i; 
break; 

} 


} 
int leftSize = index - inStart; 
TreeNode root = new TreeNode(rootVal); 


// 递归 构造 左右 子 树 

root. left = build(preorder, preStart + 1, preStart + leftSize, 
inorder, inStart, index - 1); 

root.right = build(preorder, preStart + leftSize + 1, preEnd, 
inorder, index + 1, inEnd); 

return root ， 


不 要 看 这 个 函数 的 参数 很 多 ， 只 是 为 了 控制 数组 索引 而 已 。 注 意 找 递归 函数 的 位 置 ， 本 质 上 该 算法 也 就 是 一 
个 前 序 遍 历 ， 因 为 它 在 前 序 遍 历 的 位 置 加 了 一 坨 代码 。 


力 扣 第 230 题 ， 难 度 中 等 ， 寻 找 二 又 搜索 树 中 的 第 k 大 元 素 ， 主 要 代码 如 下 : 


int res = 0; 
int rank = 0; 
void traverse(TreeNode root, int k) { 
f(root == no 
return; 
} 
traverse(root,. left, k); 
/# 中 序 遍 历代 码 位 置 x*/ 
rank++; 
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Wk == rank) if 
res = root.val; 
return; 
J 
/六 冰冰 六 米 米 米 冰冰 站 米 米 米 冰冰 站 米 / 
traverse(root.right, k); 


这 不 就 是 个 中 序 遍 历 嘛 ， 对 于 一 棵 BST 中 序 遍 历 意味 着 什么 ， 应 该 不 需要 解释 了 吧 。 
你 看 ， 二 叉 树 的 题目 不 过 如 此 ， 只 要 把 框架 写 出 来 ， 然 后 往 相应 的 位 置 加 代码 就 行 了 ， 这 不 就 是 思路 吗 。 


对 于 一 个 理解 二 叉 树 的 人 来 说 ， 刷 一 道 二 叉 树 的 题目 花 不 了 多 长 时 间 。 那 么 如 果 你 对 刷 题 无 从 下 手 或 者 有 蝴 
惧 心 理 ， 不 妨 从 二 叉 树 下 手 ， 前 10 道 也许 有 点 难受 ; 结合 框架 再 做 20 道 ， 也 许 你 就 有 点 自己 的 理解 了 ;， 刷 
完整 个 专题 ， 再 去 做 什么 回溯 动 规 分 治 专题 ， 你 就 会 发 现 只 要 涉及 递归 的 问题 ， 都 是 树 的 问题 。 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
叉 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


再 举例 吧 ， 说 几 道 我 们 之 前 文章 写 过 的 问题 。 


动态 规划 详解 说 过 闫 零钱 问题 ， 暴 力 解 法 就 是 遍历 一 棵 N 叉 树 : 


ei 公众 号 : labuladong 


need bl eonns me amount) nt 
// base case 
if (amount == 0) return 0; 
if (amount < 0) return -1; 


int res = Integer.MAX_ VALUE; 
Om (nt eo eonmsy et 
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int subProblem = dp(coins, amount - coin); 
// 子 问 题 无 解 则 跳 过 
if (subProblem == -1) continue; 
// 在 子 问题 中 选择 最 优 解 ， 然 后 加 一 
res = Math.min(res, subProblem + 1); 


} 


return res == Integer.MAX VALUE ? -1 : res; 
yy 


这 么 多 代码 看 不 懂 咋 办? 直接 提取 出 框架 ， 就 能 看 出 核心 思路 了 : 


# 不 过 是 一 个 N 叉 树 的 遍历 问题 而 已 
int dp(int amount) { 
fiowm (mt conn eonms) 
dp(amount — coin); 


} 


其 实 很 多 动态 规划 问题 就 是 在 遍历 一 棵 树 ， 你 如 果 对 树 的 遍历 操作 烂熟 于 心 ， 起 码 知道 怎么 把 思路 转化 成 代 
码 ， 也 知道 如 何 提取 别人 解法 的 核心 思路 。 


再 看 看 回溯 算法 ， 前 文 回溯 算法 详解 干脆 直接 说 了 ， 回 济 算 法 就 是 个 N 又 树 的 前 后 序 遍 历 问题 ， 没 有 例外 。 
比如 全 排列 问题 吧 ， 本 质 上 全 排列 就 是 在 遍历 下 面 这 棵 树 ， 到 叶子 节点 的 路 径 就 是 一 个 全 排列 : 


公众 号 : labuladong 


全 排列 算法 的 主要 代码 如 下 : 
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void backtrack(int[] nums, LinkedList<Integer> track) { 


if (track.size() == nums.length) { 
res.add(new LinkedList(track)); 
return; 

ji 


for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
if (track.contains(nums[i])) 
continue; 
track.add(nums [i]); 
ef 进 》 \ 下 一 层 决策 树 
pe track); 
track.removeLast(); 


jp 
/# 提取 出 N 叉 树 遍 历 框架 */ 
void backtrack(int[] nums, LinkedList<Integer> track) { 


for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
backtrack(nums, track); 


N 叉 树 的 遍历 框架 ， 找 出 来 了 吧 ? 你 说 ， 树 这 种 结构 重 不 重要 ? 
综 上 ， 对 于 景 惧 算法 的 同学 来 说 ， 可 以 先 刷 树 的 相关 题目 ， 试 着 从 框架 上 看 问题 ， 而 不 要 纠结 于 细节 问题 。 


纠结 细节 问题 ， 就 比如 纠结 i 到 底 应 该 加 到 n 还 是 加 到 n - 1， 这 个 数组 的 大 小 到 底 应 该 开 mn 还 是 n + 
1? 


从 框架 上 看 问题 ， 就 是 像 我们 这 样 基于 框架 进行 抽取 和 扩展 ， 既 可 以 在 看 别人 解法 时 快速 理解 核心 逻辑 ， 也 
有 助 于 找到 我 们 自己 写 解法 时 的 思路 方向 。 


当然 ， 如 果 细 节 出 错 ， 你 得 不 到 正确 的 答案 ， 但 是 只 要 有 框架 ， 你 再 错 也 错 不 到 哪 去 ， 因 为 你 的 方向 是 对 
的 。 


~ 


但 是 ， 你 要 是 心中 没有 框架 ， 那 么 你 根本 无 法 解 题 ， 给 了 你 答案 ， 你 也 不 会 发 现 这 就 是 个 树 的 遍历 


这 种 思维 是 很 重要 的 ， 动 态 规划 详解 中 总 结 的 找 状 态 转移 方程 的 几 步 流程 ， 有 时 候 按照 流程 写 出 解法 ， 说 实 
话 我 自己 都 不 知道 为 喻 是 对 的 ， 反 正 它 就 是 对 了 。。。 


这 就 是 框架 的 力量 ， 能 够 保证 你 在 快 睡 着 的 时 候 ， 依 然 能 写 出 正确 的 程序 ;就算 你 啥 都 不 会 ， 都 能 比 别 人 高 
一 个 级 别 。 


四 、 总 结 几 句 
数据 结构 的 基本 存储 方式 就 是 链 式 和 顺序 两 种 ， 基 本 操作 就 是 增删 查 改 ， 遍 历 方式 无 非 迭 代 和 递归 。 


刷 算法 题 建议 从 『「 树 」 分 类 开始 刷 ， 结 合 框 架 思维 ， 把 这 几 十 道 题 刷 完 ， 对 于 树 结构 的 理解 应 该 就 到 位 了 。 
这 时 候 去 看 回溯 、 动 规 、 分 治 等 算法 专题 ， 对 思路 的 理解 可 能 会 更 加 深刻 一 些 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 
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~ a ri 、 
十 算 机 算法 的 本 
计算 机 算 ; 质 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


两 年 前 刚 开 这 个 公众 号 的 时 候 ， 我 写 了 一 篇 学 习 数据 结构 和 算法 的 框架 思维 ， 现 在 已 经 5w 多 阅读 了 ， 这 对 
于 一 篇 纯 技术 文 来 说 是 很 牛 逼 的 数据 。 


这 两 年 在 我 自己 不 断 刷 题 ， 思 考 和 写 公 众 号 的 过 程 中 ， 我 对 算法 的 理解 也 是 在 逐渐 加 深 ， 所 以 今天 再 写 一 
篇 ， 把 我 这 两 年 的 经 验 和 思考 浓缩 成 4000 字 ， 分 享 给 大 家 。 


本 文 主要 有 两 部 分 ， 一 是 谈 我 对 算法 本 质 的 理解 ， 二 是 概括 各 种 常用 的 算法 。 全 文 没有 什么 硬 核 的 代码 ， 都 
是 我 的 经 验 之 谈 ， 也 许 没 有 多 么 高 大 上 ， 但 肯定 能 帮 你 少 走 弯路 ， 更 透彻 地 理解 和 掌握 算法 。 


如 果 本 文中 你 有 不 理解 的 地 方 大 可 跳 过 ， 多 看 一 些 我 的 历史 文章 之 后 再 回 过 头 看 ， 大 概 就 可 以 明白 我 想 表达 


的 意思 了 


另外 ， 本 文 包含 大 量 历史 文章 链接 ， 结 合 本 文 阅读 历史 文章 也 许可 以 更 快 培养 出 学 习 算 法 的 框架 思维 和 知识 
体系 。 


算法 的 本 质 
如 果 要 让 我 一 句 话 总 结 ， 我 想 说 算法 的 本 质 就 是 「 穷 举 ]。 
这 么 说 肯定 有 人 要 反 驶 了 ， 真 的 所 有 算法 问题 的 本 质 都 是 穷 举 吗 ? 没有 一 个 例外 吗 ? 


例外 肯定 是 有 的 ， 比 如 前 几 天 我 还 发 了 一 行 代码 就 能 解决 的 算法 题 ， 这 些 题目 都 是 通过 观察 ， 发 现 规律 ， 然 
后 找到 最 优 解法 。 

再 比如 数学 相关 的 算法 ， 很 多 都 是 数学 推论 ， 然 后 用 编程 的 形式 表现 出 来 了 ， 所 以 它 本 质 是 数学 ， 不 是 计算 
机 算法 。 

从 计算 机 算法 的 角度 ， 结 合 我 们 大 多 数 人 的 需求 ， 这 种 秀 智商 的 纯 技巧 题目 绝对 占 少数 ， 虽 然 很 容易 让 人 大 
呼 精妙 ， 但 不 能 提炼 出 思考 算法 题 的 通用 思维 ， 真 正 通用 的 思维 反而 大 道 至 简 ， 就 是 穷 举 。 

我 记得 自己 一 开始 学 习 算 法 的 时 候 ， 也 觉得 算法 是 一 个 很 高 大 上 的 东西 ， 每 见 到 一 道 题 ， 就 想 着 能 不 能 推导 
出 一 个 什么 数学 公式 ， 喇 的 一 下 就 能 把 答案 算出 来 。 

比如 你 和 一 个 没 学 过 (计算机) 算法 的 人 说 你 写 了 个 计算 排列 组 合 的 算法 ， 他 大 概 以 为 你 发 明了 一 个 公式 ， 
可 以 直接 算出 所 有 排列 组 合 。 但 实际 上 呢 ? 没什么 高 大 上 的 公式 ， 前 文 回溯 算法 秒杀 排列 组 合子 集 问题 写 
了 ， 还 是 得 用 回溯 算法 暴力 穷 举 。 
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对 计算 机 算法 的 误解 也 许 是 以 前 学 数学 留 下 的 「 后 遗 症 」 ， 数 学 题 一 般 都 是 你 仔细 观察 ， 找 几何 关系 ， 列 方 
程 ， 然 后 算出 答案 。 如 果 说 你 需要 进行 大 规模 穷 举 来 寻找 答案 ， 那 大 概率 是 你 的 解 题 思路 出 问题 了 。 


而 计算 机 解决 问题 的 思维 恰恰 相反 ， 有 没有 什么 数学 公式 就 交 给 你 们 人 类 去 推导 吧 ， 如 果 能 找到 一 些 巧妙 的 
定理 那 最 好 ， 但 如 果 找 不 到 ， 那 就 穷 举 呐 ， 反 正 只 要 复杂 度 人 允许 ， 没 有 什么 答案 是 穷 举 不 出 来 的 。 


技术 岗 笔 试 面试 考 的 那些 算法 题 ， 求 个 最 大 值 最 小 值 什么 的 ， 你 怎么 求 ? 必须 得 把 所 有 可 行 解 穷 举 出 来 才能 
找到 最 值 对 吧 ， 说 白 了 不 就 这 么 点 事 儿 么 。 


但 是 ， 你 干 万 不 要 觉得 穷 举 这 个 事 儿 很 简单 ， 穷 举 有 两 个 关键 难点 : 无 遗漏 、 无 见 余 。 

遗漏 ， 会 直接 导致 答案 出 错 ; 多余 ， 会 拖 慢 算法 的 运行 速度 。 

所 以 ， 当 你 看 到 一 道 算 法 题 ， 可 以 从 这 两 个 维度 去 思考 : 

1、 如 何 穷 举 ? 即 无 遗漏 地 穷 举 所 有 可 能 解 。 

2、 如 何 聪明 地 穷 举 ? 即 避 兔 所 有 宛 余 的 计算 。 

不 同类 型 的 题目 ， 难 点 是 不 同 的 ， 有 的 题目 难 在 【如何 穷 举 上 ， 有 的 题目 难 在 【如 何 聪明 地 穷 举 」 。 
什么 算法 的 难点 在 【如 何 穷 举 」 呢 ? 一 般 是 递归 类 问题 ， 最 典型 的 就 是 动态 规划 系列 问题 。 


前 文 动态 规划 核心 套路 阐述 了 动态 规划 系列 问题 的 核心 原理 ， 无 非 就 是 先 写 出 暴力 穷 举 解法 (状态 转移 方 
程 ) ， 加 个 备忘录 就 成 自 顶 向 下 的 递归 解法 了 ， 再 改 一 改 就 成 自 底 向 上 的 递 推 和 迭代 解法 了 ， 动 态 规划 的 降 维 
打击 里 也 讲 过 如 何 分 析 优 化 动态 规划 算法 的 空间 复杂 度 。 


上 述 过 程 就 是 在 不 断 优化 算法 的 时 间 、 空 间 复杂 度 ， 也 就 是 所 谓 【如 何 聪明 地 穷 举 」 ， 这 些 技巧 一 听 就 会 
了 。 但 很 多 读者 留言 说 明白 了 这 些 原 理 ， 遇 到 动态 规划 题目 还 是 不 会 做 ， 因 为 第 一 步 的 暴力 解法 都 写 不 出 
来 。 


这 很 正常 ， 因 为 动态 规划 类 型 的 题目 可 以 干 奇特 怪 ， 找 状态 转移 方程 才 是 难点 ， 所 以 才 有 了 动态 规划 设计 方 
法 : 数学 归纳 法 这 篇 文章 ， 告 诉 你 递归 穷 举 的 核心 是 数学 归纳 法 ， 明 确 函 数 的 定义 ， 然 后 利用 这 个 定义 写 递 
归 函 数 ， 就 可 以 穷 举 出 所 有 可 行 解 。 


什么 算法 的 难点 在 【如 何 聪明 地 穷 举 上 」 呢 ? 一 些 耳 熟 能 详 的 非 递归 算法 技巧 ， 都 可 以 归 在 这 一 类 。 


比如 前 文 Union Find 并 查 集 算法 详解 告诉 你 一 种 高 效 计算 连通 分 量 的 技巧 ， 理 论 上 说 ， 想 判断 两 个 节点 是 否 
连通 ， 我 用 DFS/BFS 暴力 搜索 ( 穷 举 ) 肯定 可 以 做 到 ， 但 人 家 Union Find 算法 硬是 用 数组 模拟 树 结构 ， 给 
你 把 连通 性 相关 的 操作 复杂 度 给 干 到 0(1) 了 。 

这 就 属于 聪明 地 穷 举 ， 你 学 过 就 会 用 ， 没 学 过 丽 怕 很 难 想 出 这 种 思路 。 

再 比如 贪心 算法 技巧 ， 前 文 当 老司 机 学 会 贪心 算法 就 告诉 你 ， 所 谓 贪心 算法 就 是 在 题目 中 发 现 一 些 规律 ( 专 
业 点 叫 贪心 选择 性 质 ) ， 使 得 你 不 用 完整 穷 举 所 有 解 就 可 以 得 出 答案 。 

人 家 动态 规划 好 歹 是 无 见 余 地 穷 举 所 有 解 ， 然 后 找 一 个 最 值 ， 你 贪心 算法 可 好 ， 都 不 用 穷 举 所 有 解 就 可 以 找 
到 答案 ， 所 以 前 文 贪心 算法 解决 跳跃 游戏 中 贪心 算法 的 效率 比 动态 规划 还 高 。 


再 比如 大 名 见 见 的 KMP 算法 ， 你 写 个 字符 串 暴 力 匹 配 算法 很 容易 ， 但 你 发 明 个 KMP 算法 试 试 ? KMP 算法 的 
本 质 是 聪明 地 缓存 并 复 用 一 些 信息 ， 减 少 了 见 余 计算 ， 前 文 KMP 字符 匹配 算法 就 是 使 用 状态 机 的 思路 实现 
的 KMP 算法 。 
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下 面 我 概括 性 地 列举 一 些 常见 的 算法 技巧 ， 供 大 家 学 习 参 考 。 
效 组 / 单 链 表 系 列 算法 
单 链表 常 考 的 技巧 就 是 双 指针 ， 前 文 单 链表 六 大 技巧 全 给 你 总 结 好 了 ， 这 些 技巧 就 是 会 者 不 难 ， 难 者 不 会 。 


比如 判断 单 链表 是 否 成 环 ， 拍 脑袋 的 暴力 解 是 什么 ”就 是 用 一 个 Hashset 之 类 的 数据 结构 来 缓存 走 过 的 节 
点 ， 遇 到 重复 的 就 说 明 有 环 对 吧 。 但 我 们 用 快慢 指针 可 以 避免 使 用 额外 的 空间 ， 这 就 是 聪明 地 穷 举 嘛 。 


当然 ， 对 于 找 链表 中 点 这 种 问题 ， 使 用 双 指 针 技巧 只 是 显示 你 学 过 这 个 技巧 ， 和 遍历 两 次 链表 的 常规 解法 从 
时 间 空 间 复杂 度 的 角度 来 说 都 是 差不多 的 。 


数组 常用 的 技巧 有 很 大 一 部 分 还 是 双 指 针 相关 的 技巧 ， 说 白 了 是 教 你 如 何 聪明 地 进行 穷 举 。 


首先 说 二 分 搜索 技巧 ， 可 以 归 为 两 端 向 中 心 的 双 指 针 。 如 果 让 你 在 数组 中 搜索 元 素 ， 一 个 for 循环 穷 举 肯 定 
能 搞定 对 吧 ， 但 如 果 数 组 是 有 序 的 ， 二 分 搜索 不 就 是 一 种 更 聪明 的 搜索 方式 么 。 


前 文 二 分 搜索 框架 详解 给 你 总 结 了 二 分 搜索 代码 模板 ， 保 证 不 会 出 现 搜 索 边界 的 问题 。 前 文 二 分 搜索 算法 
运用 给 你 总 结 了 二 分 搜索 相关 题目 的 共性 以 及 如 何 将 二 分 搜索 思想 运用 到 实际 算法 中 。 


类 似 的 两 端 向 中 心 的 双 指 针 技巧 还 有 力 扣 上 的 N 数 之 和 系列 问题 ， 前 文 一 个 函数 秒杀 所 有 nSum 问题 讲 了 
这 些 题目 的 共性 ， 重 管 几 数 之 和 ， 解 法 肯定 要 穷 举 所 有 的 数字 组 合 ， 然 后 看 看 那个 数字 组 合 的 和 等 于 目标 和 
嘛 。 比 较 聪 明 的 方式 是 先 排序 ， 利 用 双 指 针 技巧 快速 计算 结果 。 


再 说 说 滑动 窗口 算法 技巧 ， 典 型 的 快慢 双 指 针 ， 快 慢 指针 中 间 就 是 滑动 的 「 窗 口 ] ， 主 要 用 于 解决 子 串 问 


题 。 


文中 最 小 履 盖 子 串 这 道 题 ， 让 你 寻找 包含 特定 字符 的 最 短 子 串 ， 常 规 拍 脑袋 解法 是 什么 ?” 那 肯定 是 类 似 字符 
串 暴 力 匹 配 算法 ， 用 说 套 for 循环 穷 举 呐 ， 平 方 级 的 复杂 度 。 


而 滑动 窗口 技巧 告诉 你 不 用 这 么 麻烦 ， 可 以 用 快慢 指针 遍历 一 次 就 求 出 答案 ， 这 就 是 教 你 聪明 的 穷 举 技巧 。 


但 是 ， 就 好 像 二 分 搜索 只 能 运用 在 有 序数 组 上 一 样 ， 滑 动 窗口 也 是 有 其 限制 的 ， 就 是 你 必须 明确 的 知道 什么 
时 候 应 该 扩大 窗口 ， 什 么 时 候 该 收缩 窗口 。 


比如 前 文 最 大 子 数组 问题 面 对 的 问题 就 没 办 法 用 滑动 窗口 ， 因 为 数组 中 的 元 素 存 在 负数 ， 扩 大 或 缩小 窗口 并 
不 能 保证 窗口 中 的 元 素 之 和 就 会 随 着 增 大 和 减 小 ， 所 以 无 法 使 用 滑动 窗口 技巧 ， 只 能 用 动态 规划 技巧 穷 举 
了 。 


还 有 回 文 串 相关 技巧 ， 如 果 判 断 一 个 串 是 否 是 回 文 串 ， 使 用 双 指 针 从 两 端 向 中 心 检查 ， 如 果 寻 找 回 文子 串 ， 
就 从 中 心 向 两 端 扩散 。 前 文 最 长 回 文 子 串 使 用 了 一 种 技巧 同时 处 理 了 回 文 串 长 度 为 奇数 或 偶数 的 情况 。 


当然 ， 寻 找 最 长 回 文子 串 可 以 有 更 精妙 的 马 拉 车 算法 (Manacher 算法 ) ， 不 过 ， 学 习 这 个 算法 的 性 价 比 不 
高 ， 没 什么 必要 掌握 。 


最 后 说 说 前 缀 和 技巧 和 差分 数组 技巧 。 


如 果 频 繁 地 让 你 计算 子 数 组 的 和 ， 每 次 用 for 循环 去 遍历 肯定 没 问 题 ， 但 前 缀 和 技巧 预计 算 一 个 preSum 娄 
组 ， 就 可 以 避免 循环 。 


类 似 的 ， 如 果 频 繁 地 让 你 对 子 数 组 进行 增 减 操作 ， 也 可 以 每 次 用 for 循环 去 操作 ， 但 差分 数组 技巧 维护 一 个 
diff 数 组 ， 也 可 以 避免 循环 。 
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数组 链表 的 技巧 差不多 就 这 些 了 ， 都 比较 固定 ， 只 要 你 都 见 过 ， 运 用 出 来 的 难度 不 算 大 ， 下 面 来 说 一 说 稍微 
有 些 难度 的 算法 。 


二 义 树 系列 算法 


老 读者 都 知道 ， 二 又 树 的 重要 性 我 之 前 说 了 无 数 次 ， 因 为 二 叉 树 模型 几乎 是 所 有 高 级 算法 的 基础 ， 尤 其 是 那 
么 多 人 说 对 递归 的 理解 不 到 位 ， 更 应 该 好 好 刷 二 叉 树 相关 题目 。 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
叉 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


我 之 前 说 过 ， 二 又 树 题目 的 递归 解法 可 以 分 两 类 思路 ， 第 一 类 是 遍历 一 遍 二 又 树 得 出 答案 ， 第 二 类 是 通过 分 
解 问题 计算 出 答案 ， 这 两 类 思路 分 别 对 应 着 回溯 算法 核心 框架 和 动态 规划 核心 框架 。 


什么 叫 通过 遍历 一 遍 二 叉 树 得 出 答案 ? 
就 比如 说 计算 二 叉 树 最 大 深度 这 个 问题 让 你 实现 maxDepth 这 个 函数 ， 你 这 样 写 代码 完全 没 问题 


int dept 


maxDepth(TreeNode Fooxt) et 
traverse(root); 
return res; 


vo ee root) { 
if (root == nuLL) { 
// 到 达 叶 子 节点 
res = Math.max(res, depth); 
return; 
J 
// 前 序 遍 历 位 置 
depth++; 
traverse(root. left); 
pa right); 
/ . /a 闻 邓 遍 局 所 位 置 
es 


逻辑 就 是 用 traverse 图 数 遍历 了 一 遍 二 叉 树 的 所 有 节点 ， 维 护 depth 变量 ， 在 叶子 节点 的 时 候 更 新 
0 


你 看 这 段 代 码 ， 有 没有 觉得 很 熟悉 ? 能 不 能 和 回溯 算法 的 代码 模板 对 应 上 ? 
不 信 你 照 着 回溯 算法 核心 框架 中 全 排列 问题 的 代码 对 比 下 : 
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// 记录 所 有 全 排列 
List<List<Integer>> res = new LinkedList<>(); 
LinkedList<Integer> track = new LinkedList<>(); 


/# 主 遂 数 ， 输 入 一 组 不 重复 的 数字 ， 返 回 它 们 的 全 排列 x*/ 
List<List<Integer>> permute(int[] nums) { 
backtrack(nums ) ; 
return res 


} 


// 回溯 算法 框架 
void backtrack(int[] nums) { 
if (track.size() == nums. length) { 
// 穷 举 完 一 个 全 排列 
res.add(new LinkedList(track) ) ; 
return; 


for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 

if (track.contains(nums [i]) ) 
continue; 

// 前 序 遍 历 位 置 做 选择 
track.add(nums [i]); 
backtrack(nums); 
// 后 序 遍 历 位 置 取消 选择 
track.removeLast(); 


前 文 讲 回 溯 算 法 的 时 候 就 告诉 你 回溯 算法 本 质 就 是 遍历 一 棵 多 义 树 ， 连 代码 实现 都 如 出 一 略 有 没有 ? 


而 且 我 之 前 经 常 说 ， 回 济 算 法 虽然 简单 粗暴 效率 低 ， 但 特别 有 用 ， 因 为 如 果 你 对 一 道 题 无 计 可 施 ， 回 济 算 法 
起 码 能 帮 你 写 一 个 暴力 解 捞 点 分 对 吧 。 


那 什么 叫 通过 分 解 问题 计算 答案 ? 
同样 是 计算 二 叉 树 最 大 深度 这 个 问题 ， 你 也 可 以 写 出 下 面 这 样 的 解法 : 


// 定义 : 输入 根 节点 ， 返 回 这 棵 二 叉 树 的 最 大 深度 
int maxDepth(TreeNode root) { 
f(roote -no 
return 0; 


J 

// 递归 计算 左右 子 树 的 最 大 深度 

int LeftMax = maxDepth(root. left); 

int rightMax = maxDepth(root. right) ; 

// 整 棵 树 的 最 大 深度 

int res = Math.max(leftMax, rightMax) + 1; 


return res; 
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你 看 这 段 代 码 ， 有 没有 觉得 很 熟悉 ? 有 没有 觉得 有 点 动态 规划 解法 代码 的 形式 ? 
不 信 你 看 动态 规划 核心 框架 中 闫 零钱 问题 的 暴力 穷 举 解法 : 


// 定义 : 输入 金额 amount， 返 回 凌 出 amount 的 最 少 硬币 个 类 
int coinChange(int[] coins, int amount) { 

// base case 

if (amount == 0) return 0; 

if (amount < 0) return -1; 


int res = Integer.MAX_ VALUE; 
for (unt eonm econms) 
// 递归 计算 凑 出 amount - coin 的 最 人 少 硬币 个 类 
int subProblem = coinChange(coins, amount - coin); 
if (subProblem == -1) continue; 
// 闫 出 amount 的 最 少 硬币 个 类 
res = Math.min(res, subProblem + 1); 


} 


return res == Integer.MAX VALUE ? -1 : res; 


这 个 暴力 解法 加 个 memo 备忘录 就 是 自 顶 向 下 的 动态 规划 解法 ， 你 对 照 二 叉 树 最 大 深度 的 解法 代码 ， 有 没有 
发 现 很 像 ? 


如 果 你 感受 到 最 大 深度 这 个 问题 两 种 解法 的 区 别 ， 那 就 趁 热 打铁 ， 我 问 你 ， 二 又 树 的 前 序 遍 历 怎 么 写 ? 
我 相信 大 家 都 会 对 这 个 问题 嘻 之 以 县 ， 宫 不 犹豫 就 可 以 写 出 下 面 这 段 代 码 : 


List<Integer> res = new LinkedList<>(); 


// 返回 前 序 遍 历 结 

List<Integer> preorder(TreeNode root) { 
traverse(root); 
neturnnnese 


} 


// 二 叉 树 遍历 函数 

void traverse(TreeNode root) { 
(roo ==>no0W lt 

neu 

J 
// 前 序 遍 历 位 置 
res.add(root.val); 
traverse(root. left); 
traverse(root.right); 
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但 是 ， 你 结合 上 面 说 到 的 两 种 不 同 的 思维 模式 ， 二 叉 树 的 遍历 是 否 也 可 以 通过 分 解 问题 的 思路 解决 呢 ? 
我 们 前 文 手把手 刷 二 又 树 (第 二 期 ) 说 过 前 中 后 序 遍 历 结果 的 特点 : 


root 
1 
3 Es 
A fAN 
5 4 39 入 
2 AN root | Ee i 
6 了 preorder 二 未 | 沽 人 妆 : 有 | 9 


root.left root.right 
root OCC— 


inorder 闻 敬 并 | 


公众 号 : labuladong 


root.left root.right 


你 注意 前 序 遍历 的 结果 ， 根 节点 的 值 在 第 一 位 ， 后 面 接着 左 子 树 的 前 序 遍 历 结果 ， 最 后 接着 右 子 树 的 前 序 遍 
历 结果 。 


有 没有 体会 出 点 什么 来 ? 其 实 完全 可 以 重 写 前 序 遍 历代 码 ， 用 分 解 问题 的 形式 写 出 来 ， 避 免 外 部 变量 和 辅助 
函数 : 


// 定义 : 输入 一 棵 二 叉 树 的 根 节点 ， 返 回 这 棵 树 的 前 序 遍 历 结 果 
List<Integer> preorder(TreeNode root) { 
List<Integer> res = new LinkedList<>(); 
f(rnoot no 
return res,; 
} 
// 前 序 遍 历 的 结果 ，root. val 在 第 一 个 
res.add(root.val); 
// 后 面 接着 左 子 树 的 前 序 遍 历 结 
res.addAll(preorder(root. Left) ) ; 
// 最 后 接着 右 子 树 的 前 序 遍历 结果 
res.addAll(preorder(root,.right)); 


你 看 ， 这 就 是 用 分 解 问题 的 思维 模式 写 二 叉 树 的 前 序 遍历 ， 如 果 写 中 序 和 后 序 遍 历 也 是 类 似 的 。 


当然 ， 动 态 规 划 系 列 问题 有 『「 最 优 子 结构 1 和 「 重 芍 子 问题 ] 两 个 特性 ， 而 且 大 多 是 让 你 求 最 值 的。 很 多 算 
法 虽然 不 属于 动态 规划 ， 但 也 符合 分 解 问题 的 思维 模式 。 
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比如 分 治 算法 详解 中 说 到 的 运算 表达 式 优先 级 问题 ， 其 核心 依然 是 大 问题 分 解 成 子 问题 ， 只 不 过 没有 重 芍 子 
问题 ， 不 能 用 备忘录 去 优化 效率 罢了 。 


当然 ， 除 了 动 归 、 回 滴 (DFS) 、 分 治 ， 还 有 一 个 常用 算法 就 是 BFS 了 ， 前 文 BFS 算法 核心 框架 就 是 根据 
下 面 这 段 二 叉 树 的 层 序 遍历 代码 改装 出 来 的 : 


// 输入 一 棵 二 叉 树 的 根 节点 ， 层 序 遍 历 这 棵 二 叉 树 

void levelTraverse(TreeNode root) { 
u(root = nu return op 
Queue<TreeNode> q = new LinkedList<>(); 
q.offer(root); 


unt depkth ee => 
// 从 上 到 下 遍历 二 叉 树 的 每 一 层 
while (!q.isEmpty()) { 
Tne Sz = oozel(0 
// 从 左 到 右 人 遍历 每 一 层 的 每 个 节点 
hom (Gime 0 Sz et 
TreeNode cur = q.poll(); 


uitte = nu 
q.offer(cur. left); 
fu he mu 
qeoffer(eurariaght), 
J 
} 
depth++; 


更 进一步 ， 图 论 相 关 的 算法 也 是 二 叉 树 算法 的 延续 。 


比如 图 论 基础 和 环 判 断 和 拓扑 排序 就 用 到 了 DFS 算法 ; 再 比如 Dijkstra 算法 模板 ， 就 是 改造 版 BFS 算法 加 
上 一 个 类 似 dp table 的 数组 。 


好 了 ， 说 的 差不多 了 了， 上述 这 些 算法 的 本 质 都 是 穷 举 二 (多 ) 叉 树 ， 有 机 会 的 话 通过 剪 枝 或 者 备忘录 的 方式 
减少 元 余 计 算 ， 提 高 效率 ， 就 这 么 点 事 儿 。 
最 后 总 结 


上 周 在 视频 号 直播 的 时 候 ， 有 读者 问 我 什么 刷 题 方式 是 正确 的 ， 我 说 正确 的 刷 题 方式 应 该 是 刷 一 道 题 能 获得 
刷 十 道 题 的 效果 ， 不 然 力 扣 现 在 2000 道 题目 ， 你 都 打算 刷 完 么 ? 
那么 怎么 做 到 呢 ? 学 习 数 据 结构 和 算法 的 框架 思维 说 了 ， 要 有 框架 思维 ， 学 会 提炼 重点 ， 一 个 算法 技巧 可 以 
包装 出 一 百 道 题 ， 如 果 你 能 一 眼看 穿 它 的 本 质 ， 那 就 没 必 要 浪费 时 间 刷 了 嘛 。 
同时 ， 在 做 题 的 时 候 要 思考 ， 联 想 ， 进 而 培养 举一反三 的 能 力 。 
前 文 Dijkstra 算法 模板 并 不 是 真 的 是 让 你 去 背 代 码 模板 ， 不 然 的 话 直接 思 出 来 那 一 段 代码 不 就 行 了 ， 我 从 层 
序 遍 历 讲 到 BFS 讲 到 Dijkstra， 说 这 么 多 废话 干什么 ? 
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说 到 底 我 还 是 希望 爱 思考 的 读者 能 培养 出 成 体系 的 算法 思维 ， 最 好 能 爱 上 算法 ， 而 不 是 单纯 地 看 题解 去 做 
题 ， 授 人 以 鱼 不 如 授 人 以 渔 嘛 。 


本 文 就 到 这 里 吧 ， 算 法 真 的 没 喻 难 的 ， 只 要 有 心 ， 谁 都 可 以 学 好 。 分 享 是 一 种 美德 ， 如 果 本 文 对 你 有 启发 ， 
欢迎 分 享 给 需要 的 朋友 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 ; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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学 剑 篇 、 基 础 效 据 结构 


必 


基础 数据 结构 包括 数组 、 链 表 、 队 列 、 栈 等 ， 因 为 它们 都 比较 类 似 ， 而 且 操 作 过 程 中 不 怎么 涉及 递归 ， 所 以 
我 把 它们 归 为 较 基础 的 数据 结构 。 


公众 号 标签 : 手把手 刷 数据 结构 
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1.1 数组 /链表 


数组 链表 代表 着 计算 机 最 基本 的 两 种 存储 形式 : 顺序 存储 和 链 式 存储 ， 所 以 他 俩 可 以 算是 最 基本 的 数据 结 
构 。 


数组 链表 的 主要 算法 技巧 是 双 指 针 ， 双 指针 又 分 为 中 间 向 两 端 扩 散 的 双 指 针 、 两 端 向 中 间 收 缩 的 双 指 针 、 快 
慢 指针 。 


此 外 ， 数 组 还 有 前 缀 和 和 差分 数组 也 属于 必 知 必 会 的 算法 技巧 。 


公众 号 标签 : 链表 双 指针 ， 数 组 双 指 针 
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小 而 美的 算法 技巧 : 前 级 和 数组 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
303. 区 域 和 检索 - 数组 不 可 变 (中 等 ) 

304. 二 维 区 域 和 检索 - 矩阵 不 可 变 (中 等 ) 

560. 和 为 K 的 子 数组 (中 等 ) 


前 缀 和 技巧 适用 于 快速 、 频 繁 地 计算 一 个 索引 区 间 内 的 元 素 之 和 。 
一 维 效 组 中 的 前 缀 和 


先 看 一 道 例题 ， 力 扣 第 303 题 【区 域 和 检索 - 数组 不 可 变 ] ， 让 你 计算 数组 区 间 内 元 素 的 和 ， 这 是 一 道 标准 
的 前 缀 和 问题 : 
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303. 区 域 和 检索 - 数组 不 可 变 
难度 简单 由 382 站 [ 办 人 外 口 


给 定 一 个 整数 数组 nums ， 求 出 数组 从 索引 i 到 j (i < j ) 范围 内 元 素 的 总 和 ， 包 
含 i、j 两 点 。 
实现 NumArray 类 : 

。 NumArray(int[] nums) 使 用 数组 nums 初始 化 对 象 

。 int sumRange(int i，int jj) 返回 数组 nums 从 索引 i 到 jj (i < j) 


范围 内 元 素 的 总 和 ， 包 含 i 、j 两 点 (也 就 是 sum(nums[i], nums[i + 1]， 
; nums[j])) 


示例 : 


输入 : 

["NumArray", "sumRange", "sumRange", "sumRange"] 
W250 3 5727 L022 5 
输出 : 

[null, 1, -1, -3] 


解释 : 

NumArray numArray = new NumArray([-2, 0, 3, -5, 2, -1]); 
numArray. sumRange(0, 2); // return 1 ((-2) + 0 + 3) 
numArray.sumRange(2, 5); // return -1 (3 + (-5) + 2 + (-1)) 
numArray.sumRange(0, 5); // return -3 ((-2) +0+3+(-5) +2 
+ (—1)) 


题目 要 求 你 实现 这 样 一 个 类 : 


class NumArray { 
public NumArray(int[] nums) {} 


/* 查询 闭 区 间 [Left，right] 的 累加 和 x*/ 
public int sumRange(int left, int right) {} 


sumRange 函数 需要 计算 并 返回 一 个 索引 区 间 之 内 的 元 素 和 ， 没 学 过 前 缀 和 的 人 可 能 写 出 如 下 代码 : 
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class NumArray { 
private int[] nums; 


public NumArray(int[] nums) { 
this.nums = nums; 


} 


public int sumRange(int left, int right) { 
neS 是 三 和 0 
form(int Ueft, 7 < righnt rs) { 
res += nums [i]; 
} 


return res; 


这 样 ， 可 以 达到 效果 ， 但 是 效率 很 差 ， 因 为 sumRange 方法 会 被 频繁 调用 ， 而 它 的 时 间 复 杂 度 是 0(N)， 其 
中 代表 nums 数组 的 长 度 。 


这 道 题 的 最 优 解法 是 使 用 前 缀 和 技巧 ， 将 sumRange 函数 的 时 间 复 杂 度 降 为 0(1) ， 说 白 了 就 是 不 要 在 
sumRange 里 面 用 for 循环 ， 咋 整 ? 


直接 看 代码 实现 : 


class NumArray { 
// 前 缀 和 数组 
private int[] preSum; 


/* 输入 一 个 数组 ， 构 造 前 缀 和 */ 
public NumArray(int[] nums) { 
// preSum[0] = 0， 便 于 计算 累加 和 
preSum = new int[nums.Length + 1]; 
// 计算 nums 的 累加 和 
for (int i = 1; i < preSum.length; i++) { 
preSum[i] = preSum[i - 1] + nums[i - 1]; 
} 
} 


/* 查询 闭 区 间 [Left，right] 的 累加 和 x*/ 

public int sumRange(int left, int right) { 
return preSum[right + 1] - preSum[left]; 

ji 


核心 思路 是 我 们 new 一 个 新 的 数组 preSum 出 来 ，preSum[i] 记录 nums 10. .i-1] 的 累加 和 ， 看 图 10 = 3 
+5+2: 
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看 这 个 preSunm 数组 ， 如 果 我 想 求索 引 区 间 [1 ，41] 内 的 所 有 元 素 之 和 ， 就 可 以 通过 preSuml5] - 


preSum[1] 得 出 。 


这 样 ，sumRange 函数 仅仅 需要 做 一 次 减法 运算 ， 避 免 了 每 次 进行 for 循环 调用 ， 最 坏 时 间 复 杂 度 为 常数 
0(1) 。 


这 个 技巧 在 生活 中 运用 也 控 广 泛 的 ， 比 方 说 ， 你 们 班 上 有 若干 同学 ， 每 个 同学 有 一 个 期 末 考 试 的 成 绩 (满分 
100 分 ) ， 那 么 请 你 实现 一 个 API， 输 入 任意 一 个 分 数 段 ， 返 回 有 多 少 同学 的 成 绩 在 这 个 分 数 段 内 。 


那么 ， 你 可 以 先 通过 计数 排序 的 方式 计算 每 个 分 数 具 体 有 多 少 个 同学 ， 然 后 利用 前 缀 和 技巧 来 实现 分 数 段 查 
询 的 API: 


int[] scores; // 存储 着 所 有 同学 的 分 类 

// 试卷 满分 100 分 

int[] count = new int[100 + 1] 

// 记录 每 个 分 数 有 几 个 同学 

for (int score : scores) 
count [score]++ 

// 构造 前 缀 和 

for (int i = 1; i < count.Length; i++) 
count[i] = count[i] + count[i-1]; 


// 利用 count 这 个 前 缀 和 数组 进行 分 数 段 查询 


接 下 来 ， 我 们 看 一 看 前 缀 和 思路 在 实际 算法 题 中 可 以 如 何 运 用 。 


二 维和 矩阵 中 的 前 缀 和 


这 是 力 扣 第 304 题 【304. 二 维 区 域 和 检索 - 矩阵 不 可 变 」 ， 其 实 和 上 一 题 类 似 ， 上 一 题 是 让 你 计算 子 数组 的 
元 素 之 和 ， 这 道 题 让 你 计算 二 维和 矩阵 中 子 和 矩阵 的 元 素 乙 和 : 
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304. 二 维 区 域 和 检索 - 德 阵 不 可 变 labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 折 312 闪 [I EN [a 月 


给 定 一 个 二 维和 矩阵 matrix ， 以 下 类 型 的 多 个 请 求 : 


。 计算 其 子 和 矩形 范围 内 元 素 的 总 和 ， 该 子 矩 阵 的 左上 角 为 (rowl1，col1) ， 右 下 角 
为 EECw2PECcl2 。 


实现 NumMatrix 类 : 


。 NumMatrix(int[][] matrix) 给 定 整 数 和 矩阵 matrix 进行 初始 化 
。 int sumRegion(int rowl, int coll, int row2，int col2) 返回 左上 


角 (rowl，coll) 、 右 下 角 (row2，col2) 所 描述 的 子 和 矩阵 的 元 素 总 和 。 


比如 说 输入 的 matrix 如 下 图 : 
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按照 题目 要 求 ， 和 矩阵 左上 角 为 坐标 原点 (0，0)， 那 么 sumRegion(12,1,4,3]) 就 是 图 中 红色 的 子 和 矩阵 ， 
你 需要 返回 该 子 矩 阵 的 元 素 和 8。 


当然 ， 你 可 以 用 一 个 谋 套 for 循环 去 遍历 这 个 矩阵， 但 这 样 的 话 sumRegion 函数 的 时 间 复 杂 度 就 高 了 ， 你 算 
法 的 格局 就 低 了 。 


做 这 道 题 更 好 的 思路 和 一 维 数组 中 的 前 缀 和 是 非常 类 似 的 ， 如 下 图 : 
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如 果 我 想 计算 红色 的 这 个 子 和 矩阵 的 元 素 之 和 ， 可 以 用 绿色 矩阵 减 去 蓝 色 矩阵 减 去 森 色 和 矩 阵 最 后 加 上 粉色 矩 
阵 ， 而 绿 蓝 禁 粉 这 四 个 矩阵 有 一 个 共同 的 特点 ， 就 是 左上 角 就 是 (0，0) 原点 。 


那么 我 们 可 以 维护 一 个 二 维 preSum 数组 ， 专 门 记录 以 原点 为 顶点 的 矩阵 的 元 素 之 和 ， 就 可 以 用 几 次 加 减 运 
算 算 出 任何 一 个 子 矩 阵 的 元 素 和 : 


class NumMatrix { 
// 定义 : preSum[i][j] 记录 matrix 中 子 和 矩阵 [0，0，i=-1，j=-1] 的 元 素 和 
private int[][] preSum; 


public NumMatrix(int[][] matrix) { 
int m = matrix. length, n = matrix[0]. length; 
me == onl = 0 returms 
// 构造 前 缀 和 和 矩 阵 
preSum = new int[m + 1][n + 1]; 
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For(mt em 
OPENni dlp ss ng en) a 
// 计算 每 个 矩阵 [06，0，i，j] 的 元 素 和 
preSum[i][j] = preSum[i-1][j] + preSum[i][j-1] + matrix[i 
—- 1][j - 1] - preSum[i-1][j-1]; 
上 


} 
} 


力 司 下 算 手 直 阵 蝇 [XT YXIEEX2EVY2W 元 圭 宙 
publnc nt sumRegnromn(mnt x omntev i nt x2 2 nt V2)04 
// 目标 矩阵 之 和 由 四 个 相 邻 矩阵 运算 获得 
return preSum[x2+1] [y2+1] - preSum[x1][y2+1] - preSum[x2+1] [y1] + 
preSum[x1] [y1] ; 
} 


} 


这 样 ，sumRegion 函数 的 时 间 复杂 度 也 用 前 缀 和 技巧 优化 到 了 0(1)， 这 是 典型 的 空间 换 时 间 J 思路 。 
和 为 k 的 子 数组 
最 后 聊 一 道 稍微 有 些 困难 的 前 缀 和 题目 ， 力 扣 第 560 题 [和 为 K 的 子 数组 | : 


560. 和 为 K 的 子 数组 ”labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 I 多 1154 会 上 多 | 口 


给 你 一 个 整数 数组 nums 和 一 个 整数 k ， 请 你 统计 并 返回 该 数组 中 和 为 k 的 连续 子 数 
组 的 个 数 。 
示例 1: 


输入 : nums = [1,1,1], k = 
输出 : 2 


| 
[Be 


示例 2: 


ll 
Wy 


输入 : nums 
输出 : 2 


[L273 k 


那 我 把 所 有 子 数 组 都 穷 举 出 来 ， 算 它们 的 和 ， 看 看 谁 的 和 等 于 | 不 就 行 了 ， 借 助 前 缀 和 技巧 很 容易 写 出 一 个 
解法 : 
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int subarraySum(int[] nums, int k) { 
int n = nums. length; 
// 构造 前 缀 和 
int[] preSum = new int[n + 1]; 
preSum[0] = ©; 
for (int i = 0; i < ni i++) 
preSum[i + 1] = preSum[i] + nums[i]; 


nties .=> 0 
// 穷 举 所 有 子 数组 
tom (unt = 1 ne) 
Io (te = 90 | ss) 
// 子 数 组 nums [j. .i-1] 的 元 素 和 
if (preSum[i] -~ preSum[j] == k) 
res+t+; 


return res; 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


这 个 解法 的 时 间 复 杂 度 0(N^2) 空间 复杂 度 0(N)， 并 不 是 最 优 的 解法 。 不 过 通过 这 个 解法 理解 了 前 缀 和 数 


组 的 工作 原理 之 后 ， 可 以 使 用 一 些 巧 妙 的 办 法 把 时 间 复 杂 度 进一步 降低 。 


注意 前 面 的 解法 有 许 套 的 for 循环 : 


hom (nt = nt) 
for (int j = 0; j < i; j++) 
if (preSum[i] - preSum[j] == k) 
res+t+; 


第 二 层 for 循环 在 干 嘛 呢 ? 翻 译 一 下 就 是 ， 在 计算 ， 有 几 个 ] 能 够 使 得 preSum[I] 和 preSum[j ] 的 差 为 


k。 每 找到 一 个 这 样 的 ] ， 就 把 结果 加 一 。 


我 们 可 以 把 if 语句 里 的 条 件 判断 移 项 ， 这 样 写 : 


if (preSum[j] == preSum[i] =- k) 
rest+t+; 


优化 的 思路 是 : 我 直接 记录 下 有 几 个 preSum[j] 和 preSum[i] - 相等， 直接 更 新 结果 ， 就 避免 了 内 层 


的 for 循环 。 我 们 可 以 用 哈 希 表 ， 在 记录 前 缀 和 的 同时 记录 该 前 缀 和 出 现 的 次 数 。 


int subarraySum(int[] nums, int k) { 
int n = nums. length; 
// map: 前 缀 和 -> 该 前 缀 和 出 现 的 次 数 
HashMap<Integer, Integer> 
preSum = new HashMap<>(); 
// base case 
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preSum.put(0, 1); 


int res = 0, sum0 i = 0; 
ROW (Cmte 
sum0_i += nums [i]; 
// 这 是 我 们 想 找 的 前 缀 和 nums [0. .jj 
int sumo j = sum0 i - k; 
// 如 果 前 面 有 这 个 前 缀 和 ， 则 直接 更 新 答案 
if (preSum.containsKey(sum0_j)) 
res += preSum.get(sum0_ j); 
// 把 前 缀 和 nums [0. .i] 加 入 并 记录 出 现 次 数 
preSum.put (sum0_i, 
preSum.getOrDefault(sum@_ i, 0) + 1); 


} 


return res; 


注意 这 里 我 们 preSunm 记录 的 是 前 缀 和 到 该 前 缀 和 出 现 的 次 数 的 映射 。 


比如 说 下 面 这 个 情况 ， 需 要 前 缀 和 8 就 能 找到 和 为 k 的 子 数 组 了 ， 之 前 的 暴力 解法 需要 遍历 数组 去 数 有 几 个 
8， 而 优化 解法 借助 哈 希 表 可 以 直接 得 知 有 几 个 前 缀 和 为 8。 


1 


ol 
| 


SuUmO 1i 


psun [oT31 51 213 Tis 


k = 5 需要 找 前 缀 和 13-5=8 
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这 样 ， 就 把 时 间 复 杂 度 降 到 了 0(N)， 是 最 优 解法 了 。 


前 缀 和 技巧 就 讲 到 这 里 ， 应 该 说 这 个 算法 技巧 是 会 者 不 难 难 者 不 会 ， 实 际 运用 中 还 是 要 多 培养 自己 的 思维 灵 
活性 ， 做 到 一 眼看 出 题目 是 一 个 前 缀 和 问题 。 


接 下 来 可 阅读 : 
。 差分 数组 技巧 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 
401692 


线 网 站 labuladong 的 刷 题 三 件 套 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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小 而 美的 算法 技巧 : 天 分 数组 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
370. 区 间 加 法 (中 等 ) 
1109. 航班 预订 统计 (中 等 ) 


1094. 拼车 (中 等 ) 


前 文 前 缀 和 技巧 详解 写 过 的 前 缀 和 技巧 是 非常 常用 的 算法 技巧 ， 前 缀 和 主要 适用 的 场景 是 原始 数组 不 会 被 修 
改 的 情况 下 ， 频 繁 查询 某 个 区 间 的 累加 和 。 


没 看 过 前 文 没关系 ， 这 里 简单 介绍 一 下 前 缀 和 ， 核 心 代码 就 是 下 面 这 段 : 


class PrefixSum { 
// 前 缀 和 数组 
private int[] prefix; 


/站 输入 一 个 数组 ， 构 造 前 缀 和 */ 
public PrefixSum(int[] nums) { 
prefix = new int[nums.Length + 1]; 
// 计算 nums 的 累加 和 
for (int i = 1; i < prefix.length; i++) { 
prefix[i] = prefix[i - 1] + nums[i ~- 1]; 
} 
} 


/* 查询 闭 区 间 [i，j] 的 累加 和 */ 
pubmlie dmt eoueny (Cumt en nt 
return prefix[j + 1] - prefix[i]; 


} 
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prefix[i] 就 代表 着 nums [ ] 所 有 元 素 的 累加 和 ， 如 果 我 们 想 求 区 间 nums [ ] 的 累加 和 ， 只 
计算 prefix[j+1] -- is a 而 不 需要 遍历 整个 区 间 求 和 。 


本 文 讲 一 个 和 前 缀 和 思想 非常 类 似 的 算法 技巧 【差分 数组 」 ， 差 分 数组 的 主要 适用 场景 是 频繁 对 原始 数组 的 
某 个 区 间 的 元 素 进 行 增 减 。 


比如 说 ， 我 给 你 输入 一 个 数组 nums， 然 后 又 要 求 给 区 间 nums [2. .6] 全 部 加 1， 再 给 nums [3. .91 全 部 减 
3， 再 给 nums [0. .4] 全 部 加 2， 再 给 ... 


一 通 操作 猛 如 虎 ， 然 后 问 你 ， 最 后 nums 数组 的 值 是 什么 ? 


常规 的 思路 很 容易 ， 你 让 我 给 区 间 nums | ] 加 上 vaL， 那 我 就 一 个 for 循环 给 它们 都 加 上 呐 ， 还 能 
样 ? 这 种 思路 的 时 间 复 杂 度 是 O(N)， be ee nums 的 修改 非常 频繁 ， 所 以 效率 会 很 低下 。 


这 里 就 需要 差分 数组 的 技巧 ， 类 似 前 缀 和 技巧 构造 的 prefix 数组 ， 我 们 先 对 nums 数组 构造 一 个 diff 差 
分 数组 ，diff[i] 就 是 nums[i] 和 nums[i-1] 之 差 : 


int[] diff = new int[nums. Length]; 

// 构造 差分 数组 

diff[0] = nums[0] ; 

for (int T= 1 1 < nums. Lengths i++) { 
diff[il = nums[i] ~- nums[i — 1]; 


} 
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通过 这 个 diff 差分 数组 是 可 以 反 推出 原始 数组 nums 的 ， 代 码 逻 辑 如 下 : 


int[] res = new int[diff. length]; 

// 根据 差分 数组 构造 结果 数组 

res[0] = diff[0]; 

fora(int dn Lengthe rt 
res[i] = res[i - 1] + diff[il]; 


} 


这 样 构造 差分 数组 diff， 就 可 以 快速 进行 区 间 增 减 的 操作 ， 如 果 你 想 对 区 间 nums [i.. j ] 的 元 素 全 部 加 
3， 那 么 只 需要 让 diff[i] += 3， 然 后 再 让 diff [j+1] -= 3 即 可 : 
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原理 很 简单 ， 回 想 diff 数组 反 推 nums 数组 的 过 程 ，diff[i] += 3 意味 着 给 nums[i..] 所 有 的 元 素 都 
加 了 3， 然后 diff[Jj+1] -= 3 又 意味 着 对 于 nums[j+1..] 所 有 元 素 再 减 3， 那 综合 起 来 ， 是 不 是 就 是 对 
nums[I. .j] 中 的 所 有 元 素 都 加 3 了 ? 


只 要 花费 0(1) 的 时 间 修改 difT 数组 ， 就 相当 于 给 nums 的 整个 区 间 做 了 修改 。 多 次 修改 diff， 然 后 通过 
diff 数组 反 推 ， 即 可 得 到 nums 修改 后 的 结果 。 


现在 我 们 把 差分 数组 抽象 成 一 个 类 ， 包 含 increment 方法 和 result 方法 : 


// 差分 数组 工具 类 
class Difference { 
// 差分 数组 
private int[] diff; 


/# 输入 一 个 初始 数组 ， 区 间 操 作 将 在 这 个 数组 上 进行 x*/ 
public Difference(int[] nums) { 

assert nums.Length > 0; 

diff = new int[nums.Length] ; 

// 根据 初始 数组 构造 差分 数组 

diff[0] = nums[0]; 

for (int i = 1; i < nums. length; i++) { 

diff[i] = nums[i] -~- nums[i - 1]; 

jf 


/ 给 闭 区 间 [i,j] 增加 val (可 以 是 负数 ) */ 
public void increment(int i, int j, int val) { 
diff[i] += val; 
dnf ength 
diff[j + 1] -= val; 
} 
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} 


/ 返回 结果 数组 */ 
public int[] result() { 
int[] res = new int[diff.Length] ; 
// 根据 差分 数组 构造 结果 数组 
res[0] = diff[0]; 
formmnnt 1 1 drffatengthe eet 
res la = res Tr omff [ls 
} 


return res; 


这 里 注意 一 下 increment 方法 中 的 if 语句: 


public void increment(int i, int j, int val) { 
diff[i] += val; 
(drf Uengeh et 
diff[j + 1] -= val; 
} 


当 j+1 >= diff. length 时 ， 说 明 是 对 nums [i] 及 以 后 的 整个 数组 都 进行 修改 ， 那 么 就 不 需要 再 给 diff 
数组 减 vaL 了 。 


算法 实践 


首先 ， 力 扣 第 370 题 【区 间 加 法 」 就 直接 考察 了 差分 数组 技巧 : 
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370. 区 间 加 法 “labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 中 81 安 收 藏 ” [0 分 享 ”次 切换 为 英文 位 接收 动态 辐 反馈 


假设 你 有 一 个 长 度 为 n 的 数组 ， 初 始 情况 下 所 有 的 数字 均 为 0， 你 将 会 被 给 出 K 个 更 新 的 操作 。 


其 中 ， 每 个 操作 会 被 表示 为 一 个 三 元 组 : [startindex, endlndex, inc]， 你 需要 将 子 数 
组 A[startindex ... endindex] (包括 startiIndex 和 endlndex) 增加 inc。 


请 你 返回 K 次 操作 后 的 数组 。 


示例 : 


4 六 LengiunE5Updakese = [2A O22 
输出 [=2,0,3,5,3] 


解释 : 


初始 状态 : 
[0,0,0,0,0] 


进行 了 操作 [1,3,2] 后 的 状态 : 
[O82720200) 


进行 了 操作 [2,4,3] 后 的 状态 : 
Operaell 


[52.003 5 


那么 我 们 直接 复 用 刚才 实现 的 Difference 类 就 能 把 这 道 题解 决 掉 : 


int[] getModifiedArray(int length, int[][] updates) { 
// nums 初始 化 为 全 0 
int[] nums = new int[Length] ; 
// 构造 差分 解法 
Difference df = new Difference(nums); 


for (int[] update : updates) { 
int i = update[0]; 
int j = updatel[1]; 
int val = update[2]; 
df.increment(i, j, val); 
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return df,.result(); 


当然 ， 实 际 的 算法 题 可 能 需要 我 们 对 题目 进行 联想 和 抽象 ， 不 会 这 么 直接 地 让 你 看 出 来 要 用 差分 数组 技巧 ， 
这 里 看 一 下 力 扣 第 1109 题 [航班 预订 统计 J : 


1109. 航班 预订 统计 “labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 吃 84 © 上 XA 位 月 


这 里 有 pn 个 航班 ， 它 们 分 别 从 1 到 n 进行 编号 。 


我 们 这 儿 有 一 份 航班 预订 表 ， 表 中 第 i 条 预订 记录 bookings[i] = [i，j，k] 意味 着 
我 们 在 从 i 到 j 的 每 个 航班 上 预订 了 k 个 座位 。 


请 你 返回 一 个 长 度 为 n 的 数组 answer ， 按 航班 编号 顺序 返回 每 个 航班 上 预订 的 座位 数 。 
示例 : 


输入 : bookings = [[1,2,10],[2,3,20],[2,5,25]], n=5 
输出 : [10,55,45,25,25] 


图 数 签名 如 下 : 


int[] corpFLightBookings(int[][] bookings, int n) 


这 个 题目 就 在 那 绕 弯 弯 ， 其 实 它 就 是 个 差分 数组 的 题 ， 我 给 你 翻译 一 下 : 


给 你 输入 一 个 长 度 为 n 的 数组 nums， 其 中 所 有 元 素 都 是 0。 再 给 你 输入 一 个 bookings， 里 面 是 若干 三 元 组 
(i 并, j ,Kk)， 每 个 三 元 组 的 含义 就 是 要 求 你 给 nums 数组 的 闭 区 间 [i-1, j-1] 中 所 有 元 素 都 加 上 k。 请 你 返 


回 最 后 的 nums 数组 是 多 少 ? 


PS: 因为 题目 说 的 n 是 从 1 开始 计数 的 ， 而 数组 索引 从 0 开始 ， 所 以 对 于 输入 的 三 元 组 ( i, j ,K)， 
数组 区 间 应 该 对 应 [i-1,j -1|。 


这 么 一 看 ， 不 就 是 一 道 标准 的 差分 数组 题 嘛 ? 我 们 可 以 直接 复 用 刚才 写 的 类 : 


int[] corpFlightBookings(int[][] bookings, int n) { 
// nums 初始 化 为 全 0 
int[] nums = new int[n]; 
// 构造 差分 解法 


Difference df = new Difference(nums); 


for (int[] booking : bookings) { 
// 注意 转 成 数组 索引 要 减 一 哦 
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int i = booking[0] - 1; 
int j = booking[1] - 1; 
int val = booking[2]; 
// 对 区 间 nums [i,..j] 增加 val 
df.increment(i, j, val); 

} 

// 返回 最 终 的 结果 数组 

return df.result(); 


还 有 一 道 很 类 似 的 题目 是 力 扣 第 1094 题 [拼车 ， 我 简单 描述 下 题目 : 


你 是 一 个 开 公 交 车 的 司机 ， 公 交 车 的 最 大 载 客 量 为 capacity， 沿 途 要 经 过 若干 车 站 ， 给 你 一 份 乘客 行程 表 
int[][] trips， 其 中 trips[il = [num，start，end] 代表 着 有 num 个 旅客 要 从 站 点 start 上 和 车 ， 
到 站 点 end 下 车 ， 请 你 计算 是 否 能 够 一 次 把 所 有 旅客 运送 完毕 (不 能 超过 最 大 载 客 量 capacity) 。 


图 数 签 名 如 下 : 

boolean carPooLing(int[][] trips, int capacity ) ; 
比如 输入 : 

Gms = ll Sl eanaentye 4 


这 就 不 能 一 次 运 完 ， 因 为 trips [1] 最 多 只 能 上 2 人 ， 否 则 车 就 会 超载 。 


相信 你 已 经 能 够 联想 到 差分 数组 技巧 了 : trips[i] 代表 着 一 组 区 间 操 作 ， 旅 客 的 上 车 和 下 车 就 相当 于 数组 
的 区 间 加 减 ; 只 要 结果 数组 中 的 元 素 都 小 于 capacity， 就 说 明 可 以 不 超载 运输 所 有 旅客 。 


但 问题 是 ， 差 分 数组 的 长 度 (车 站 的 个 数 ) 应 该 是 多 少 呢 ? 题目 没有 直接 给 ， 但 给 出 了 数据 取 值 范围 : 
0 <= trips[i][1] < trips[il[2] <= 1000 
车 站 个 数 最 多 为 1000， 那 么 我 们 的 差分 数组 长 度 可 以 直接 设置 为 1001: 


boolean carPooLing(int[] [] trips, int capacity) { 
// 最 多 有 1000 个 车 站 
int[] nums = new int[1001] ， 
// 构造 差分 解法 
Difference df = new Difference(nums ) ; 


Taco (Celinele | eae po eff 
// 乘客 数量 
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int val = triplol: 

// 第 trip[1] 站 乘客 上 和 车 

ii SEO 

// 第 trip[2] 站 乘客 已 经 下 车 ， 

// 即 乘客 在 车 上 的 区 间 是 [trip[1]，trip[2] -1] 
me ee erato le le 

// 进行 区 间 操 作 

df.increment(i, j, val); 


} 
int[] res = df.result(); 


// 客车 自始至终 都 不 应 该 超载 
for (int i = 0; i < res.length; i++) { 
if (capacity < res[i]) { 
return false; 


} 
} 


return true; 


至 此 ， 这 道 题 也 解决 了 。 


最 后 ， 差 分 数组 和 前 缀 和 数组 都 是 比较 常见 且 巧 妙 的 算法 技巧 ， 分 别 适 用 不 同 的 常见 ， 而 且 是 会 者 不 难 ， 难 
者 不 会 。 所 以 ， 关 于 差分 数组 的 使 用 ， 你 学 会 了 吗 ? 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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士 一 二 到 一 亿 A \ 
我 号 了 首 诗 ， 把 滑动 窗口 算法 算法 变 成 了 默 与 题 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
76. 最 小 覆盖 子 串 (困难 ) 

567. 字符 串 的 排列 (中 等 ) 

438. 找到 字符 串 中 所 有 字母 异 位 词 (中 等 ) 

3. 无 重复 字符 的 最 长 子 串 (中 等 ) 


鉴于 前 文 二 分 搜索 框架 详解 的 那 首 《 二 分 搜索 升天 词 》 很 受 好 评 ， 并 在 民间 广 为 流 传 ， 成 为 安睡 助 眠 的 一 冰 
良 方 ， 今 天 在 滑动 窗口 算法 框架 中 ， 我 再 次 编写 一 首 小 诗 来 歌颂 滑动 窗口 算法 的 伟大 : 
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作者 : labuladong 


链表 子 串 数 组 题 ， 
双 指 针 家 三 兄弟 ， 


快慢 指针 最 神奇 ， 
归并 排序 找 中 点 ， 


左右 指针 最 常见 ， 
反 转 数组 要 靠 它 ， 


滑动 窗口 老 猛 男 ， 
左右 指针 滑 窗口 ， 
自称 十 年 老司 机 ， 
一 不 小 心 疹 到 了 ， 
算法 思想 很 简单 ， 


用 双 指 针 别 犹豫 。 
各 个 都 是 万 人 迷 。 


链表 操作 无 压力 。 
链表 成 环 搞 判 定 。 


左右 两 端 相 向 行 。 
二 分 搜索 是 弟弟 。 


子 串 问题 全 靠 它 。 
一 前 一 后 齐 头 进 。 
怎 料 农村 道路 滑 。 
鼻 青 脸 肿 少 颗 牙 。 
出 了 bug 想 升天 。 
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labuladong 稳 若 狗 ， 一 套 框 架 不 翻车 。 
一 路 漂移 带 闪 电 ， 算 法 变 成 默写 题 。 
此 车 还 有 副 驾 驶 ， 文 末 别 忘 瞧 一 瞧 。 


关于 双 指 针 的 快慢 指针 和 左右 指针 的 用 法 ， 可 以 参见 前 文 双 指针 技巧 汇总 ， 本 文 就 解决 一 类 最 难 掌 握 的 双 指 
针 技 巧 : 滑动 窗口 技巧 。 总 结 出 一 套 框架 ， 可 以 保 你 闭 着 眼睛 都 能 写 出 正确 的 解法 。 


说 起 滑动 窗口 算法 ， 很 多 读者 都 会 头疼。 这 个 算法 技巧 的 思路 非常 简单 ， 就 是 维护 一 个 窗口 ， 不 断 滑动 ， 然 
后 更 新 答案 么 。LeetCode 上 有 起 码 10 道 运用 滑动 窗口 算法 的 题目 ， 难 度 都 是 中 等 和 困难 。 该 算法 的 大 致远 
辑 如 下 : 


die = 二 CAT = 0 


whilten (rignt 2 八 ) 要 
// 增 大 窗口 
window.add(s[right] ) ， 
mghntE 


while (window needs shrink) { 
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// 缩小 窗口 
window.remove(s[left]); 
left++; 


这 个 算法 技巧 的 时 间 复 杂 度 是 O(N)， 比 字符 串 暴力 算法 要 高 效 得 多 。 


其 实 困扰 大 家 的 ， 不 是 算法 的 思路 ， 而 是 各 种 细节 问题 。 比 如 说 如 何 向 窗口 中 添加 新 元 素 ， 如 何 缩小 窗口 ， 
在 窗口 滑动 的 哪个 阶段 更 新 结果 。 即 便 你 明白 了 这 些 细节 ， 也 容易 出 bug， 找 bug 还 不 知道 怎么 找 ， 真 的 插 
让 人 心烦 的 。 


所 以 今天 我 就 写 一 套 滑动 窗口 算法 的 代码 框架 ， 我 连 再 哪里 做 输出 debug 都 给 你 写 好 了 ， 以 后 遇 到 相关 的 问 
题 ， 你 就 默写 出 来 如 下 框架 然后 改 三 个 地 方 就 行 ， 还 不 会 出 bug: 


/# 滑动 窗口 算法 框架 */ 

void sLidingwindow(string s, string t) { 
unordered map<char, int> need, window; 
for (char c : t) needl[c]++; 


nnerfte = Ont Os 
llnlae Mesillalvol Ws 9)p 
while (right < s.size()) { 
// Cc 是 将 移入 窗口 的 字符 
ner © = SIPelmelp 
// 右 移 窗口 
right++; 
// 进行 窗口 内 数据 的 一 系列 更 新 


/* 冰 水 debug 输出 的 位 置 x*x*x*/ 
prumtt window sd sd) Nn Uert ont 
/六 六 冰冰 六 站 六 冰 六 六 站 六 六 冰冰 站 六 站 六 阔 / 


// 判断 左 侧 窗 口 是 否 要 收缩 
while (window needs shrink) { 
// d 是 将 移出 窗口 的 字符 

char d = sl[left]; 

// 左 移 窗口 

left++; 

// 进行 窗口 内 数据 的 一 系列 更 新 


其 中 两 处 . .. 表示 的 更 新 窗口 数据 的 地 方 ， 到 时 候 你 直接 往 里 面 填 就 行 了 。 
而 且 ， 这 两 个 ... 处 的 操作 分 别 是 右 移 和 左 移 窗口 更 新 操作 ， 等 会 你 会 发 现 它 们 操作 是 完全 对 称 的 。 
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说 句 题 外 话 ， 我 发 现 很 多 人 喜欢 执着 于 表象 ， 不 喜欢 探求 问题 的 本 质 。 比 如 说 有 很 多 人 评论 我 这 个 框架 ， 说 
什么 散 列 表 速 度 慢 ， 不 如 用 数组 代替 散 列 表 ; 还 有 很 多 人 喜欢 把 代码 写 得 特别 短小 ， 说 我 这 样 代码 太 多 余 ， 
影响 编译 速度 ，LeetCode 上 速度 不 够 快 。 


我 服 了 。 算 法 看 的 是 时 间 复 杂 度 ， 你 能 确保 自己 的 时 间 复 杂 度 最 优 ， 就 行 了 。 至 于 LeetCode 所 谓 的 运行 速 
度 ， 那 个 都 是 玄学 ， 只 要 不 是 慢 的 离谱 就 没 喻 问题， 根本 不 值得 你 从 编译 层面 优化 ， 不 要 舍 本 逐 末 .…… 


我 的 公众 号 重点 在 于 算法 思想 ， 你 把 框架 思维 了 然 于 心 ， 然 后 随 你 魔 改 代码 好 吧 ， 你 高 兴 就 好 。 


言 归 正 传 ， 下 面 就 直接 上 四 道 LeetCode 原 题 来 套 这 个 框架 ， 其 中 第 一 道 题 会 详细 说 阴 其 原理 ， 后 面 四 道 就 
直接 闭 眼 睛 秒杀 了 。 


因为 滑动 窗口 很 多 时 候 都 是 在 处 理 字符 串 相 关 的 问题 ，Java 处 理 字符 串 不 方便 ， 所 以 本 文 代 码 为 C++ 实 
现 。 不 会 用 到 什么 编程 方面 的 奇 技 淫 巧 ， 但 是 还 是 简单 介绍 一 下 一 些 用 到 的 数据 结构 ， 以 免 有 的 读者 因为 语 
言 的 细节 问题 阻碍 对 算法 思想 的 理解 : 


unordered_map 就 是 哈 希 表 (字典 ) ， 它 的 一 个 方法 count (key) 相当 于 Java 的 containsKey(key) 
可 以 判断 键 key 是 否 存在 。 


可 以 使 用 方 括号 访问 键 对 应 的 值 nap [key] 。 需 要 注意 的 是 ， 如 果 该 key 不 存在 ，C++ 会 自动 创建 这 个 
key， 并 把 map [key] 赋值 为 0。 


所 以 代码 中 多 次 出 现 的 map [key]++ 相当 于 Java 的 map.put(key, map.get0OrDefault(key, 0) + 
Jo 


一 、 最 小 覆 荔 子 串 
先 来 看 看 力 扣 第 76 题 【最 小 覆盖 子 串 」 难度 Hard: 
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76. 最 小 覆盖 子 串 “labuladong 题解 ” 思路 
难度 ”困难 I 多 1656 痊 上 次 | 月 


给 你 一 个 字符 串 s 、 一 个 字符 串 t 。 返 回 s 中 涵盖 t 所 有 字符 的 最 小 子 
串 。 如 果 s 中 不 存在 涵盖 t 所 有 字符 的 子 串 ， 则 返回 空 字符 串 “” 。 


示例 1: 


输入 : s = "ADOBECODEBANC", tt = "ABC" 
输出 : unBANC" 


示例 2: 


输入 : S 三 Ee ee t = "a" 
输出 : "a" 


就 是 说 要 在 5(source) 中 找到 包含 T(target) 中 全 部 字母 的 一 个 子囊 ， 且 这 个 子 捉 一 定 是 所 有 可 能 子 串 中 最 短 
的 。 


如 果 我 们 使 用 暴力 解法 ， 代 码 大 概 是 这 样 的 : 
ior (ine 07 < Slze() rs) 


iormy( me zel( .Ee) 


if s[i:j] 包含 tt 的 所 有 字母 : 


思路 很 直接 ， 但 是 显然 ， 这 个 算法 的 复杂 度 肯 定 大 于 O(N^2) 了 ， 不 好 。 
滑动 窗口 算法 的 思路 是 这 样 : 


1、 我 们 在 字符 串 5 中 使 用 双 指 针 中 的 左右 指针 技巧 ， 初 始 化 Left = rigoht = 0， 把 索引 左 闭 右 开 区 间 
[Left，right) 称 为 一 个 「 窗 口 」 。 


2、 我 们 先 不 断 地 增加 right 指针 扩大 窗口 [Left，right)， 直 到 窗口 中 的 字符 串 符合 要 求 (包含 了 T 中 
的 所 有 字符 ) 。 


3、 此 时 ， 我 们 停止 增加 right， 转 而 不 断 增 加 Left 指针 缩小 窗口 | Left，right)， 直 到 窗口 中 的 字符 串 
不 再 符合 要 求 (不 包含 T 中 的 所 有 字符 了 ) 。 同 时 ， 每 次 增加 Left， 我 们 都 要 更 新 一 轮 结果 。 


4、 重 复 第 2 和 第 3 步 ， 直 到 right 到 达 字 符 串 5 的 尽头 。 
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这 个 思路 其 实 也 不 难 ， 第 2 步 相 当 于 在 寻找 一 个 「 可 行 解 ] ， 然 后 第 3 步 在 优化 这 个 【可行 解 ; ， 最 终 找到 
最 优 解 ， 也 就 是 最 短 的 覆盖 子囊 。 左 右 指 针 轮 流 前 进 ， 窗 口 大 小 增 增 减 减 ， 窗 口 不 断 向 右 滑动 ， 这 就 是 「 滑 
动 窗口 」 这 个 名 字 的 来 历 。 


下 面 画 图 理解 一 下 ，needs 和 window 相当 于 计数 器 ， 分 别 记 录 T 中 字符 出 现 次 数 和 [窗口 上: 中 的 相应 字符 
的 出 现 次 数 。 


初始 状态 : 
串 $ 
| 
left = 
right = 


needs= {A:1,B:1,c:1} 


window = { A: 0, B: 0, C:0} 


公众 号 : labuladong 


增加 right， 直 到 窗口 | Left，right] 包含 了 TT 中 所 有 字符 : 


窗口 区 间 : [0, 6) 


left=0 窗口 right = 6 


needs={A:1,B:1,c:1} 
window = {A: 1,B:2,cC:1} 
公众 号 : labuladong 


现在 开始 增加 Left， 缩 小 窗口 [left,，right]: 
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left = 2 窗口 right = 6 


needs={A:1,B:1,c:1} 
window = {A: 1,B:1,c:1} 
公众 号 : labuladong 


直到 窗口 中 的 字符 串 不 再 符合 要 求 ，Left 不 再 继续 移动 : 


窗口 区 间 : [3,6) 


left = 3 right = 6 
needs={A:1,B:1,c:1} 
window = {A: 1,B: 0,C:1} 


公众 号 : labuladong 


之 后 重复 上 述 过 程 ， 先 移动 right， 再 移动 Left...... 直到 right 指针 到 达 字 符 串 5 的 末端 ， 算 法 结束 。 


如 果 你 能 够 理解 上 述 过 程 ， 恭 喜 ， 你 已 经 完全 掌握 了 滑动 窗口 算法 思想 。 现 在 我 们 来 看 看 这 个 滑动 窗口 代码 
框架 怎么 用 


首先 ， 初 始 化 window 和 need 两 个 哈 希 表 ， 记 录 窗 口中 的 字符 和 需要 凑 齐 的 字符 : 


unordered map<char, int> need, window; 
for (char c : t) need[c]++， 


然后 ， 使 用 Left 和 right 变量 初始 化 窗口 的 两 端 ， 不 要 忘 了 ， 区 间 [| Left，right) 是 左 闭 右 开 的 ， 所 以 
初始 情况 下 窗口 没有 包含 任何 元 素 : 
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nt ef = 0 roht = 0 

int valid = 0; 

while (right < s.size()) { 
// 开始 滑动 

了 


其 中 valid 变量 表示 窗口 中 满足 need 条 件 的 字符 个 数 ， 如 果 valid 和 meed.size 的 大 小 相同 ， 则 说 明 窗 
口 已 满足 条 件 ， 已 经 完全 覆盖 了 串 T 。 


现在 开始 套 模板 ， 只 需要 思考 以 下 四 个 问题 : 

1、 当 移动 right 扩大 窗口 ， 即 加 入 字符 时 ， 应 该 更 新 哪些 数据 ? 
2、 什 么 条 件 下 ， 窗 口 应 该 暂停 扩大 ， 开 始 移 动 Left 缩小 窗口 ? 
3、 当 移动 Left 缩小 窗口 ， 即 移出 字符 时 ， 应 该 更 新 哪些 数据 ? 
4、 我 们 要 的 结果 应 该 在 扩大 窗口 时 还 是 缩小 窗口 时 进行 更 新 ? 


如 果 一 个 字符 进入 窗口 ， 应 该 增加 window 计数 器 ; 如 果 一 个 字符 将 移出 窗口 的 时 候 ， 应 该 减少 window 计 
数 器 ; 当 valid 满足 need 时 应 该 收缩 窗口 ; 应 该 在 收缩 窗口 的 时 候 更 新 最 终结 果 。 


下 面 是 完整 代码 ; 


string minWindow(string s, string t) { 
unordered map<char, int> need, window; 
for (char c : t) need[c]++; 


unt lefte = Ont = 0 
unte veald =O0s 
// 记录 最 小 覆盖 子 串 的 起 始 索引 及 长 度 
int start = 0, len = INT _ MAX; 
while (right < s.size()) { 
// Cc 是 将 移入 窗口 的 字符 
chanre ="s oghtly 
// 右 移 窗口 
right++; 
// 进行 窗口 内 数据 的 一 系列 更 新 
if (need.count(c)) { 
window[c]++; 
if (window[c] == need[c]) 
valid++; 


} 


// 判断 左 侧 窗 口 是 否 要 收缩 
while (valid == need.size()) { 
// 在 这 里 更 新 最 小 覆盖 子 串 
if (right - Left < Len) { 
start = left; 
Lenm=®Jrighe Uerft; 
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// d 是 将 移出 窗口 的 字符 
char d = sl[left]; 
// 左 移 窗口 
left++; 
// 进行 窗口 内 数据 的 一 系列 更 新 
if (need.count(d)) { 
if (window[d] == need[d] ) 
valid-——; 
window[d]-—-; 


} 

J 

// 返回 最 小 覆盖 子 串 

return Len == INT_MAX ? 
ouUubstr(start nn ten 


PS: 使 用 Java 的 读者 要 尤其 警惕 语言 特性 的 陷阱 。Java 的 Integer，String 等 类 型 判定 相等 应 该 用 
equals 方法 而 不 能 直接 用 等 号 ==， 这 是 Java 包 装 类 的 一 个 隐 星 细 节 。 所 以 在 左 移 窗口 更 新 数据 的 时 
候 ， 不 能 直接 改写 为 window.get(d) == need.get(d)， 而 要 用 
window.get(d).equals(need.get(d))， 之 后 的 题目 代码 同 理 。 


需要 注意 的 是 ， 当 我 们 发 现 某 个 字符 在 window 的 数量 满足 了 need 的 需要 ， 就 要 更 新 vaLid， 表 示 有 一 个 
字符 已 经 满足 要 求 。 而 且 ， 你 能 发 现 ， 两 次 对 窗口 内 数据 的 更 新 操作 是 完全 对 称 的 。 


当 VvalLid == need.size() 时， 说 明 T 中 所 有 字符 已 经 被 覆盖 ， 已 经 得 到 一 个 可 行 的 覆盖 子 串 ， 现 在 应 该 
开始 收缩 窗口 了 ， 以 便 得 到 「 最 小 覆盖 子 串 」 。 


移动 Left 收缩 窗口 时 ， 窗 口内 的 字符 都 是 可 行 解 ， 所 以 应 该 在 收缩 窗口 的 阶段 进行 最 小 覆盖 子 串 的 更 新 ， 
以 便 从 可 行 解 中 找到 长 度 最 短 的 最 终结 果 。 


至 此 ， 应 该 可 以 完全 理解 这 套 框架 了 ， 滑 动 窗 口算 法 又 不 难 ， 就 是 细节 问题 让 人 烦 得 很 。 以 后 遇 到 滑动 窗口 
算法 ， 你 就 按照 这 框架 写 代码 ， 保 准 没有 bug， 还 省 事 儿 。 


下 面 就 直接 利用 这 套 框架 秒杀 几 道 题 吧 ， 你 基本 上 一 眼 就 能 看 出 思路 了 。 
二 、 字 符 串 排 列 
这 是 力 扣 第 567 题 字符 串 的 排列 】 ， 难 度 中 等 : 
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567. 字符 串 的 排列 labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 由 575 交 [ 四 四 


二 


给 你 两 个 字符 串 sl 和 s2 ， 写 一 个 闵 数 来 判断 s2 是 否 包含 sl 的 排列 。 如 
果 是 ， 返 回 true ; 否则， 返回 false 。 


换 句 话说 ， sl 的 排列 之 一 是 s2 的 子 串 。 


示例 1: 


输入 : S1 = "ab" s2 = "eidbaooo" 
输出 : true 
解释 : s2 包含 s1 的 排列 之 一 ("ba"). 


示例 2: 


输入 : S1= "ab" s2 = "eidboaoo" 
输出 : false 


注意 哦 ， 输 入 的 s1 是 可 以 包含 重复 字符 的 ， 所 以 这 个 题 难度 不 小 。 


这 种 题目 ， 是 明显 的 滑动 窗口 算法 ， 相 当 给 你 一 个 S 和 一 个 T， 请 问 你 5S 中 是 否 存 在 一 个 子 串 ， 包 含 了 中 所 
有 字符 且 不 包含 其 他 字符 ? 


首先 ， 先 复制 粘贴 之 前 的 算法 框架 代码 ， 然 后 明确 刚才 提出 的 4 个 问题 ， 即 可 写 出 这 道 题 的 答案 : 


// 判断 s 中 是 否 存 在 七 的 排列 

bool checkInclusion(string t, string s) +{ 
unordered map<char, int> need, window; 
for (char c : t) need[c]++; 


nteLerlte = Oohnte 0s 
nnte Vad .=30» 
while (right < s.size()) { 
char es shriognt)s 
right++; 
// 进行 窗口 内 数据 的 一 系列 更 新 
if (need.count(c)) { 
window[c]++; 
if (window[c] == need[c]) 
valid++; 
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} 


// 判断 左 侧 窗 口 是 否 要 收缩 
while (right - left >= t.size()) { 
// 在 这 里 判断 是 否 找到 了 合法 的 子 串 
if (valid == need.size() ) 
nexurn Cue 
char d = s[left]; 
left++; 
// 进行 窗口 内 数据 的 一 系列 更 新 
if (need.count(d)) { 
if (window[d] == need[d]) 
valid-—-—; 
window[d]-——; 


} 
} 
// 未 找到 符合 条 件 的 子 串 
return false; 


"= 


对 于 这 道 题 的 解法 代码 ， 基 本 上 和 最 小 覆盖 子 串 一 模 一 样 ， 只 需要 改变 两 个 地 方 : 
1、 本 题 移动 Left 缩小 窗口 的 时 机 是 窗口 大 小 大 于 七 .size() 时 ， 应 为 排列 嘛 ， 显 然 长 度 应 该 是 一 样 的 。 
2、 当 发 现 valid == need.sizel() 时 ， 就 说 明 窗 口中 就 是 一 个 合法 的 排列 ， 所 以 立即 返回 true。 
至 于 如 何 处 理 窗 口 的 扩大 和 缩小 ， 和 最 小 覆盖 子 串 完全 相同 。 
三 、 找 所 有 字母 异 位 词 
这 是 力 扣 第 438 题 [找到 字符 串 中 所 有 字母 异 位 词 4 ， 难 度 中 等 : 
438. 找到 字符 串 中 所 有 字母 异 位 词 labuladong 题解 思路 
难度 中 等 叱 728 宰 收藏 [9 分 享 允 切换 为 英文 科 接收 动态 站 反馈 
给 定 两 个 字符 串 s 和 p ,找到 s 中 所 有 p 的 异 位 词 的 子 串 ， 返 回 这 些 子 串 的 起 始 索引 。 不 考 
虑 答案 输出 的 顺序 。 
异 位 词 指 由 相同 字母 重 排列 形成 的 字符 串 (包括 相同 的 字符 串 ) 。 
示例 1: 
输入 : s = "cbaebabacd", p = "abc" 
输出 : [0,6] 
解释 : 


起 始 索引 等 于 0 的 子 串 是 "cba"， 它 是 "abc" 的 异 位 词 。 
起 始 索引 等 于 6 的 子 串 是 "bac"， 它 是 "abc" 的 异 位 词 。 
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呵呵 ， 这 个 所 谓 的 字母 异 位 词 ， 不 就 是 排列 吗 ， 搞 个 高 端的 说 法 就 能 糊弄 人 了 吗 ? 相当 于 ， 输 入 一 个 串 5， 
一 个 串 T， 找 到 S 中 所 有 T 的 排列 ， 返 回 它们 的 起 始 索引 。 


直接 默写 一 下 框架 ， 明 确 刚才 讲 的 4 个 问题 ， 即 可 秒杀 这 道 题 : 


vector<int> findAnagrams(string s, string t) { 
unordered map<char, int> need, window; 
for (char c : t) need[c]++; 


Lanterfte = Oht = 0 
unt Valid 三 本 和 
vector<int> res; // 记录 结 
whine (ront < Moize() 
ehareee sigh 
IP Nit es 
// 进行 窗口 内 数据 的 一 系列 更 新 
if (need.count(c)) { 
window[c]++; 
if (window[c] == need[c]) 
valid++; 
} 
// 判断 左 侧 窗 口 是 否 要 收缩 
while (right - left >= t.size()) { 
// 当 窗 口 符合 条 件 时 ， 把 起 始 索 引 加 入 res 
if (valid == need.size() ) 
res.push_back( left); 
char d = sl[left]; 
left++; 
// 进行 窗口 内 数据 的 一 系列 更 新 
if (need.count(d)) { 
if (window[d] == need[d]) 
valid— 
window[d]-——; 


} 
jr 


return res; 


跟 寻 找 字符 串 的 排列 一 样 ， 只 是 找到 一 个 合法 异 位 词 (排列 ) 之 后 将 起 始 索引 加 入 res 即 可 。 


四 、 最 长 无 重复 子 串 
这 是 力 扣 第 3 题 "无 重复 字符 的 最 长 子囊 ! ， 难 度 中 等 : 
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3. 无 重复 字符 的 最 长 子 串 “labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 上 员 6947 食 [DO 多 fal 口 
给 定 一 个 字符 串 s ， 请 你 找 出 其 中 不 含有 重复 字符 的 最 长 子 串 的 长 度 。 
示例 1: 

输入 : s = "abcabcbb" 

输出 : 3 

解释 : 因为 无 重复 字符 的 最 长 子 串 是 “abc"， 所 以 其 长 度 为 3。 
示例 2: 

输入 : 5s = "bbbbb" 

输出 : 1 

解释 : 因为 无 重复 字符 的 最 长 子 串 是 "b"， 所 以 其 长 度 为 1。 


这 个 题 终 于 有 了 点 新 意 ， 不 是 一 套 框 架 就 出 答案 ， 不 过 反而 更 简单 了 ， 稍 微 改 一 改 框架 就 行 了 : 


int LengthOfLongestSubstring(string s) { 
unordered map<char, int> window; 


mnt Ueft = O00 ght 
int res = 0; // 记录 结 
while (right < s.size()) { 
ehameee = sliohtls 
right++; 
// 进行 窗口 内 数据 的 一 系列 更 新 
window[c]++; 
// 判断 左 侧 窗 口 是 否 要 收缩 
while (window[c] > 1) { 
char d = s[left]; 
left++; 
// 进行 窗口 内 数据 的 一 系列 更 新 
window[d]—-; 


0; 


} 
// 在 这 里 更 新 答案 


res = max(res, right - left); 
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neturmnmesy, 


这 就 是 变 简单 了 ， 连 need 和 valid 都 不 需要 ， 而 且 更 新 窗口 内 数据 也 只 需要 简单 的 更 新 计数 器 window 即 
可 。 


当 window[cl 值 大 于 1 时 ， 说 明 窗 口中 存在 重复 字符 ， 不 符合 条 件 ， 就 该 移动 Left 缩小 窗口 了 嘛 。 


唯一 需要 注意 的 是 ， 在 哪里 更 新 结果 res 呢 ? 我 们 要 的 是 最 长 无 重复 子 串 ， 哪 一 个 阶段 可 以 保证 窗口 中 的 字 
符 串 是 没有 重复 的 呢 ? 


这 里 和 之 前 不 一 样 ， 要 在 收缩 窗口 完成 后 更 新 res， 因 为 窗口 收缩 的 while 条 件 是 存在 重复 元 素 ， 换 句 话 说 
收缩 完成 后 一 定 保证 窗口 中 没有 重复 嘛 。 


五 、 最 后 总 结 
建议 背诵 并 默写 这 套 框架 ， 顺 便 背 诵 一 下 文章 开头 的 那 首 诗 。 以 后 就 再 也 不 怕 子 串 、 子 数组 问题 了 好 吧 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关键 词 「 进 群 | 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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我 与 了 首 诗 ， 把 二 分 搜索 变 成 了 默 与 题 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
704. 二 分 查找 (简单 ) 

34. 在 排序 数组 中 查找 元 素 的 第 一 个 和 最 后 一 个 位 置 (中 等 ) 

本 文 是 前 文 二 分 搜索 详解 的 修订 版 ， 添 加 了 对 二 分 搜索 算法 更 详细 的 分 析 。 
先 给 大 家 讲 个 笑话 乐 呵 一 下 : 


有 一 天 阿 东 到 图 书馆 借 了 N 本 书 ， 出 图 书馆 的 上 时候， 和 警报 响 了 ， 于 是 保安 把 阿 东 拦 下， 要 检查 一 下 哪 本 书 没 
有 登记 出 借 。 阿 东 正 准 备 把 每 一 本 书 在 报警 器 下 过 一 下 ， 以 找 出 引发 警报 的 书 ， 但 是 保安 露出 不 导 的 眼神 : 

你 连 二 分 查找 都 不 会 吗 ? 于 是 保安 把 书 分 成 两 堆 ， 让 第 一 堆 过 一 下 报警 器 ， 报 警 器 响 ;， 于 是 再 把 这 堆 书 分 成 
两 堆 …… 最 终 ， 检 测 了 logN 次 之 后 ， 保 安 成 功 的 找到 了 那 本 引起 警报 的 书 ， 露 出 了 得 意 和 嘲讽 的 笑容 。 于 是 
阿 东 背 着 剩 下 的 书 走 了 。 


从 此 ， 图 书馆 丢 了 N - 1 本 书 。 


二 分 查找 并 不 简单 ，Knuth 大 佬 (发 明 KMP 算法 的 那 位 ) 都 说 二 分 查找 : 思路 很 简单 ， 细 节 是 魔鬼 。 很 多 人 

喜欢 拿 整 型 溢出 的 bug 说 事 儿 ， 但 是 二 分 查找 真正 的 坑 根 本 就 不 是 那个 细节 问题 ， 而 是 在 于 到 底 要 给 mid 加 
是 减 一 ，while 里 到 底 用 <= 还 是 <。 

你 要 是 没有 正确 理解 这 些 细节 ， 写 二 分 肯定 就 是 玄学 编程 ， 有 没有 bug 只 能 靠 车 萨 保 佑 。 我 特意 写 了 一 首 诗 

来 歌颂 该 算法 ， 概 括 本 文 的 主要 内 容 ， 建 议 保存 : 
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二 分 搜索 升天 词 
作者 : labuladong 


二 分 搜索 不 好 记 ， 左 右边 界 让 人 迷 。 
小 于 等 于 变 小 于 ， mid 加 一 又 减 一 。 
就 算 这 样 还 没完 ，return 应 否 再 -1? 
信心 满 满 刷 力 扣 ， AC 比率 二 十 一 。 
我 本 将 心 向 明月 ， 奈 何 明 月 照 沟 渠 ! 
问 君 能 有 几 多 愁 ? 恰似 深情 咀 了 狗 。 


labuladong 从 天 降 ， 一 同 手 撕 算 法 题 。 
赠 君 一 法 写 二 分 ， 不 用 拜佛 与 念经 。 
管 他 左 侧 还 右 侧 ， 搜 索 区 间 定 乾坤 。 


搜索 一 个 元 素 时， 搜索 区 间 两 端 闭 。 
while 条 件 带 等 号 ， 否 则 需要 打 补丁 。 
if 相等 就 返回 ， 其 他 的 事 甫 操心 。 
mid 必须 加 减 一 ， 因 为 区 间 两 端 闭 。 
while 结 束 就 谅 了 ， 姜 姜 惨 惨 返 -]。 


搜索 左右 边界 时 ， 搜 索 区 间 要 阔 明 。 

左 闭 右 开 最 常见 ， 其 余 逻 辑 便 自明 : 
while 要 用 小 于 号 ， 这 样 才能 不 漏 掉 。 
if 相等 别 返回 ， 利 用 mid 锁 边 界 。 

mid 加 一 或 减 一 ?要 看 区 间 开 或 闭 。 
while 结 束 不 算 完 ， 因 为 你 还 没 返回 。 
索引 可 能 出 边界 ，i 检查 保平 安 。 


左 闭 右 开 最 常见 ， 难 道 常见 就 合理 ? 
labuladong 不 信 那 ， 偏 要 改 成 两 端 闭 。 
搜索 区 间 记 于 心 ， 或 开 或 闭 有 何 异 ? 
二 分 搜索 三 变 体 ， 逻 辑 统一 容易 记 。 
一 套 框 架 改 两 行 ， 胜 过 千言 和 万 语 。 


此 等 神 人 何 处 寻 ? 全 靠 缘分 不 可 期 ! 

labuladong 公 众 号 ， 开 局 算法 新 天 地 。 

关注 标 星 加 分 享 ,“ 下 次 一 定 " 不 可 取 。 
本 文 就 来 探究 几 个 最 常用 的 二 分 查找 场景 : 寻找 一 个 数 、 寻 找 左 侧 边 界 、 寻 找 右 侧 边 界 。 而 且 ， 我 们 就 是 要 
深入 细节 ， 比 如 不 等 号 是 否 应 该 带 等 号 ，mid 是 否 应 该 加 一 等 等 。 分 析 这 些 细节 的 差异 以 及 出 现 这 些 差异 的 
原因 ， 保 证 你 能 灵活 准确 地 写 出 正确 的 二 分 查找 算法 。 
零 、 二 分 查找 框架 


int binarySearch(int[] nums, int target) { 
ne et Og ni = 
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WIRE 于 
int mid = Left + (right - left) / 2; 
if (nums [mid] == target) { 


} else if (nums[mid] < target) { 


emt = 
} else if (nums[mid] > target) { 
Pioht = 
} 
} 
he tum 


分 析 二 分 查找 的 一 个 技巧 是 : 不 要 出 现 else， 而 是 把 所 有 情况 用 else if 写 清楚 ， 这 样 可 以 清楚 地 展现 所 有 细 
节 。 本 文 都 会 使 用 else if， 则 在 讲 清楚 ， 读 者 理解 后 可 自行 简化 。 


其 中 ,,., 标记 的 部 分 ， 就 是 可 能 出 现 细节 问题 的 地 方 ， 当 你 见 到 一 个 二 分 查找 的 代码 时 ， 首 先 注意 这 几 个 地 
方 。 后 文 用 实例 分 析 这 些 地 方 能 有 什么 样 的 变化 。 


另外 声明 一 下 ， 计 算 mid 时 需要 防止 溢出 ， 代 码 中 left + (right -Left) / 2 就 和 (Left + 
right) / 2 的 结果 相同 ， 但 是 有 效 防 止 了 Left 和 right 太 大 直接 相 加 导致 溢出 。 


一 、 寻 找 一 个 数 (基本 的 二 分 搜索 ) 
这 个 场景 是 最 简单 的 ， 可 能 也 是 大 家 最 熟悉 的 ， 即 搜索 一 个 数 ， 如 果 存 在 ， 返 回 其 索引 ， 否 则 返回 -1。 
int binarySearch(int[] nums, int target) { 


int left = 0; 
int right = nums.Length - 1; // 注意 


while(left <= right) { 
int mid = left + (right - left) / 2; 
if(nums [mid] == target) 
return mid; 
else if (nums[mid] < target) 
left = mid + 1; // 注意 
else if (nums[mid] > target) 
right = mid - 1; // 注意 
J 


return -1; 


这 段 代 码 可 以 解决 力 扣 第 704 题 「 二 分 查找 | ， 但 我 们 深入 探讨 一 下 其 中 的 细节 。 
1、 为 什么 while 循环 的 条 件 中 是 <=， 而 不 是 <? 
答 : 因为 初始 化 right 的 赋值 是 nums. Length - 1， 即 最 后 一 个 元 素 的 索引 ， 而 不 是 nums. Length。 


这 二 者 可 能 出 现在 不 同 功 能 的 二 分 查找 中 ， 区 别 是 : 前 者 相当 于 两 端 都 闭 区 间 [Left，right]， 后 者 相当 
于 左 闭 右 开 区 间 [Left，right)， 因 为 索引 大 小 为 nums. Length 是 越界 的 。 
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我 们 这 个 算法 中 使 用 的 是 前 者 [ Left，right] 两 端 都 闭 的 区 间 。 这 个 区 间 其 实 就 是 每 次 进行 搜索 的 区 间 。 
什么 时 候 应 该 停止 搜索 呢 ? 当然 ， 找 到 了 目标 值 的 时 候 可 以 终止 : 


if(nums[mid] == target) 
return mid; 


但 如 果 没 找到 ， 就 需要 while 循环 终止 ， 然 后 返回 -1。 那 while 循环 什么 时 候 应 该 终止 ? 搜索 区 间 为 空 的 时 
候 应 该 终止 ， 意 味 着 你 没 得 找 了 ， 就 等 于 没 找到 嘛 。 


while(left <= right) 的 终止 条 件 是 Left == right + 1， 写 成 区 间 的 形式 就 是 [right + 1， 
right]， 或 者 带 个 具体 的 数字 进去 [3，2] ， 可 见 这 时 候 区 间 为 空 ， 因 为 没有 数字 既 大 于 等 于 3 又 小 于 等 于 
2 的 吧 。 所 以 这 时 候 while 循环 终止 是 正确 的 ， 直 接 返 回 -1 即 可 。 


while(left < right) 的 终止 条 件 是 Left == right， 写 成 区 间 的 形式 就 是 [right，right]， 或 者 


带 个 具体 的 数字 进去 [2，2] ， 这 时 候 区 间 非 空 ， 还 有 一 个 数 2， 但 此 时 while 循环 终止 了 。 也 就 是 说 这 区 间 
12，21 被 漏 掉 了 ， 索 引 2 没有 被 搜索 ， 如 果 这 时 候 直 接 返 回 -1 就 是 错误 的 。 


当然 ， 如 果 你 非 要 用 while(l Left < right) 也 可 以 ， 我 们 已 经 知道 了 出 错 的 原因 ， 就 打 个 补丁 好 了 : 


pA 
while(left < right) { 


/ 
// 


} 
return nums[left] == target ? left : -1; 


2、 为 什么 left = mid + 1，right = mid - 1? 我 看 有 的 代码 是 right = mid 或 者 left = mid， 
没有 这 些 加 加 减 减 ， 到 底 怎么 回 事 ， 怎 么 判断 ? 


答 : 这 也 是 二 分 查找 的 一 个 难点 ， 不 过 只 要 你 能 理解 前 面 的 内 容 ， 就 能 够 很 容易 判断 。 


刚才 明确 了 『「 搜 索 区 间 」 这 个 概念 ， 而 且 本 算法 的 搜索 区 间 是 两 端 都 闭 的 ， 即 [Left，right] 。 那 么 当 我 
们 发 现 索 引 mid 不 是 要 找 的 target 时 ， 下 一 步 应 该 去 搜索 哪里 呢 ? 


当然 是 去 搜索 [Left，mid-1] 或 者 [mid+1，right] 对 不 对 ? 因为 mid 已 经 搜索 过 ， 应 该 从 搜索 区 间 中 
去 除 。 


3、 此 算法 有 什么 缺陷 ? 
答 : 至 此 ， 你 应 该 已 经 掌握 了 该 算法 的 所 有 细节 ， 以 及 这 样 处理 的 原因 。 但 是 ， 这 个 算法 存在 局 限 性 。 


比如 说 给 你 有 序数 组 nums = [1,2,2,2,3]，target 为 2， 此 算法 返回 的 索引 是 2， 没 错 。 但 是 如 果 我 想 
得 到 target 的 左 侧 边界 ， 即 索引 1， 或 者 我 想得到 target 的 右 侧 边界 ， 即 索引 3， 这 样 的 话 此 算法 是 无 
法 处 理 的 。 


这 样 的 需求 很 常见 ， 你 也 许 会 说 ， 找 到 一 个 target， 然 后 向 左 或 向 右 线性 搜索 不 行 吗 ? 可 以 ， 但 是 不 好 ， 
因为 这 样 难以 保证 二 分 查找 对 数 级 的 复杂 度 了 。 


我 们 后 续 的 算法 就 来 讨论 这 两 种 二 分 查找 的 算法 。 


68/692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 
二 、 和 寻找 左 侧 边 界 的 二 分 搜索 


以 下 是 最 常见 的 代码 形式 ， 其 中 的 标记 是 需要 注意 的 细节 : 


int Left_bound(int[] nums, int target) { 
if (nums.Length == 0) return -1; 
int left = 0 
int right = nums.Length; // 注意 


while (Left < right) { // 注意 

int mid = left + (right - left) / 2; 

if (nums[mid] == target) { 
foght = nds 

} else if (nums[mid] < target) { 
left = mid + 1; 

} else if (nums[mid] > target) { 
right "=>mids9/7AO 注意 


jr 
jr 


return left; 


1、 为 什么 while 中 是 < 而 不 是 <=? 


答 : 用 相同 的 方法 分 析 ， 因 为 rioht = nums. length 而 不 是 nums .length - 1。 因 此 每 次 循环 的 「 搜 
索 区 间 」 是 [Left，right) 左 闭 右 开 。 


while(left < right) 终止 的 条 件 是 Left == right， 此 时 搜索 区 间 [Left， Left) 为 空 ， 所 以 可 以 
正确 终止 。 


PS: 这 里 先 要 说 一 个 搜索 左右 边界 和 上 面 这 个 算法 的 一 个 区 别 ， 也 是 很 多 读者 问 的 : 刚才 的 right 
不 是 nums .Length - 工 吗 ， 为 啥 这 里 非 要 写成 nums .Length 使 得 「 搜 索 区 间 」 变 成 左 闭 右 开 呢 ? 


因为 对 于 搜索 左右 侧 边界 的 二 分 查找 ， 这 种 写法 比较 普遍 ， 我 就 拿 这 种 写法 举例 了 ， 保 证 你 以 后 遇 到 这 类 代 
码 可 以 理解 。 你 非 要 用 两 端 都 闭 的 写法 反而 更 简单 ， 我 会 在 后 面 写 相关 的 代码 ， 把 三 种 二 分 搜索 都 用 一 种 两 
端 都 闭 的 写法 统一 起 来 ， 你 耐心 往 后 看 就 行 了 。 


2、 为 什么 没有 返回 -1 的 操作 ? 如 果 nums 中 不 存在 target 这 个 值 ， 怎 么 办 ? 


答 : 因为 要 一 步 一 步 来 ， 先 理解 一 下 这 个 「 左 侧 边界 ] 有 什么 特殊 含义 : 
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index 0 1 2 3 4 


公众 号 : labuladong 


对 于 这 个 数组 ， 算 法 会 返回 索引 1。 
这 个 索引 1 的 含义 可 以 解读 为 nums 中 小 于 2 的 元 素 有 1 个 」 。 


比如 对 于 有 序数 组 nums = [2,3,5,71,target = 1， 算 法 会 返回 0， 含 义 是 : nums 中 小 于 1 的 元 素 有 0 


个 
| 。 


再 比如 说 nums = [2,3,5,7]，target = 8， 算 法 会 返回 4， 含 义 是 : nums 中 小 于 8 的 元 素 有 4 个 。 


PS: 对 于 target 不 存在 nums 中 的 情况 ， 函 数 的 返回 值 还 可 以 有 多 种 理解 方式 ， 详 见 随机 权重 算法 
中 对 二 分 搜索 的 运用 。 


综 上 可 以 看 出 ， 函 数 的 返回 值 ( 即 Left 变量 的 值 ) 取 值 区 间 是 闭 区 间 [0，nums. Length]， 所 以 我 们 简单 
添加 两 行 代码 就 能 在 正确 的 时 候 return -1: 


while (Left < right) { 
WJ/ 
} 
// target 比 所 有 数 都 大 
if (Left == nums. length) return -1; 
/ 类 似 之 前 算法 的 处 理 方式 
return nums [Left] == target ? left : -1; 


3、 为 什么 Left = mid + 1，right = mid? 和 之 前 的 算法 不 一 样 ? 


答 : 这 个 很 好 解释 ， 因 为 我 们 的 「 搜 索 区 间 」 是 [Left，right) 左 闭 右 开 ， 所 以 当 nums [mid] 被 检测 之 
后 ， 下 一 步 的 搜索 区 间 应 该 去 掉 mid 分 割 成 两 个 区 间 ， 即 [Left，mid) 或 Imid + 1，right)。 


4、 为 什么 该 算法 能 够 搜索 左 侧 边界 ? 
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答 : 关键 在 于 对 于 nums [mid] == target 这 种 情况 的 处 理 : 


if (nums[mid] == target) 
Plight = mads 


可 见 ， 找 到 target 时 不 要 立即 返回 ， 而 是 缩小 「 搜 索 区 间 」 的 上 界 right， 在 区 间 [Left，mid) 中 继续 搜 
索 ， 即 不 断 向 左 收 缩 ， 达 到 锁定 左 侧 边界 的 目的 。 


5、 为 什么 返回 Left 而 不 是 right? 
答 : 都 是 一 样 的 ， 因 为 while 终止 的 条 件 是 Left == right。 


6、 能 不 能 想 办 法 把 right 变 成 nums . Length - 1， 也 就 是 继续 使 用 两 边 都 闭 的 「 搜 索 区 间 」? 这 样 就 可 
以 和 第 一 种 二 分 搜索 在 某 种 程度 上 统一 起 来 了 。 


答 : 当然 可 以 ， 只 要 你 明白 了 『「 搜 索 区 间 」 这 个 概念 ， 就 能 有 效 避 免 漏 掉 元 素 ， 随 便 你 怎么 改 都 行 。 下 面 我 
们 严格 根据 逻辑 来 修改 : 


因为 你 非 要 让 搜索 区 间 两 端 都 闭 ， 所 以 right 应 该 初始 化 为 nums . Length - 1，while 的 终止 条 件 应 该 是 
Left == right + 1， 也 就 是 其 中 应 该 用 <=: 


int Left_bound(int[] nums, int target) { 
// 搜索 区 间 为 [Left，right] 
int Left = 0，right = nums. Length — 1; 
while (Left <= right) { 
int mid = Left + (right - left) / 2; 
/7 Ti else 


因为 搜索 区 间 是 两 端 都 闭 的 ， 且 现在 是 搜索 左 侧 边界 ， 所 以 Left 和 right 的 更 新 逻辑 如 下 : 


if (nums[mid] < target) { 

// 搜索 区 间 变 为 [mid+1，right] 
Left = mid + 1; 

} else if (nums[mid] > target) { 
// 搜索 区 间 变 为 [left, mid-1] 
right = mid =- 1; 

} else if (nums [mid] == target) { 
// 收缩 右 侧 边界 
Pughte mid 


由 于 while 的 退出 条 件 是 Left == right + 1， 所 以 当 target 比 nums 中 所 有 元 素 都 大 时 ， 会 存在 以 下 
情况 使 得 索引 越界 : 
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target = 6 


nums 


index 0 1 2 3 4 


公众 号 : labuladong 


因此 ， 最 后 返回 结果 的 代码 应 该 检查 越界 情况 : 


if (Left >= nums. length || nums[Left] != target) 
return -1; 
return left; 


至 此 ， 整 个 算法 就 写 完了 ， 完 整 代码 如 下 : 


int Left_bound(int[] nums, int target) { 
me efit Ohnt num Lengthe 
// 搜索 区 间 为 [Left, right] 
while (left <= right) { 
int mid = left + (right - left) / 2; 
if (nums[mid] < target) { 
// 搜索 区 间 变 为 [mid+1，right] 
left = mid + 1; 
} else if (nums[mid] > target) { 
// 搜索 区 间 变 为 [left,， mid-1] 
patrolnhe ro lp 
} else if (nums[mid] == target) { 
// 收缩 右 侧 边界 
flo hte = mo 
} 
je 
// 检查 出 界 情况 
if (Left >= nums.length || nums[left] != target) { 
return -1; 


} 
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return left; 


这 样 就 和 第 一 种 二 分 搜索 算法 统一 了 ， 都 是 两 端 都 闭 的 「 搜 索 区 间 」， 而 且 最 后 返回 的 也 是 Left 变量 的 
值 。 只 要 把 住 二 分 搜索 的 逻辑 ， 两 种 形式 大 家 看 自己 喜欢 哪 种 记 哪 种 吧 。 


三 、 寻 找 右 侧 边界 的 二 分 查找 


类 似 寻 找 左 侧 边 界 的 算法 ， 这 里 也 会 提供 两 种 写法 ， 还 是 先 写 常见 的 左 闭 右 开 的 写法 ， 只 有 两 处 和 搜索 左 侧 
边界 不 同 ， 已 标注 : 


int right_bound(int[] nums, int target) { 
if (nums.Length == 0) return -1; 
int Left = 0，right = nums. Length 


while (Left < right) { 
int mid = left + (right - left) / 2; 
if (nums[mid] == target) { 
left = mid + 1; // 注意 
} else if (nums[mid] < target) { 
left = mid + 1; 
} else if (nums[mid] > target) { 
woh = mls 
} 
j 
return Left - 1; // 注意 


1、 为 什么 这 个 算法 能 够 找到 右 侧 边界 ? 
答 : 类 似 地 ， 关 键 点 还 是 这 里 : 


if (nums[mid] == target) { 
left = mid + 1; 


当 nums [midj == target 时 ， 不 要 立即 返回 ， 而 是 增 大 [搜索 区 间 J」 的 下 界 Left， 使 得 区 间 不 断 向 右 收 
缩 ， 达 到 锁定 右 侧 边界 的 目的 。 


2、 为 什么 最 后 返回 Left - 1 而 不 像 左 侧 边界 的 函数 ， 返 回 Left? 而 且 我 觉得 这 里 既然 是 搜索 右 侧 边界 ， 
应 该 返回 right 才 对 。 


: 首先 ，while 循环 的 终止 条 件 是 Left == right， 所 以 Left 和 right 是 一 样 的 ， 你 非 要 体现 右 侧 的 
竺 点 ， 返回 rioht - 1 好 了 。 


至 于 为 什么 要 减 一 ， 这 是 搜索 右 侧 边界 的 一 个 特殊 点 ， 关 键 在 这 个 条 件 判 断 : 
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if (nums[mid] == target) { 
Left =mid re 1] 
// 这 样 想 : mid = left - 1 


left mid mid+1 right 


nums 


index 0 1 2 3 4 


公众 号 : labuladong 
因为 我 们 对 Left 的 更 新 必须 是 Left = mid + 1， 就 是 说 while 循环 结束 时 ，nums [Left] 一 定 不 等 于 
target 了 , 而 nums [Left-1] 可 能 是 target。 
至 于 为 什么 Left 的 更 新 必须 是 Left = mid + 1， 同 左 侧 边 界 搜索 ， 就 不 
3、 为 什么 没有 返回 -1 的 操作 ? 如 果 nums 中 不 存在 target 这 个 值 ， 怎 么 办 ? 


答 : 类 似 之 前 的 左 侧 边 界 搜索 ， 因 为 while 的 终止 条 J Left == right， 就 是 说 Left 的 取 值 范围 是 [0， 
nums. Length]， 所 以 可 以 添加 两 行 代 码 ， 正 确 地 返 


while (left < right) { 
/a 
jf 
if (Left == 0) return -1; 
return nums [Left-1] == target ? (left-1) : -1; 


4、 是 否 也 可 以 把 这 个 算法 的 【搜索 区 间 4 也 统一 成 两 端 都 闭 的 形式 呢 ? 这 样 这 三 个 写法 就 完全 统一 了 ， 以 
后 就 可 以 闭 着 眼睛 写 出 来 了 。 


答 : 当然 可 以 ， 类 似 搜索 左 侧 边界 的 统一 写法 ， 其 实 只 要 改 两 个 地 方 就 行 了 : 
int right_bound(int[] nums, int target) { 
int Left = 0，right = nums. Length =- 1; 
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当 target 比 所 有 元 素 都 小 时 ，right 会 被 减 到 -1， 所 以 需要 在 最 后 防止 越界 : 


while (left <= right) { 

int mid = left + (right - left) / 2; 

if (nums[mid] < target) { 
left = mid + 1; 

} else if (nums[mid] > target) { 
Pugnte = mde dh 

} else if (nums[mid] == target) { 
// 这 里 改 成 收缩 左 侧 边界 即 可 
left = mid + 1; 


} 

Jp 

// 这 里 改 为 检查 right 越界 的 情况 ， 见 下 图 

if (right < 0 || nums[right] != target) { 
return -1; 

J 


nexkuen rohit, 


target = 0 


right left 
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至 此 ， 搜 索 右 侧 边 界 的 二 分 查找 的 两 种 写法 也 完成 了 ， 其 实 将 「 搜 索 区 间 」 统 一 成 两 端 都 闭 反 而 更 容易 记 
忆 ， 你 说 是 吧 ? 


四 、 逻 辑 统 一 


有 了 搜索 左右 边界 的 二 分 搜索 ， 你 可 以 去 解决 力 扣 第 34 题 【在 排序 数组 中 查找 元 素 的 第 一 个 和 最 后 一 个 位 


置 | ， 


接 下 来 梳理 一 下 这 些 细节 差异 的 因果 逮 辑 : 


第 一 个 ， 最 基本 的 二 分 查找 算法 : 
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因为 我 们 初始 化 right = nums.Length -1 

所 以 决定 了 我 们 的 「 搜 索 区 间 j 是 [Left，right] 
所 以 决定 了 while (left <= right) 
同时 也 决定 了 left = mid+1 和 right = mid-1 


因为 我 们 只 需 找 到 一 个 target 的 索引 即 可 
所 以 当 nums [mid] == target 时 可 以 立即 返回 


第 二 个 ， 寻 找 左 侧 边界 的 二 分 查找 : 


因为 我 们 初始 化 right = nums. Length 

所 以 决定 了 我 们 的 【搜索 区 间 是 [Left，right ) 
所 以 决定 了 while (left < right) 
同时 也 决定 了 left = mid + 1 和 right = mid 


因为 我 们 需 找 到 target 的 最 左 侧 索 引 
所 以 当 nums [mid] == target 时 不 要 立即 返回 
而 要 收 紧 右 侧 边界 以 锁定 左 侧 边 界 


第 三 个 ， 寻 找 右 侧 边界 的 二 分 查找 : 


因为 我 们 初始 化 _ right = nums. Length 

所 以 决定 了 我 们 的 【搜索 区 间 是 [Left， right) 
所 以 决定 了 while (left < right) 
同时 也 决定 了 Left = mid + 1 和 right = mid 


因为 我 们 需 找 到 target 的 最 右 侧 索引 
所 以 当 nums [mid] == target 时 不 要 立即 返回 
而 要 收 紧 左 侧 边 界 以 锁定 右 侧 边界 


又 因为 收 紧 左 侧 边界 时 必须 Left = mid + 1 
所 以 最 后 无 论 返回 Left 还 是 right， 必 须 减 一 


对 于 寻找 左右 边界 的 二 分 搜索 ， 常 见 的 手法 是 使 用 左 闭 右 开 的 「 搜 索 区 间 」， 我 们 还 根据 逻辑 将 「 搜 索 区 
间 J 全 都 统一 成 了 两 端 都 闭 ， 便 于 记忆 ， 只 要 修改 两 处 即 可 变化 出 三 种 写法 : 


int binary_search(int[] nums, int target) { 
int left = 0, right = nums. Length — 1; 
while(left <= right) { 
int mid = left + (right - left) / 2; 
if (nums[mid] < target) { 
left = mid + 1; 
} else if (nums[mid] > target) { 
Plight = mud 
} else if(nums [mid] == target) { 
// 直接 返回 
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return mid; 


} 
J 
// 直接 返回 
return -1; 


int left_bound(int[] nums, int target) { 
int left = 0, right = nums. Length =- 1; 
while (left <= right) { 
int mid = left + (right - left) / 2; 
if (nums[mid] < target) { 
left = mid + 1; 
} else if (nums[mid] > target) { 
Rialht made 
} else if (nums[mid] == target) { 
// 别 返回 ， 锁 定 左 侧 边 界 
Prohte = mud. 1; 
} 
} 
// 最 后 要 检查 Left 越界 的 情 ; 
if (Left >= nums.length || nums[left] != target) { 
return -1; 
jf 


return left; 


int right_ bound(int[] nums, int target) { 
nme Left 0 rghte = numse Length 
while (left <= right) { 
int mid = left + (right - left) / 2; 
if (nums[mid] < target) { 
left = mid + 1; 
} else if (nums[mid] > target) { 
leah = me 
} else if (nums[mid] == target) { 
// 别 返回 ， 锁 定 右 侧 边 界 
Left = me cml 
} 
} 
// 最 后 要 检查 right 越界 的 情况 
w(t =o nunms lo tarngety 
return -1; 
J 


ewe 


如 果 以 上 内 容 你 都 能 理解 ， 那 么 茶 喜 你 ， 二 分 查找 算法 的 细节 不 过 如 此 。 
通过 本 文 ， 你 学 会 了 : 


1、 分 析 二 分 查找 代码 时 ， 不 要 出 现 else， 全 部 展开 成 else if 方便 理解 。 
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2、 注 意 「 搜 索 区 间 」 和 while 的 终止 条 件 ， 如 果 存 在 漏 掉 的 元 素 ， 记 得 在 最 后 检查 。 


3、 如 需 定义 左 闭 右 开 的 【搜索 区 间 」 搜索 左右 边界 ， 只 要 在 nums Imidj == target 时 做 修改 即 可 ， 搜 索 
右 侧 时 需要 减 一 。 


4、 如 果 将 [搜索 区 间 J 全 都 统一 成 两 端 都 闭 ， 好 记 ， 只 要 稍 改 nums Imidj == target 条 件 处 的 代码 和 返 
回 的 逻辑 即 可 ， 推 荐 拿 小 本 本 记 下 ， 作 为 二 分 搜索 模板 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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-一 日 | 人 
二 分 搜索 题 型 套路 分 析 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
875. 爱 吃香 芍 的 珂 珂 (中 等 ) 
1011. 在 D 天 内 送 达 包 应 的 能 力 (中 等 ) 


我 们 前 文 我 写 了 首 诗 ， 把 二 分 搜索 变 成 了 默写 题 详细 介绍 了 二 分 搜索 的 细节 问题 ， 探 讨 了 [搜索 一 个 元 
素 ] ， [搜索 左 侧 边 界 」 ， 『 搜 索 右 侧 边 界 」 这 三 个 情况 ， 教 你 如 何 写 出 正确 无 bug 的 二 分 搜索 算法 。 


但 是 前 文 总 结 的 二 分 搜索 代码 框架 仅仅 局 限于 【在 有 序数 组 中 搜索 指定 元 素 」 这 个 基本 场景 ， 具 体 的 算法 问 
题 没 有 这 么 直接 ， 可 能 你 都 很 难看 出 这 个 问题 能 够 用 到 二 分 搜索 。 


对 于 二 分 搜索 算法 在 具体 问题 中 的 运用 ， 前 文 二 分 搜索 的 运用 (一 ) 和 前 文 二 分 搜索 的 运用 (二 ) 有 过 介 
绍 ， 但 是 还 没有 抽象 出 来 一 个 具体 的 套路 框架 。 


所 以 本 文 就 来 总 结 一 套 二 分 搜索 算法 运用 的 框架 套路 ， 帮 你 在 遇 到 二 分 搜索 算法 相关 的 实际 问题 时 ， 能 够 有 
条 理 地 思考 分 析 ， 步 步 为 营 ， 写 出 答案 。 


警告 : 本 文 略 长 略 硬 核 ， 建 议 清醒 时 学 习 。 


原始 的 二 分 搜索 代码 
二 分 搜索 的 原型 就 是 在 【有 序数 组 ) 中 搜索 一 个 元 素 target， 返 回 该 元 素 对 应 的 索引 。 
如 果 该 元 素 不 存在 ， 那 可 以 返回 一 个 什么 特殊 值 ， 这 种 细节 问题 只 要 微调 算法 实现 就 可 实现 。 


还 有 一 个 重要 的 问题 ， 如 果 「 有 序数 组 | 中 存在 多 个 target 元 素 ， 那 么 这 些 元 素 肯定 挨 在 一 起 ， 这 里 就 涉 
及 到 算法 应 该 返回 最 左 侧 的 那个 target 元 素 的 索引 还 是 最 右 侧 的 那个 target 元 素 的 索引 ， 也 就 是 所 请 的 
[搜索 左 侧 边界 」 和 搜索 右 侧 边 界 」 ， 这 个 也 可 以 通过 微调 算法 的 代码 来 实现 。 


我 们 前 文 我 写 了 首 诗 ， 把 二 分 搜索 变 成 了 默写 题 详细 探讨 了 上 述 问 题 ， 对 这 块 还 不 清楚 的 读者 建议 复习 前 
文 ， 已 经 搞 清 楚 基 本 二 分 搜索 算法 的 读者 可 以 继续 看 下 去 。 


在 具体 的 算法 问题 中 ， 常 用 到 的 是 【搜索 左 侧 边界 和 [搜索 右 侧 边界 」 这 两 种 场景 ， 很 少 有 让 你 单独 [ 搜 
索 一 个 元 素 」 。 
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因为 算法 题 一 般 都 让 你 求 最 值 ， 比 如 前 文 二 分 搜索 的 运用 (一 ) 
让 你 求 轮船 的 「 最 低 运 载 能 力 ] ， 前 文 二 分 搜索 的 运用 (二 ) 
[最 大 值 最 小 」 。 

求 最 值 的 过 程 ， 必 然 是 搜索 一 个 边界 的 过 程 ， 所 以 后 面 我 们 就 详细 分 析 一 下 这 两 种 搜索 边界 的 二 分 算法 代 
码 。 

[搜索 左 侧 边界 」 的 二 分 搜索 算法 的 具体 代码 实现 如 下 : 


中 说 的 例题 让 你 求 吃香 信 的 【最 小 速度 」 ， 
讲 的 题 就 更 魔幻 了 ， 让 你 使 每 个 子 数 组 之 和 的 


// 搜索 左 侧 边界 

int Left_bound(int[] nums, int target) { 
if (nums.Length == 0) return -1; 
int Left = 0，right = nums. Length ， 


while (Left < right) { 
int mid = left + (right - left) / 2; 
if (nums[mid] == target) { 
// 当 找 到 target 时 ， 收 缩 右 侧 边界 
gh = mo 
} else if (nums[mid] < target) { 
left = mid + 1; 
} else if (nums[mid] > target) { 
pg = mls 
y 
je 


return left; 


假设 输入 的 数组 nums = [1,2,3,3,3,5,7]， 想 搜索 的 元 素 target = 3， 那 么 算法 就 会 返回 索引 2。 


如 果 画 一 个 图 ， 就 是 这 样 : 
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nums[i] 


OO 一方 册 上 OO 


人 0 .7 
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[搜索 右 侧 边界 」 的 二 分 搜索 算法 的 具体 代码 实现 如 下 : 


// 搜索 右 侧 边界 

int right_bound(int[] nums, int target) { 
if (nums.Length == 0) return -1; 
int Left = 0，right = nums. Length ， 


while (left < right) { 
int mid = left + (right - left) / 2; 
if (nums[mid] == target) { 
// 当 找 到 target 时 ， 收 缩 左 侧 边 界 
Left = mide ee I 
} else if (nums[mid] < target) { 
left = mid + 1; 
} else if (nums[mid] > target) { 
right = mid; 
} 
J 
return left — 1; 


输入 同上 ， 那 么 算法 就 会 返回 索引 4， 如 果 画 一 个 图 ， 就 是 这 样 : 
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nums[i] 


口 NOWOROON 


Lm S67 公众 号 : labuladong 


好 ， 上 述 内 容 都 属于 复习 ， 我 想 读 到 这 里 的 读者 应 该 都 能 理解 。 记 住 上 述 的 图 像 ， 所 有 能 够 抽象 出 上 述 图 像 
的 问题 ， 都 可 以 使 用 二 分 搜索 解决 。 


二 分 搜索 问题 的 泛 化 

什么 问题 可 以 运用 二 分 搜索 算法 技巧 ? 

首先 ， 你 要 从 题目 中 抽象 出 一 个 自 变 量 x， 一 个 关于 x 的 函数 f(x) ， 以 及 一 个 目标 值 farget。 
同时 ，x，Tf(x)，target 还 要 满足 以 下 条 件 : 

、『(x) 必须 是 在 x 上 的 单调 函数 (单调 增 单调 减 都 可 以 ) 。 

2、 题 目 是 让 你 计算 满足 约束 条 件 f(x) == target 时 的 x 的 值 。 

上 述 规 则 听 起 来 有 点 抽象 ， 来 举 个 具体 的 例子 


给 你 一 个 升序 排列 的 有 序数 组 nums 以 及 一 个 目标 元 素 target， 请 你 计算 target 在 数组 中 的 索引 位 置 ， 
如 果 有 多 个 目标 元 素 ， 返 回 最 小 的 索引 。 


这 就 是 【搜索 左 侧 边 界 」 这 个 基本 题 型 ， 解 法 代码 之 前 都 写 了 ， 但 这 里 面 X，Tf(x)，target 分 别 是 什么 
呢 ? 


我 们 可 以 把 数组 中 元 素 的 索引 认为 是 自 变量 x， 图 数 关系 f(x) 就 可 以 这 样 设 定 : 


// 国 数 和 是 关于 自 变量 x 的 单调 递增 函数 
// 入 参 nums 是 不 会 改变 的 ， 所 以 可 以 忽略 ， 不 算 自 变量 
int 汪 Xintll nums) 

return nums [x]; 


} 
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其 实 这 个 函数 了 就 是 在 访问 数组 nums， 因 为 题目 给 我 们 的 数组 nums 是 升序 排列 的 ， 所 以 函数 f(x) 就 是 在 
X 上 单调 递增 的 函数 。 


最 后 ， 题 目 让 我 们 求 什么 来 着 ? 是 不 是 让 我 们 计算 元 素 target 的 最 左 侧 索引 ? 
是 不 是 就 相当 于 在 问 我 们 【满足 T(x) == target 的 x 的 最 小 值 是 多 少 」 ? 


画 个 图 ， 如 下 : 


一 小 
~ 
Xx 
Bd 


target 


X 


OO 一方 册 上 OO 


外 


公众 号 : labuladong 


如 果 遇 到 一 个 算法 问题 ， 能 够 把 它 抽 象 成 这 幅 图 ， 就 可 以 对 它 运用 二 分 搜索 算法 。 
算法 代码 如 下 : 


// 范 数 f 是 关于 自 变 量 x 的 单调 递增 遂 数 
mt fn tne uns 
return nums [X] ， 


} 


int left bound(int[] nums, int target) { 
if (nums.Length == 0) return -1; 
int Left = 0，right = nums. Length 


while (Left < right) { 

int mid = left + (right - left) / 2; 

if (f(mid, nums) == target) { 
// 当 找 到 target 时 ， 收 缩 右 侧 边 界 
Pght = md 

} else if (f(mid, nums) < target) { 
left = mid + 1; 

} else if (f(mid, nums) > target) { 
right = md 

} 
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} 


return left; 


这 段 代码 把 之 前 的 代码 微调 了 一 下 ， 把 直接 访问 nums [mid] 套 了 一 层 函 数 f， 其 实 就 是 多 此 一 举 ， 但 是 ， 
这 样 能 抽象 出 二 分 搜索 思想 在 具体 算法 问题 中 的 框架 。 


运用 二 分 搜索 的 套路 框架 


想 要 运用 二 分 搜索 解决 具体 的 算法 问题 ， 可 以 从 以 下 代码 框架 着 手 思 考 : 


// 范 数 f 是 关于 自 变量 x 的 单调 函数 
inte flint x 
OA 


} 


// 主 函 数 ， 在 f(x) == target 的 约束 下 求 x 的 最 值 
int solution(int[] nums, int target) { 
if (nums.length == 0) return -1; 
// 问 自己 : 自 变量 x 的 最 小 值 是 多 少 ? 
nt Uett SS nin 
// 问 自己 : 自 变 量 x 的 最 大 值 是 多 少 ? 
mit to nt = 


while (left < right) { 
int mid = left + (right - left) / 2; 
ri(mid) targetw 
// 问 自己 : 题目 是 求 左 边界 还 是 右边 界 ? 


fY a 

} else if (f(mid) < target) { 
WN 自考 0 人 iON A 
ZA 

} else if (f(mid) > target) { 
XA 问 自 己 S 怎 和 1 和 (Xx) 二? 
J Re 


) 
jr 


return left; 


具体 来 说 ， 想 要 用 二 分 搜索 算法 解决 问题 ， 分 为 以 下 几 步 : 

1、 确 定 x，f (x) ，target 分 别 是 什么 ， 并 写 出 函数 f 的 代码 。 

2、 找 到 x 的 取 值 范围 作为 二 分 搜索 的 搜索 区 间 ， 初 始 化 Left 和 right 变量。 

3、 根 据 题目 的 要 求 ， 确 定 应 该 使 用 搜索 左 侧 还 是 搜索 右 侧 的 二 分 搜索 算法 ， 写 出 解法 代码 。 


下 面 用 几 道 例题 来 讲解 这 个 流程 。 
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应 合作 方 要 求 ， 本 文 不 便 在 此 发 布 ， 请 扫 码 关注 回复 关键 词 「 二 分 」 查 看 : 
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己 


田 尽 赛 马 背 后 的 算法 决策 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


号 @labuladong Bi 站 @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
870. 优势 洗 牌 (中 等 ) 
田 尽 赛马 的 故事 大 家 应 该 都 听 说 过 : 


田 尽 和 章 王 赛马 ， 两 人 的 马 分 上 中 下 三 等 ， 如 果 同 等 级 的 马 对 应 着 比赛 ， 田 尽 赢 不 了 齐 王 。 但 是 田 尽 遇 到 了 
孙 逐 ， 孙 逐 就 教 他 用 自己 的 下 等 马 对 齐 王 的 上 等 马 ， 再 用 自己 的 上 等 马 对 齐 王 的 中 等 马 ， 最 后 用 自己 的 中 等 
马 对 齐 王 的 下 等 马 ， 结 果 三 局 两 胜 ， 田 尽 赢 了 。 


当然 ， 这 段 历史 也 挺 有 意思 的 ， 那 个 讽 齐 王 纳 谏 ， 自 恋 的 不 行 的 邹 忌 和 田 尽 是 同一 时 期 的 人 ， 他 俩 后 来 就 杠 
上 了 。 不 过 这 是 题 外 话 ， 我 们 这 里 就 打住 。 


以 前 学 到 田 忌 赛马 课文 的 时 ， 我 就 在 想 ， 如 果 不 是 三 匹 马 比赛 ， 而 是 一 百 匹 马 比赛 ， 孙 胺 还 能 不 能 合理 地 安 
排比 赛 的 顺序 ， 赢 得 齐 王 呢 ? 


当时 没 想 出 什么 好 的 点 子 ， 只 觉得 这 里 面 最 核心 问题 是 要 尽 可 能 让 自己 占便宜 ， 让 对 方 吃亏 。 总 结 来 说 就 
是 ， 打 得 过 就 打 ， 打 不 过 就 拿 自己 的 垃圾 和 对 方 的 精锐 互 换 。 


不 过 ， 我 一 直 没 具体 把 这 个 思路 实现 出 来 ， 直 到 最 近 刷 到 力 扣 第 870 题 【优势 洗 牌 : ， 一 眼 就 发 现 这 是 田 尽 
赛马 问题 的 加 强 版 : 


给 你 输入 两 个 长 度 相 等 的 数组 nums1 和 nums2， 请 你 重新 组 织 nums1 中 元 素 的 位 置 ， 使 得 nums1 的 【 优 
势 ] 最 大 化 。 


如 果 nums1[i|l > nums21i]， 就 是 说 nums1 在 索引 i 上 对 nums21i] 有 [优势 | 。 优 势 最 大 化 也 就 是 说 
让 你 重新 组 织 nums1， 尽 可 能 多 的 让 nums[i] > nums2[1]。 


算法 签名 如 下 : 
int[] advantageCount(int[] nums1, int[] nums2); 


比如 输入 : 
numns1 = [12.24.8,32]nuns2 二 [13;25;32,11| 


86 /692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


你 的 算法 应 该 返回 [24, 32, 8,12]， 因 为 这 样 排列 nums1 的 话 有 三 个 元 素 都 有 【优势 」 。 


这 就 像 田 尽 赛 马 的 情景 ，nums1 就 是 田 忌 的 马 ，nums2 就 是 齐 王 的 马 ， 数 组 中 的 元 素 就 是 马 的 战斗 力 ， 你 就 
是 孙 逐 ， 展 示 你 真正 的 技术 吧 。 


仔细 想 想 ， 这 个 题 的 解法 还 是 有 点 扑朔迷离 的 。 什 么 时 候 应 该 放弃 抵抗 去 送 人 头 ， 什 么 时 候 应 该 硬 刚 ? 这 里 
面 应 该 有 一 种 算法 策略 来 最 大 化 【优势 。 


送 人 头 一 定 是 迫不得已 而 为 之 的 权宜 之 计 ， 否 则 隔壁 田 忌 就 要 开 语 音 器 你 菜 了 。 只 有 田 尽 的 上 等 马 比 不 过 齐 
王 的 上 等 马 时 ， 才 会 用 下 等 马 去 和 章 王 的 上 等 马 互 换 。 


对 于 比较 复杂 的 问题 ， 可 以 尝试 从 特殊 情况 考虑 。 
你 想 ， 谁 应 该 去 应 对 齐 王 最 快 的 马 ? 肯定 是 田 尽 最 快 的 那 匹 马 ， 我 们 简称 一 号 选手 。 


如 果 田 尽 的 一 号 选手 比 不 过 齐 王 的 一 号 选手 ， 那 其 他 马 肯 定 是 白 给 了 ， 显 然 这 种 情况 肯定 应 该 用 田 尽 垫底 的 
马 去 送 人 头 ， 降 低 己方 损失 ， 保 存 实力 ， 增 加 接 下 来 比赛 的 胜率 。 


但 如 果 田 已 的 一 号 选手 能 比 得 过 齐 王 的 一 号 选手 ， 那 就 和 齐 王 硬 刚好 了 ， 反 正 这 把 田 忌 可 以 赢 。 

你 也 许 说 ， 这 种 情况 下 说 不 定 田 尽 的 二 号 选手 也 能 干 得 过 齐 王 的 一 号 选手 ? 如 果 可 以 的 话 ， 让 二 号 选手 去 对 
决 齐 王 的 一 号 选手 ， 不 是 更 节约 ? 

就 好 比 ， 如 果 考 60 分 就 能 过 的 话 ， 何 必 考 90 分 ? 每 多 考 一 分 就 亏 一 分 ， 刚 刚好 卡 在 60 分 是 最 划算 的 。 
这 种 节约 的 策略 是 没 问 题 的， 但 是 没有 必要 。 这 也 是 本 题 有 趣 的 地 方 ， 需 要 绕 个 脑筋 急 转 弯 : 

我 们 暂且 把 田 尽 的 一 号 选手 称 为 T[1， 二 号 选手 称 为 12， 齐 王 的 一 号 选手 称 为 01。 

如 果 T2 能 赢 01， 你 试图 保存 己方 实力 ， 让 T2 去 战 01， 把 T1 留 着 是 为 了 对 付 谁 ? 

显然 ， 你 担心 齐 王 还 有 战 力 大 于 T2 的 马 ， 可 以 让 T1 去 对 付 。 

但 是 你 仔细 想 想 ， 现 在 T2 已 经 是 可 以 战胜 01 的 ，01 可 是 齐 王 的 最 快 的 马 耶 ， 齐 王 剩 下 的 那些 马里 ， 人 怎么 
可 能 还 有 比 T2 更 强 的 马 ? 

所 以 ， 没 必要 节约 ， 最 后 我 们 得 出 的 策略 就 是 : 

将 齐 王 和 田 忌 的 马 按照 战斗 力 排序 ， 然 后 按照 排名 一 一 对 比 。 如 果 田 忌 的 马 能 赢 ， 那 就 比赛 ， 如 果 赢 不 了 ， 
那 就 换个 垫底 的 来 送 人 头 ， 保 存 实力 。 

上 述 思路 的 代码 逻辑 如 下 : 


int n = nums1. length; 


sort(nums1); // 田 尽 的 马 
sonPt(nums2)09//93f 塌 的 如 


F 始 


Lh 


fo (me 0 
if (nums1l[i] > nums2[i]) { 
上/ 比 得 过 ， 跟 他 比 


} 是 于 
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// 比 不 过 ， 换 个 垫底 的 来 送 人 头 


根据 这 个 思路 ， 我 们 需要 对 两 个 数组 排序 ， 但 是 nums2 中 元 素 的 顺序 不 能 改变 ， 因 为 计算 结果 的 顺序 依赖 
nums2 的 顺序 ， 所 以 不 能 直接 对 nums2 进行 排序 ， 而 是 利用 其 他 数据 结构 来 辅助 。 


同时 ， 最 终 的 解法 还 用 到 前 文 双 指 针 技巧 汇总 总 结 的 双 指 针 算法 模板 ， 用 以 处 理 【 送 人 头 」 的 情况 : 


int[] advantageCount(int[] nums1，int[] nums2) { 

unt n= mumsl tengthns 

// 给 nums2 降序 排序 

PriorityQueue<int[]> maxpq = new PriorityQueue<>( 
(int[] pairl, int[] pair2) -> 1{ 

return pair2[1] - pairi[1]; 

} 

六 

Rom (amt 0 
maxpq.offer(new int[]{i, nums2[i]}); 

jr 

// 给 nums1 升序 排序 

Arrays.sort(nums1); 


// nums1[Left] 是 最 小 值 ，nums1[right] 是 最 大 值 
unt teft = Omaght = ne 
int[] res = new int[n]; 


while (!maxpq.isEmpty()) { 
int[] pair = maxpq.poll(); 
// maxval 是 nums2 中 的 最 大 值 ，i 是 对 应 索引 
mt arlol maxval an ll 
if (maxval < numsl[right]) { 
// 如 果 nums1l[right] 能 胜 过 maxval， 那 就 自己 上 
res[i] = nums1l[right]; 
right——; 
} else { 
// 否则 用 最 小 值 混 一 下 ， 养 精 荔 锐 
res[i] = nums1[Left]; 
left++; 


} 
} 


return res; 


算法 的 时 间 复 杂 度 很 好 分 析 ， 也 就 是 二 叉 堆 和 排序 的 复杂 度 0(nLogn ) 。 


至 此 ， 这 道 田 尽 赛 马 的 题 就 解决 了 ， 其 代码 实现 上 用 到 了 双 指 针 技巧 ， 从 最 快 的 马 开 始 ， 比 得 过 就 比 ， 比 不 
过 就 送 ， 这 样 就 能 对 任意 数量 的 马 求 取 一 个 最 优 的 比赛 策略 了 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 
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关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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一 文 秒杀 四 道 原 地 修改 数组 的 算法 题 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
26. 删除 有 序数 组 中 的 重复 项 (简单 ) 

83. 删除 排序 链表 中 的 重复 元 素 (简单 ) 

27. 移 除 元 素 (简单 ) 

283. 移动 零 (简单 ) 


我 们 知道 对 于 数组 来 说 ， 在 尾部 插入 、 删 除 元 素 是 比较 高 效 的 ， 时 间 复 杂 度 是 O(1)， 但 是 如 果 在 中 间或 者 开 
头 插入 、 删 除 元 素 ， 就 会 涉及 数据 的 搬移 ， 时 间 复 杂 度 为 O(N)， 效 率 较 低 。 


所 以 上 篇 文章 常数 时 间 删 除 / 查 找 数组 中 的 任意 元 素 就 讲 了 一 种 技巧 ， 把 待 删除 元 素 交换 到 最 后 一 个 ， 然 后 
再 删除 ， 就 可 以 避免 数据 搬移 。 


那么 这 篇 文章 我 们 换 一 个 场景 ， 来 讲 一 讲 如 何在 原 地 修改 数组 ， 避 免 数据 的 搬移 。 


有 序数 组 /链表 去 重 
先 讲 讲 如 何 对 一 个 有 序数 组 去 重 ， 先 看 下 力 扣 第 26 题 删除 有 序数 组 中 的 重复 项 | : 
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26. 删除 排序 数组 中 的 重复 项 “labuladong 题解 思路 
难度 简单 跌 1658 家 四 加 A 品 


给 定 一 个 排序 数组 ， 你 需要 在 删除 重复 出 现 的 元 素 ， 使 得 每 个 元 素 只 出 现 一 次 ， 返 
回 移 除 后 数组 的 新 长 度 。 


不 要 使 用 额外 的 数组 空间 ， 你 必须 在 修改 输入 数组 并 在 使 用 O(1) 额外 空间 的 条 件 
下 完成 。 
示例 1: 
给 定数 组 nums = [1,1,2]， 
国 数 应 该 返回 新 的 长 度 2， 并 且 原 数组 nums 的 前 两 个 元 素 被 修改 为 1，2。 
你 不 需要 考虑 数组 中 超出 新 长 度 后 面 的 元 素 。 
示例 2: 
给 定 nums = [0,0,1,1,1,2,2,3,3,4]，, 


函数 应 该 返回 新 的 长 度 5， 并 且 原 数组 nums 的 前 五 个 元 素 被 修改 为 6，1，2， 
cp 


你 不 需要 考虑 数组 中 超出 新 长 度 后 面 的 元 素 。 


函数 签名 如 下 : 


int removeDuplicates(int[] nums); 


显然 ， 由 于 数组 已 经 排序 ， 所 以 重复 的 元 素 一 定 连 在 一 起 ， 找 出 它们 并 不 难 ， 但 如 果 每 找到 一 个 重复 元 素 就 
立即 删除 它 ， 就 是 在 数组 中 间 进 行 删除 操作 ， 整 个 时 间 复 杂 度 是 会 达到 O(N^2)。 


简单 解释 一 下 什么 是 原 地 修改 : 


如 果 不 是 原 地 修改 的 话 ， 我 们 直接 new 一 个 int 1] 数组， 把 去 重 之 后 的 元 素 放 进 这 个 新 数组 中 ， 然 后 返回 
这 个 新 数组 即 可 。 
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但 是 原 地 删除 ， 不 允许 我 们 new 新 数组 ， 只 能 在 原 数组 上 操作 ， 然 后 返回 一 个 长 度 ， 这 样 就 可 以 通过 返回 的 
长 度 和 原始 数组 得 到 我 们 去 重 后 的 元 素 有 哪些 了 。 


这 种 需求 在 数组 相关 的 算法 题 中 时 非常 常见 的 ， 通 用 解法 就 是 我 们 前 文 双 指 针 技巧 中 的 快慢 指针 技巧 。 


我 们 让 慢 指针 s Low 走 在 后 面 ， 快 指针 fast 走 在 前 面 探 路 ， 找 到 一 个 不 重复 的 元 素 就 告诉 s Low 并 让 s Low 
前 进一步 。 这 样 当 fast 指针 遍历 完整 个 数组 nums 后 ，nums [0. .sLow] 就 是 不 重复 元 素 。 


int removeDuplicates(int[] nums) { 
if (nums.length == 0) { 
return 0; 
} 
int slow = 0, fast = 0; 
while (fast < nums.Length) { 
if (nums[fast] != nums[slow]) { 
Slow++; 
// 维护 nums [0. .slow] 无 重复 
nums[slow] = nums [fast]; 


} 

fast++; 
} 
// 数组 长 度 为 索引 + 1 
return slow + 1; 


看 下 算法 执行 的 过 程 : 


0001 2 218)9 
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再 简单 扩展 一 下 ， 如 果 给 你 一 个 有 序 链表 ， 如 何 去 重 呢 ? 这 是 力 扣 第 83 题 【删除 排序 链表 中 的 重复 元 
素 」 ， 其 实 和 数组 去 重 是 一 模 一 样 的 ， 唯 一 的 区 别 是 把 数组 赋值 操作 变 成 操作 指针 而 已 : 


92 /692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


ListNode deleteDuplicates(ListNode head) { 
if (head == null) return null; 
ListNode slow = head, fast = head; 
while (fast != null) { 

if (fast.val != slow.val) { 


// nums[sLow] = nums [fast]; 
slow.next = fast; 
// Slowt+; 
slow = slow.next; 
} 
// fast++ 


fast = fast,.next; 
jp 
// 断 开 与 后 面 重复 元 素 的 连接 
slow.next = null; 
return head; 


head 
人 


[> 
> 
dl 


: labuladong 


移 除 元 素 


这 是 力 扣 第 27 题 「 移 除 元 素 I ， 看 下 题目 : 
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27. 移 除 元 素 “labuladong 题解 ” 思路 
难度 简单 叱 667 六 [DO XA 科 跟 


给 你 一 个 数组 nums 和 一 个 值 va/， 你 需要 移 除 所 有 数值 等 于 val 的 元 素 ， 并 返回 
移 除 后 数组 的 新 长 度 。 


不 要 使 用 额外 的 数组 空间 ， 你 必须 仅 使 用 O(1) 额外 空间 并 修改 输入 数组 。 
元 素 的 顺序 可 以 改变 。 你 不 需要 考虑 数组 中 超出 新 长 度 后 面 的 元 素 。 


示例 1: 
给 定 nums = [3,2,2,3], val = 3， 
国 数 应 该 返回 新 的 长 度 2， 并 且 nums 中 的 前 两 个 元 素 均 为 2。 
你 不 需要 考虑 数组 中 超出 新 长 度 后 面 的 元 素 。 

示例 2: 
给 定 nums = [0,1,2,2,3,0,4,2], val = 
国 数 应 该 返回 新 的 长 度 5， 并 且 nums 中 的 前 五 个 元 素 为 06，1，3，6，4。 
注意 这 五 个 元 素 可 为 任意 顺序 。 
你 不 需要 考虑 数组 中 超出 新 长 度 后 面 的 元 素 。 

函数 签名 如 下 : 


int removeElement(int[] nums, int val); 


题目 要 求 我 们 把 nums 中 所 有 值 为 val 的 元 素 原 地 删除 ， 依 然 需要 使 用 双 指 针 技 巧 中 的 快慢 指针 : 
如 果 fast 遇 到 需要 去 除 的 元 素 ， 则 直接 跳 过 ， 否 则 就 告诉 5 Low 指针 ， 并 让 s Low 前 进一步 。 
这 和 前 面 说 到 的 数组 去 重 问题 解法 思路 是 完全 一 样 的 ， 就 不 画 GIF 了 ， 直 接 看 代码 : 
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int removeElement(int[] nums, int val) { 
int fast = 0, slow = 0; 
while (fast < nums.length) { 
if (nums[fast] != val) { 
nums[slow] = nums [fast]; 
SLOW++， 
} 
fast++; 
} 


return slow; 


注意 这 里 和 有 序数 组 去 重 的 解法 有 一 个 重要 不 同 ， 我 们 这 里 是 先 给 nums [sLow] 赋值 然后 再 给 5 10w++， 这 
样 可 以 保证 nums [0. .slow-1] 是 不 包含 值 为 val 的 元 素 的 ， 最 后 的 结果 数组 长 度 就 是 5 Low。 


移动 零 
这 是 力 扣 第 283 题 移动 零 ; ， 我 来 描述 下 题目 : 


给 你 输入 一 个 数组 nums， 请 你 原 地 修改 ， 将 数组 中 的 所 有 值 为 0 的 元 素 移 到 数组 末尾 ， 涵 数 签名 如 下 : 
void moveZeroes(int[] nums); 


比如 说 给 你 输入 nums = 10,1,4,0,2]， 你 的 算法 没有 返回 值 ， 但 是 会 把 nums 数组 原 地 修改 成 
[1,4,2,0,0]。 


结合 之 前 说 到 的 几 个 题目 ， 你 是 否 有 已 经 有 了 答案 呢 ? 


题目 让 我 们 将 所 有 0 移 到 最 后 ， 其 实 就 相当 于 移 除 nums 中 的 所 有 0， 然 后 再 把 后 面 的 元 素 都 赋值 为 0 即 
可 。 


所 以 我 们 可 以 复 用 上 一 题 的 removeELement 国 数 : 


void moveZeroes(int[] nums) { 
// 去 除 nums 中 的 所 有 0 
// 返回 去 除 6 之 后 的 数组 长 度 
int p = removeElement(nums, 0); 
// 将 p 之 后 的 所 有 元 素 赋值 为 0 
for (; p < nums.length; p++) { 
nums [p] = ©; 


jr 


// 见 上 文 代码 实现 


int removeElement(int[] nums, int val); 


至 此 ， 四 道 【 原 地 修改 」 的 算法 问题 就 讲 完 了 ， 其 实 核心 还 是 快慢 指针 技巧 ， 你 学 会 了 吗 ? 
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在 线 网 站 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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一 文 岳 收 单 链表 的 六 大 解 题 套路 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
21. 合并 两 个 有 序 链表 (简单 ) 

23. 合并 K 个 升序 链表 (困难 ) 

141. 环形 链表 (简单 ) 

142. 环形 链表 Il| (中 等 ) 

876. 链表 的 中 间 结 点 (简单 ) 

19. 删除 链表 的 倒数 第 N 个 结 点 (中 等 ) 

160. 相交 链表 (简单 ) 


上 次 在 视频 号 直播 ， 跟 大 家 说 到 单 链 表 有 很 多 巧妙 的 操作 ， 本 文 就 总 结 一 下 单 链表 的 基本 技巧 ， 每 个 技巧 都 
对 应 着 至 少 一 道 算法 题 : 


1、 合 并 两 个 有 序 链表 

2、 合 并 k 个 有 序 链表 

3、 寻 找 单 链表 的 倒数 第 k 个 节点 

4、 寻 找 单 链 表 的 中 点 

5、 判 断 单 链表 是 否 包含 环 并 找 出 环 起 点 
6、 判 断 两 个 单 链表 是 否 相交 并 找 出 交点 


这 些 解法 都 用 到 了 双 指 针 技巧 ， 所 以 说 对 于 单 链表 相关 的 题目 ， 双 指针 的 运用 是 非常 广泛 的 ， 下 面 我 们 就 来 


一 个 一 个 看 。 


合并 两 个 有 序 链 表 


这 是 最 基本 的 链表 技巧 ， 力 扣 第 21 题 「 合 并 两 个 有 序 链表 」 就 是 这 个 问题 : 
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21. 合并 两 个 有 序 链 表 labuladong 题解 ”思路 
难度 简单 吃 1846 窒 中 又 [a 月 


将 两 个 升序 链表 合并 为 一 个 新 的 升序 链表 并 返回 。 新 链表 是 通过 拼接 给 定 
的 两 个 链表 的 所 有 节点 组 成 的 。 


示例 1: 


0 © 9 
0 © © 
O00 © © © © 


输入 : UL = [1;2;4]; 1l2 = [1;3;4] 
输出 : [1,1,2,3,4,4] 


给 你 输入 两 个 有 序 链表 ， 请 你 把 他 俩 合并 成 一 个 新 的 有 序 链表 ， 消 数 签名 如 下 : 


ListNode mergeTwoLists(ListNode 11, ListNode 12); 


这 题 比较 简单 ， 我 们 直接 看 解法 : 


ListNode mergeTwoLists(ListNode 1l1, ListNode 12) { 
// 虚拟 头 结 点 
ListNode dummy = new ListNode(-1), p = dummy; 
ListNode pl1 = 11, p2 = U2; 


while (pl != null && p2 != nuLL) { 
// 比较 pl 和 p2 两 个 指针 
// 将 值 较 小 的 的 节点 接 到 p 指针 
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我 们 的 while 循环 每 次 比较 p1 和 p2 的 大 小 ， 把 较 小 的 节点 接 到 结果 链表 上 : 


Tnval novan 
p.next = p2; 
p2 = p2.next; 

} else { 
p.next = pl; 
pl = pl.next; 

) 

// p 指针 不 断 前 进 

p = p.next; 

J 


(ro 0 
p.next = p1， 


EU 
p.next = p2; 
J 


return dummy.next; 


p 
dummy [ 


公众 号 : labuladong 


pl 

1 国 , 国 * 国 , 园 
p2 

2 国 ' 国 * 贺 , 贺 
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这 个 算法 的 逻辑 类 似 于 「 拉 拉链 ] ，L1， 12 类 似 于 拉链 两 侧 的 锯齿 ， 指 针 p 就 好 像 拉链 的 拉 索 ， 将 两 个 有 
序 链表 合并 。 


代码 中 还 用 到 一 个 链表 的 算法 题 中 是 很 常见 的 【虚拟 头 结 点 」 技巧 ， 也 就 是 dummy 节点 。 你 可 以 试 试 ， 如 果 
不 使 用 dummy 虚拟 节点 ， 代 码 会 复杂 很 多 ， 而 有 了 dummy 节点 这 个 占 位 符 ， 可 以 避免 处 理 空 指针 的 情况 ， 
降低 代码 的 复杂 性 。 


线 网 站 labuladong 的 刷 题 三 件 套 
合并 k 个 有 序 链 表 


看 下 力 扣 第 23 题 【合并 K 个 升序 链表 」 : 


23. 合并 K 个 升序 链表 ”labuladong 题解 思路 
难度 困难 由 1 衣 人 加 站 叫 


给 你 一 个 链表 数组 ， 每 个 链表 都 已 经 按 升 序 排列 。 
请 你 将 所 有 链表 合并 到 一 个 升序 链表 中 ， 返 回合 并 后 的 链表 。 


示例 1: 


输入 : 这 sts = [[14,51 [13.4], [2 6]] 
输出 : [1; 11527354545576| 
解释 : 链表 数组 如 下 : 
[ 
1->4->5, 
1—>3->4; 
2->6 
] 
将 它们 合并 到 一 个 有 序 链 表 中 得 到 。 
1->1->2->3->4->4->5->6 


图 数 签名 如 下 :: 
ListNode mergeKkLists(ListNode[] lists); 
合并 个 有 序 链表 的 逻辑 类 似 合 并 两 个 有 序 链表 ， 难 点 在 于 ， 如 何 快速 得 到 k 个 节点 中 的 最 小 节点 ， 接 到 结 


果 链 表 上 ? 


这 里 我 们 就 要 用 到 优先 级 队列 (二 叉 堆 ) 这 种 数据 结构 ， 把 链表 节点 放 入 一 个 最 小 堆 ， 就 可 以 每 次 获得 k 个 
节点 中 的 最 小 节点 : 
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ListNode mergeKLists(ListNode[] lists) { 
if (Lists.Length == 0) return null; 
// 虚拟 头 结 点 
ListNode dummy = new ListNode(-1); 
ListNode p = dummy; 
// 优先 级 队列 ， 最 小 扒 
PriorityQueue<ListNode> pq = new PriorityQueue<>( 
Lists.Length，(a，b)->(a.vaL - b.val)); 
// 将 k 个 链表 的 头 结 点 加 入 最 小 堆 
for (ListNode head : Lists) { 
if (head != null) 
pq.add(head ) ; 
} 


while (!pq.isEmpty()) { 
// 获取 最 小 节点 ， 接 到 结果 链表 中 
ListNode node = pq.poll(); 
p.next = node; 
if (node.next != null) { 
pq.add (node.next); 


jy 
// p 指针 不 断 前 进 
p = p.next; 


} 


return dummy.next; 


这 个 算法 是 面试 常 考题 ， 它 的 时 间 复 杂 度 是 多 少 呢 ? 


优先 队列 pq 中 的 元 素 个 数 最 多 是 k， 所 以 一 次 Do1LL 或 者 add 方法 的 时 间 复 杂 度 是 0( 10gk) ;所 有 的 链表 
节点 都 会 被 加 入 和 弹出 pq， 所 以 算法 整体 的 时 间 复 杂 度 是 0(NLogk)， 其 中 是 链表 的 条 数 ，N 是 这 些 链表 
的 节点 总 数 。 


单 链表 的 倒数 第 k 个 节操 


从 前 往 后 寻找 单 链表 的 第 k 个 节点 很 简单 ， 一 个 for 循环 遍历 过 去 就 找到 了 ， 但 是 如 何 寻 找 从 后 往 前 数 的 第 
K 个 节点 呢 ? 


那 你 可 能 说 ， 假 设 链表 有 nn 个 节点 ， 倒 数 第 k 个 节点 就 是 正 数 第 n 一 个 节点 ， 不 也 是 一 个 for 循环 的 事 儿 
吗 ? 


是 的 ， 但 是 算法 题 一 般 只 给 你 一 个 ListNode 头 结 点 代表 一 条 单 链表 ， 你 不 能 直接 得 出 这 条 链表 的 长 度 /， 
而 需要 先 遍 历 一 遍 链表 算出 n 的 值 ， 然 后 再 遍历 链表 计算 第 / - k 个 节点 。 


也 就 是 说 ， 这 个 解法 需要 遍历 两 次 链表 才能 得 到 出 倒数 第 K 个 节点 。 


那么 ， 我 们 能 不 能 只 遍历 一 次 链表 ， 就 算出 倒数 第 k 个 节点 ? 可 以 做 到 的 ， 如 果 是 面试 问 到 这 道 题 ， 面 试 官 
肯定 也 是 希望 你 给 出 只 需 遍 历 一 次 链表 的 解法 。 


这 个 解法 就 比较 巧妙 了 ， 假 设 k = 2， 思 路 如 下 : 
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首先 ， 我 们 先 让 一 个 指针 p1 指向 链表 的 头 节点 head， 然 后 走 K 步 : 


p1 


:OOD 


head 
| 


人 
KD bs 


NS 


公众 号 : labuladong 


现在 的 p1， 只 要 再 走 n 一 步 ， 就 能 走 到 链表 末尾 的 空 指针 了 对 吧 ? 


趁 这 个 时 候 ， 再 用 一 个 指针 p2 指向 链表 头 节 点 head: 


ODODE 


一 人 上 
Wn 
公众 号 : labuladong 


接 下 来 就 很 显然 了 ， 让 p1 和 p2 同时 向 前 走 ，p1 走 到 链表 末尾 的 空 指针 时 走 了 nm 一 k 步 ,，p2 也 走 了 n - 
k 步 ， 也 就 是 链表 的 倒数 第 k 个 节点 : 
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p2 p1 


:OD 


head 


这 


> 
> 
dl 


: labuladong 


这 样 ， 只 遍历 了 一 次 链表 ， 就 获得 了 倒数 第 k 个 节点 p2。 


上 述 罗 辑 的 代码 如 下 : 


// 返回 链表 的 倒数 第 k 个 节点 
ListNode findFromEnd(ListNode head, int k) { 
ListNode pl = head; 
// pl 先 走 kk 步 
om (mt 0 间 基 人 
pl = pl.next; 
J 
ListNode p2 = head; 
// pl 和 p2 同时 走 n - k 步 
whiUen (pI nu 
p2 = p2.next; 
pl = pl.next; 


// p2 现在 指向 第 n - k 个 节点 
return p2; 


当然 ， 如 果 用 big O 表示 法 来 计算 时 间 复 杂 度 ， 无 论 侦 历 一 次 链表 和 遍历 两 次 链表 的 时 间 复 杂 度 都 是 0(N)， 
但 上 述 这 个 算法 更 有 技巧 性 。 


很 多 链表 相关 的 算法 题 都 会 用 到 这 个 技巧 ， 比 如 说 力 扣 第 19 题 【删除 链表 的 倒数 第 N 个 结 点 」: 
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19. 删除 链表 的 倒数 第 N 个 结 点 ”labuladong 题解 思路 
难度 中 等 ”由 1506 安 收藏 0 分享” 鸭 切换 为 英文 ”人 自 接收 动态 四 反馈 


给 你 一 个 链表 ， 删 除 链表 的 倒数 第 n 个 结 点 ， 并 且 返 回 链表 的 头 结 点 。 
进 阶 : 你 能 尝试 使 用 一 趟 扫描 实现 吗 ? 


示例 1: 


本 入。 headl = [1 2 .34 人 ， Ns 
输出 : [1,2,3,5] 


我 们 直接 看 解法 代码 : 


// 主义 数 
public ListNode removeNthFromEnd(ListNode head, int n) { 
// 虚拟 头 结 点 
ListNode dummy = new ListNode(-1); 
dummy.next = head; 
// 删除 倒数 第 n 个 ， 要 先 找 倒数 第 n + 1 个 节点 
ListNode x = findFromEnd(dummy, n + 1); 
// 删 掉 倒数 第 n 个 节点 
XanNext = x mnext Next, 
return dummy.next; 


} 
private ListNode findFromEnd(ListNode head, int k) { 


WA 代码 见证 X 
} 


这 个 逻辑 就 很 简单 了 ， 要 删除 倒数 第 n 个 节点 ， 就 得 获得 倒数 第 n + 1 个 节点 的 引用 ， 可 以 用 我 们 实现 的 
findFromEnd 来 操作 。 
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不 过 注意 我 们 又 使 用 了 虚拟 头 结 点 的 技巧 ， ee 情况 ， 比 如 说 链表 总 共有 5 个 节点 ， 
题目 就 让 你 删除 倒数 第 5 个 节点 ， 也 就 是 第 一 个 节点 ， 那 按照 算法 逻辑 ， 应 该 首先 找到 倒数 第 6 个 节点 。 但 
第 一 个 节点 前 面 已 经 没有 节点 了 ， 这 就 会 出 销 。 


但 有 了 我 们 虚拟 节点 dummy 的 存在 ， 就 避免 了 这 个 问题 ， 能 够 对 这 种 情况 进行 正确 的 删除 。 


单 链 表 的 中 所 
这 个 技巧 在 前 文 双 指针 技巧 汇总 写 过 ， 如 果 看 过 的 读者 可 以 跳 过 


力 扣 第 876 题 【链表 的 中 间 结 点 」 就 是 这 个 题目 ， a au n， 
规 方法 也 是 先 遍历 链表 计算 n， 再 遍历 一 次 得 到 第 mn / 2 个 节点 ， 也 就 是 中 间 节 点 。 


如 果 想 一 次 遍历 就 得 到 中 间 节 点 ， 也 需要 页 点 小 聪明 ， 使 用 『「 快 慢 指 针 」 的 技巧 : 
我 们 让 两 个 指针 s Low 和 fast 分 别 指向 链表 头 结 点 head。 


每 当 慢 指针 sLow 前 进一步 ， 快 指针 fast 就 前 进 两 步 ， 这 样 ， 当 Tast 走 到 链表 末尾 时 ，sLow 就 指向 了 链 
表 中 点 。 


上 述 思路 的 代码 实现 如 下 : 


ListNode middleNode(ListNode head) { 


// 快慢 指针 初始 化 指向 head 

ListNode slow = head, fast = head; 

peE 快 指针 走 到 未 尾 时 停止 

while (fast != nuLL && fast.next != nuLL) { 
// 慢 指 针 走 一 步 ， 快 指针 走 两 步 
slow slow.next; 


fast fast.next.next; 


} 


// 慢 指 针 指 向 中 点 
return slow; 


需要 注意 的 是 ， 如 果 链 表 长 度 为 偶数 ， 也 就 是 说 中 点 有 两 个 的 时 候 ， 我 们 这 个 解法 返回 的 节点 是 靠 后 的 那个 
节点 


Wo 


另外 ， 这 段 代 码 稍 加 修改 就 可 以 直接 用 到 判断 链表 成 环 的 算法 题 上 。 


判断 链表 是 否 包含 环 
这 个 技巧 也 在 前 文 双 指 针 技巧 汇总 写 过 ， 如 果 看 过 的 读者 可 以 跳 过 。 
判断 链表 是 否 包含 环 属于 经 典 问题 了 ， 解 决 方案 也 是 用 快慢 指针 : 
每 当 慢 指针 s Low 前 进一步 ， 快 指针 fast 就 前 进 两 步 。 
如 果 fast 最 终 遇 到 空 指针 ， 说 明 链 表 中 没有 环 ; 如 果 fast 最 终 和 s Low 相遇 ， 那 肯定 是 fast 超过 了 
5s Low 一 圈 ， 说 明 链 表 中 含有 环 。 
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只 需要 把 寻找 链表 中 点 的 代码 稍 加 修改 就 行 了 : 


boolean hasCycle(ListNode head) { 


当然 ， 这 个 问题 还 有 进 阶 版 : 如 果 链 表 中 含有 环 ， 如 何 计算 这 个 环 的 起 点 ? 


// 快慢 指针 初始 化 指向 head 
ListNode slow = head, fast = head; 
// 快 指针 走 到 末尾 时 停止 
while (fast != null && fast.next != nuLL) { 
// 慢 指针 走 一 步 ， 快 指针 走 两 步 
slow = SLOw.next， 
fast = fast.next.next， 
// 快慢 指针 相遇 ， 说 明 含 有 环 
人 (SEO 天 三 三 二 as) 天光 
return true; 
} 
} 
// 不 包含 环 
return false; 


这 里 简单 提 一 下 解法 : 


ListNode detectCycle(ListNode head) { 


ListNode fast, slow; 

fast = slow = head; 

while (fast != null && fast.next != nuLL) { 
fast = fast,.next,.next; 
slow = slow.next; 
if (fast == slow) break; 

} 

// 上 面 的 代码 类 似 hasCycle 水 数 

mfrhast. mu last ne mt 
// fast 遇 到 空 指针 说 明 没有 环 
return null; 


Yr 


// 重新 指向 头 结 点 
slow = head ; 
// 快慢 指针 同步 前 进 ， 相 交点 就 是 环 起 点 
while (slow != fast) { 
fast = fast,.next; 
slow = slow.next; 
jr 


return slow; 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


可 以 看 到 ， 当 快慢 指针 相遇 时 ， 让 其 中 任 一 个 指针 指向 头 节点 ， 然 后 让 它 俩 以 相同 速度 前 进 ， 再 次 相遇 时 所 
在 的 节点 位 置 就 是 环 开始 的 位 置 。 
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前 文 双 指针 技巧 汇总 详细 解释 了 其 中 的 原理 ， 这 里 简单 说 一 下 。 


我 们 假设 快慢 指针 相遇 时 ， 慢 指针 s Low 走 了 kK 步 ， 那 么 快 指针 fast 一 定 走 了 2k 步 : 


slow 走 了 k 步 


head NS 相遇 点 


fast 共 走 了 2k 步 


公众 号 : labuladong 


fast 一 定 比 slow 多 走 了 K 步 ， 这 多 走 的 上 步 其 实 就 是 fast 指针 在 环 里 转圈 圈 ， 所 以 上 的 值 就 是 环 长 度 


的 【整数 倍 」 。 


假设 相遇 点 距 环 的 起 点 的 距离 为 mn， 那么 结合 上 图 的 s Low 指针 ， 环 的 起 点 距 头 结 点 head 的 距离 为 k - 
m， 也 就 是 说 如 果 从 head 前 进 k -nm 步 就 能 到 达 环 起 点 。 
巧 的 是 ， 如 果 从 相遇 点 继续 前 进 k -Mm 步 ， 也 恰好 到 达 环 起 点 。 因 为 结合 上 图 的 fast 指针 ， 从 相遇 点 开始 


走 k 步 可 以 转 回 到 相遇 点 ， 那 走 K - nm 步 肯定 就 走 到 环 起 点 了 : 
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点 
K 本 环 起 点 


m 
head 
相遇 点 
公众 号 : labuladong 
所 以 ， 只 要 我 们 把 快慢 指针 中 的 任 一 个 重新 指向 head， 然 后 两 个 指针 同 速 Kk 一 由 步 后 一 定 会 相遇 ， 
相遇 之 处 就 是 环 的 起 点 了 。 
两 个 链表 是 否 相 交 


这 个 问题 有 意思 ， 也 是 力 扣 第 160 题 【相交 链表 」 函数 签名 如 下 : 
ListNode getIntersectionNode(ListNode headA, ListNode headB); 


给 你 输入 两 个 链表 的 头 结 点 headA 和 headB， 这 两 个 链表 可 能 存在 相交 。 
如 果 相交 ， 你 的 算法 应 该 返回 相交 的 那个 节点 ;如果 没 相交 ， 则 返回 null。 
比如 题目 给 我 们 举 的 例子 ， 如 果 输 入 的 两 个 链表 如 下 图 : 


A 人 : 


OA 


那么 我 们 的 算法 应 该 返回 c1 这 个 节点 。 
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这 个 题 直接 的 想法 可 能 是 用 Hashset 记录 一 个 链表 的 所 有 节点 ， 然 后 和 另 一 条 链表 对 比 ， 但 这 就 需要 额外 


的 空间 。 
如 果 不 用 额外 的 空间 ， 只 使 用 两 个 指针 ， 你 如 何 做 呢 ? 
难点 在 于 ， 由 于 两 条 链表 的 长 度 可 能 不 同 ， 两 条 链表 之 间 的 节点 无 法 对 应 : 


^ 国 : 国 : 国 : 国 
s -Ba -3 图: 加 


公众 号 : labuladong 


如 果 用 两 个 指针 p1 和 p2 分 别 在 两 条 链表 上 前 进 ， 并 不 能 同时 走 到 公共 节点 ， 也 就 无 法 得 到 相交 节点 C1。 
解决 这 个 问题 的 关键 是 ， 通 过 某 些 方 式 ， 让 pl 和 p2 能 够 同时 到 达 相 交 节 点 c1。 


所 以 ， 我 们 可 以 让 p1 遍历 完 链表 A 之 后 开始 遍历 链表 B， 让 p2 遍历 完 链表 B 之 后 开始 遍历 链表 A， 这 样 相 
当 于 「 逻 辑 上 」 两 条 链表 接 在 了 一 起 。 


如 果 这 样 进行 拼接 ， 就 可 以 让 pl 和 p2 同时 进入 公共 部 分 ， 也 就 是 同时 到 达 相 交 节 点 C1: 
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^ 国 : 国 : 国 : 国 :加 B33 
s 回国 :加 :图 : 国 : 国 : 国 


公众 号 : labuladong 


那 你 可 能 会 问 ， 如 果 说 两 个 链表 没有 相交 点 ， 是 否 能 够 正确 的 返回 null 呢 ? 
这 个 逻辑 可 以 覆盖 这 种 情况 的 ， 相 当 于 c1 节点 是 null 空 指针 嘛 ， 可 以 正确 返回 null。 


按照 这 个 思路 ， 可 以 写 出 如 下 代码 : 


ListNode getIntersectionNode(ListNode headA，ListNode headB) { 
// pl 指向 A 链表 头 结 点 ，p2 指向 B 链表 头 结 点 
ListNode pl = headA, p2 = headB; 
while (pl != p2) { 
// pl 走 一 步 ， 如 果 走 到 A 链表 末尾 ， 转 到 B 链表 
nu neadBs 
else pl = pl.next; 
// p2 走 一 步 ， 如 果 走 到 B 链表 末尾 ， 转 到 A 链表 


if (p2 == nuLL) p2 = headA; 
else p2 = p2.next; 
和 
return p1; 


这 样 ， 这 道 题 就 解决 了 ， 空 间 复 杂 度 为 0(1)， 时 间 复 杂 度 为 0(N)。 

以 上 就 是 单 链表 的 所 有 技巧 ， 希 望 对 你 有 局 发 。 

2022/1/24 更 新 : 

评论 区 有 不 少 优秀 读者 对 最 后 一 题 「 寻 找 两 条 链表 的 交点 」 提 出 了 一 些 其 他 思路 ， 也 补充 到 这 里 。 


首先 有 读者 提 到 ， 如 果 把 两 条 链表 首尾 相连 ， 那 么 「 寻 找 两 条 链表 的 交点 」 的 问题 转换 成 了 前 面 讲 的 「 寻 找 
环 起 点 」 的 问题 : 
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Es 


说 实话 我 没有 想到 这 种 思路 ， 不 得 不 说 这 是 一 个 很 巧妙 的 转换 ! 


另外 ， 还 有 读者 提 到 ， 既 然 「 寻 找 两 条 链表 的 交点 」 的 核心 在 于 让 pl 和 p2 两 个 指针 能 够 同时 到 达 相 交 节 点 
Cc1， 那 么 可 以 通过 预先 计算 两 条 链表 的 长 度 来 做 到 这 一 点 ， 具 体 代 码 如 下 : 


public ListNode getIntersectionNode(ListNode headA, ListNode headB) { 
int lenA = 0, lenB = 0; 
// 计算 两 条 链表 的 长 度 


for (ListNode pl = headA; pl != null; pl = pl.next) { 
lenA+t+; 

J 

for (ListNode p2 = headB; p2 != null; p2 = p2.next) + 
LenB++， 

J 


// 让 pl 和 p2 到 达 尾 部 的 距离 相同 
ListNode pl = headA, p2 = headB; 
if (lenA > lenB) { 
for (int i = 0; i < lenA - lenB; i++) { 
pl = pl.next; 
} 
} else { 
for (int i = 0; i < lenB - lenA; i++) { 
p2°—" D2:next, 
} 
} 
// 看 两 个 指针 是 否 会 相同 ，p1 == p2 时 有 两 种 情况 : 
// 1、 要 么 是 两 条 链表 不 相交 ， 他 俩 同时 走 到 尾部 空 指针 
// 2、 要 么 是 两 条 链表 相交 ， 他 俩 走 到 两 条 链表 的 相交 点 
while (pl != p2) { 
pl = pl.next; 
p2 = p2.next; 
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} 


return p1， 


虽然 代码 多 一 些 ， 但 是 时 间 复 杂 度 是 还 是 0(N) ， 而 且 会 更 容易 理解 一 些 。 

总 之 ， 我 的 解法 代码 并 不 一 定 就 是 最 优 或 者 最 正确 的 ， 鼓 励 大 家 在 评论 区 多 多 提出 自己 的 疑问 和 思考 ， 我 也 
很 高 兴 和 大 家 探讨 更 多 的 解 题 思路 ~ 

如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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\ Le hy =| ey 
链表 操作 的 化 归 思 维 一 抠 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
206. 反 转 链表 (简单 ) 

92. 反 转 链表 1 (中等) 


反 转 单 链 表 的 迭代 实现 不 是 一 个 困难 的 事情 ， 但 是 递归 实现 就 有 扣 难 度 了 ， 如 果 再 加 一 点 难度 ， 让 你 仅仅 反 
转 单 链表 中 的 一 部 分 ， 你 是 否 能 够 递归 实现 呢 ? 


本 文 就 来 由 浅 入 深 ，step by step 地 解决 这 个 问题 。 如 果 你 还 不 会 递归 地 反 转 单 链表 也 没关系 ， 本 文 会 从 递 
归 反 转 整个 单 链表 开始 拓展 ， 只 要 你 明白 单 链 表 的 结构 ， 相 信 你 能 够 有 所 收获 。 


// 单 链表 节点 的 结构 
public class ListNode { 
int val; 
ListNode next; 
ListNode(int x) { val = x; } 


什么 叫 反 转 单 链表 的 一 部 分 呢 ， 就 是 给 你 一 个 索引 区 间 ， 让 你 把 单 链表 中 这 部 分 元 素 反 转 ， 其 他 部 分 不 变 。 
看 下 力 扣 第 92 题 【 反 转 链表 IN : 
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92. 反 转 链表 || ”labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 ( 1162 六 [DO 又 fal 口 


给 你 单 链表 的 头 指 针 head 和 两 个 整数 left 和 right ,其 中 left <= right 
。 请 你 反 转 从 位 置 left 到 位 置 right 的 链表 节点 ， 返 回 反 转 后 的 链表 。 


示例 1: 


输入 : head = [1,2,3,4,5], left = 2, right = 4 
输出 : [1,4,3,2,5] 


注意 这 里 的 索引 是 从 1 开始 的 。 和 迭代 的 思路 大 概 是 : 先 用 一 个 for 循环 找到 第 m 个 位 置 ， 然 后 再 用 一 个 for 循 
环 将 m 和 之 间 的 元 素 反 转 。 但 是 我 们 的 递归 解法 不 用 一 个 for 循环 ， 纯 递归 实现 反 转 。 


和 迭代 实现 思路 看 起 来 虽然 简单 ， 但 是 细节 问题 很 多 的 ， 反 而 不 容易 写 对 。 相 反 ， 递 归 实 现 就 很 简洁 优美 ， 下 
面 就 由 浅 入 深 ， 先 从 反 转 整个 单 链表 说 起 。 


一 、 递 归 反 转 整 个 链表 


这 也 是 力 扣 第 206 题 【 反 转 链表 」 ， 递 归 反 转 单 链表 的 算法 可 能 很 多 读者 都 听 说 过 ， 这 里 详细 介绍 一 下 ， 直 
接 看 代码 实现 : 


ListNode reverse(ListNode head) { 
if (head == null || head.next == nuLL) { 
return head; 
} 
ListNode last = reverse(head.next); 
head.next.next = head; 
head.next = null; 
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return last; 


看 起 来 是 不 是 感觉 不 知 所 云 ， 完 全 不 能 理解 这 样 为 什么 能 够 反 转 链 表 ? 这 就 对 了 ， 这 个 算法 常常 拿 来 显示 递 
归 的 巧妙 和 优美 ， 我 们 下 面 来 详细 解释 一 下 这 上 段 代 码 。 


对 于 递归 算法 ， 最 重要 的 就 是 明确 递归 遂 数 的 定义 。 具 体 来 说 ， 我 们 的 reverse 函数 定义 是 这 样 的 : 
输入 一 个 节点 head， 将 「 以 head 为 起 点 」 的 链表 反 转 ， 并 返回 反 转 之 后 的 头 结 点 。 
明白 了 函数 的 定义 ， 再 来 看 这 个 问题 。 比 如 说 我 们 想 反 转 这 个 链表 : 


head 


公众 号 : labuladong 


那么 输入 reverse(head) 后 ， 会 在 这 里 进行 递归 : 
ListNode last = reverse(head.next); 


不 要 跳 进 递归 (你 的 脑袋 能 压 几 个 栈 呀 ? ) ， 而 是 要 根据 刚才 的 遂 数 定义 ， 来 弄 清楚 这 上段 代码 会 产生 什么 结 
果 : 
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head 


! 
->reverse( »| 3 |>| 4 | 2 > [6 |» NULL 
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这 个 reverse (head.next) 执行 完成 后 ， 整 个 链表 就 成 了 这 样 : 


a | 
1» [2 klskla lls ke 
v 
NULL 


公众 号 : labuladong 


并 且 根 据 孙 数 定 义 ，reverse 图 数 会 返回 反 转 之 后 的 头 结 点 ， 我 们 用 变量 Last 接收 了 。 
现在 再 来 看 下 面 的 代码 : 


head.next.next = head; 
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head last 
/ 
kk [se) 
X 
NULL 


head.next.next = head 
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接 下 来 : 


head.next = null; 
return last; 


head.next = null 


head last 


NULL<- * Ee ey 


公众 号 : labuladong 


神 不 神奇 ， 这 样 整个 链表 就 反 转 过 来 了 ! 递归 代码 就 是 这 么 简洁 优雅 ， 不 过 其 中 有 两 个 地 方 需要 注意 : 


1、 递 归 函 数 要 有 base case， 也 就 是 这 句 : 
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if (head.next == null) return head; 


意思 是 如 果 链 表 只 有 一 个 节点 的 时 候 反 转 也 是 它 自己 ， 直 接 返 回 即 可 。 


2、 当 链表 递归 反 转 之 后 ， 新 的 头 结 点 是 Last， 而 之 前 的 head 变 成 了 最 后 一 个 节点 ， 别 忘 了 链表 的 末尾 要 
指向 null: 


head.next = null; 


理解 了 这 两 点 后 ， 我 们 就 可 以 进一步 深入 了 ， 接 下 来 的 问题 其 实 都 是 在 这 个 算法 上 的 扩展 。 


二 、 反 转 链表 前 N 个 市 点 


这 次 我 们 实现 一 个 这 样 的 函数 : 


// 将 链表 的 前 n 个 节点 反 转 (n <= 链表 长 度 ) 
ListNode reverseN(ListNode head, int n) 


比如 说 对 于 下 图 链表 ， 执 行 reverseN(head，3): 


head 


reverse(head, 3):; 
返回 这 个 节点 


ee 贺 15d| > 6 -> NULL 
a ol 
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解决 思路 和 反 转 整个 链表 差不多 ， 只 要 稍 加 修改 即 可 : 


ListNode successor = null; // 后 驱 节 点 


// 反 转 以 head 为 起 点 的 n 个 节点 ， 返 回 新 的 头 结 点 
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ListNode reverseN(ListNode head, int n) { 
ne (mi ee 1 A 
// 记录 第 n + 1 个 节点 
successor = head.next; 
return head; 
} 
// 以 head.next 为 起 点 ， 需 要 反 转 前 n - 1 个 节点 
ListNode Last = reverseN(head.next, n 一 1); 


head .next.next = head; 

// 让 反 转 之 后 的 head 节点 和 后 面 的 节点 连 起 来 
head.next = successor.; 

return last; 


具体 的 区 别 : 
1、base case 变 为 n == 1， 反 转 一 个 元 素 ， 就 是 它 本 身 ， 同 时 要 记录 后 驱 节点 。 


2、 刚 才 我 们 直接 把 head.next 设置 为 null， 因 为 整个 链表 反 转 后 原来 的 head 变 成 了 整个 链表 的 最 后 一 个 
节点 。 但 现在 head 节点 在 递归 反 转 之 后 不 一 定 是 最 后 一 个 节点 了 ， 所 以 要 记录 后 驱 Successor (第 n+1 
个 节点 ) ， 反 转 之 后 将 head 连接 上 。 


bead last successor 


2 > 5| > 6 -> NULL 
ew 


六 
> 
dl0 


: labuladong 


OK， 如 果 这 个 函数 你 也 能 看 懂 ， 就 离 实现 【 反 转 一 部 分 链表 1 不 远 了 。 


三 、 反 转 链 表 的 一 部 分 


现在 解决 我 们 最 开始 提出 的 问题 ， 给 一 个 索引 区 间 [m,n] (索引 从 1 开始 ) ， 仅 仅 反 转 区 间 中 的 链表 元 素 。 


ListNode reverseBetween(ListNode head, int m, int n) 
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首先 ， 如 果 m == 1， 就 相当 于 反 转 链表 开头 的 n 个 元 素 嘛 ， 也 就 是 我 们 刚才 实现 的 功能 : 


ListNode reverseBetween(ListNode head, int m, int n) { 
// base case 
PXIEEE LU 
// 相当 于 反 转 前 n 个 元 素 


return reverseN(head, n); 


如 果 m != 1 怎么 办 ? 如 果 我 们 把 head 的 索引 视 为 1， 那 么 我 们 是 想 从 第 m 个 元 素 开始 反 转 对 吧 ; 如 果 把 
head.next 的 索引 视 为 1 呢 ? 那 么 相对 于 head.next， 反 转 的 区 间 应 该 是 从 第 m - 1 个 元 素 开始 的 ;那么 
对 于 head .next, next 呢 .… 


区 别 于 迭代 思想 ， 这 就 是 递归 思想 ， 所 以 我 们 可 以 完成 代码 : 


ListNode reverseBetween(ListNode head, int m, int n) { 
// base case 
if = 
return reverseN(head, n); 
} 


1 /1 半生、 十 云 || 所 左 奢 碳 妃 土 刁 上 名 巾 忆 hacAa racna 
// 表 进 审 及 转 的 起 癌 般 太 base case 


head.next = reverseBetween(head.next, m—- 1, n - 1); 
return head; 


至 此 ， 我 们 的 最 终 大 BOSS 就 被 解决 了 。 


四 、 最 后 总 结 


递归 的 思想 相对 迭代 思想 ， 稍 微 有 点 难以 理解 ， 处 理 的 技巧 是 : 不 要 跳 进 递归 ， 而 是 利用 明确 的 定义 来 实现 
算法 逻辑 。 


处 理 看 起 来 比较 困难 的 问题 ， 可 以 尝试 化 整 为 零 ， 把 一 些 简 单 的 解法 进行 修改 ， 解 决 困难 的 问题 。 


值得 一 提 的 是 ， 递 归 操作 链表 并 不 高 效 。 和 和 迭代 解法 相 比 ， 虽 然 时 间 复 杂 度 都 是 O(IN)， 但 是 迭代 解法 的 空间 
复杂 度 是 0(1)， 而 递归 解法 需要 堆栈 ， 空 间 复 杂 度 是 O(N) 。 所 以 递归 操作 链表 可 以 作为 对 递归 算法 的 练习 或 
者 拿 去 和 小 伙伴 装 逼 ， 但 是 考虑 效率 的 话 还 是 使 用 迭代 算法 更 好 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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1.3 队列 / 栈 


常言 道 : 队列 和 栈 是 操作 受 限 的 数据 结构 。 
为 什么 这 样 说 呢 ? 因为 队列 和 栈 底层 就 是 数组 和 链表 封装 的 。 


数组 和 链表 本 身 的 操作 可 以 花 里 胡 哨 ， 但 队列 和 栈 只 给 你 暴露 头 尾 操作 的 API， 这 可 不 就 是 操作 受 限 的 数据 
结构 么 。 


就 算法 题 的 角度 来 看 ， 队 列 和 栈 的 题目 并 不 是 很 多 ， 队 列 主要 用 在 BFS 算法 ， 栈 主要 用 在 括号 相关 的 问题 。 


公众 号 标签 : 队列 和 栈 
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队列 实现 栈 以 及 栈 实 现 队 列 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


公众 号 @labuladong B 站 | @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
232. 用 栈 实现 队列 (简单 ) 
225. 用 队列 实现 栈 (简单 ) 


队列 是 一 种 先进 先 出 的 数据 结构 ， 栈 是 一 种 先进 后 出 的 数据 结构 ， 形 象 一 点 就 是 这 样 : 


人 


队 头 队 尾 


队列 栈 


公众 号 : labuladong 


这 两 种 数据 结构 底层 其 实 都 是 数组 或 者 链表 实现 的 ， 只 是 API 限定 了 它们 的 特性 ， 那 么 今天 就 来 看 看 如 何 使 
用 『 栈 」 的 特性 来 实现 一 个 『 队 列 J ， 如 何 用 「 队 列 」 实现 一 个 【 栈 」 。 


一 、 用 栈 实现 队列 


力 扣 第 232 题 “用 栈 实现 队列 」 让 我 们 实现 的 API 如 下 : 
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class MyQueue { 


/ 六 站 添加 元 素 到 队 尾 x*/ 
public void push(int x) 


/# 米 删除 队 头 的 元 素 并 返回 */ 
public int pop(); 


/# 米 返回 队 头 元 素 x*/ 
public int peek(); 


/# 烤 判断 队列 是 否 为 空 */ 
public boolean empty(); 


我 们 使 用 两 个 栈 51， s2 就 能 实现 一 个 队列 的 功能 (这样 放置 栈 可 能 更 容易 理解 ) : 


队 头 队 尾 


双 材 实现 的 队列 
公众 号 : labuladong 


class MyQueue { 
private Stack<Integer> sl1l, s2; 


public MyQueue() { 
sl1 = new Stack<>(); 
s2 = new Stack<>(); 
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当 调 用 push 让 元 素 入 队 时 ， 只 要 把 元 素 压 入 51 即 可 ， 比 如 说 push 进 3 个 元 素 分 别 是 1,2,3， 那 么 底层 结 
构 就 是 这 样 : 


队 头 队 尾 


0 


SS 
双 材 实现 的 队列 
公众 号 : labuladong 


/** 添加 元 素 到 队 尾 x*/ 

public void push(int x) { 
sl.push(x); 

} 


那么 如 果 这 时 候 使 用 peek 查看 队 头 的 元 素 怎么 办 呢 ? 按 道理 队 头 元 素 应 该 是 1， 但 是 在 s1 中 1 被 压 在 栈 
底 ， 现 在 就 要 轮 到 s2 起 到 一 个 中 转 的 作用 了 : 当 s2 为 空 时 ， 可 以 把 s1 的 所 有 元 素 取 出 再 添加 进 52， 这 时 
候 s2 中 元 素 就 是 先进 先 出 顺序 了 。 
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队 头 队 尾 
| 
S2 S1 


双 枝 实现 的 队列 
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/ 冰 返回 队 头 元 素 */ 
public int peek() { 
if (s2.isEmpty()) 
尹 重 把 天 着 元 寺 压 六 王 52 
while (!s1.isEmpty()) 
s2.push(s1.pop()); 
return s2.peek(); 


同 理 ， 对 于 pop 操作 ， 只 要 操作 52 就 可 以 了 。 


/ 六 * 删除 队 头 的 元 素 并 返回 */ 
public int pop() { 
// 先 调用 peek 保证 s2 非 空 
peek( ) ; 
return s2.pop(); 


最 后 ， 如 何 判断 队列 是 否 为 空 呢 ? 如 果 两 个 栈 都 为 空 的 话 ， 就 说 明 队列 为 空 : 


/# 半 判断 队列 是 否 为 空 */ 
public boolean empty() { 

return sl1.isEmpty() && s2.isEmpty(); 
} 


至 此 ， 就 用 栈 结构 实现 了 一 个 队列 ， 核 心思 想 是 利用 两 个 栈 互相 配合 。 
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值得 一 提 的 是 ， 这 几 个 操作 的 时 间 复 杂 度 是 多 少 呢 ? 有 点 意思 的 是 peek 操作 ， 调 用 它 时 可 能 触发 while 循 
环 ， 这 样 的 话 时间 复 杂 度 是 O(N)， 但 是 大 部 分 情况 下 while 循环 不 会 被 触发 ， 时 间 复 杂 度 是 0(1)。 由 于 
pop 操作 调用 了 peek， 它 的 时 间 复 杂 度 和 peek 相同 。 


像 这 种 情况 ， 可 以 说 它们 的 最 坏 时 间 复 杂 度 是 O(N)， 因 为 包含 while 循环 ， 可 能 需要 从 s1 往 52 搬移 元 
素 。 


但 是 它们 的 均 摊 时 间 复 杂 度 是 0(1)， 这 个 要 这 么 理解 : 对 于 一 个 元 素 ， 最 多 只 可 能 被 搬运 一 次 ， 也 就 是 说 
peek 操作 平均 到 每 个 元 素 的 时 间 复 杂 度 是 0(1)。 


二 、 用 队列 实现 枝 
如 果 说 双 栈 实现 队列 比较 巧妙 ， 那 么 用 队列 实现 栈 就 比较 简单 粗暴 了 ， 只 需要 一 个 队列 作为 底层 数据 结构 。 


力 扣 第 25 题 【用 队列 实现 栈 」 让 我 们 实现 如 下 APl: 


class MyStack { 


/** 添加 元 素 到 栈 顶 */ 
public void push(int x) 


/# 删除 栈 顶 的 元 素 并 返回 */ 
public int pop(); 


/* 水 返回 栈 顶 元 素 */ 
puble ent top( 


/* 炒 判断 栈 是 否 为 空 */ 
public boolean empty(); 


先 说 push API， 直 接 将 元 素 加 入 队列 ， 同 时 记录 队 尾 元 素 ， 因 为 队 尾 元 素 相 当 于 栈 顶 元 素 ， 如 果 要 top 查 
看 栈 顶 元 素 的 话 可 以 直接 返回 : 


class MyStack { 
Queue<Integer> q = new LinkedList<>(); 
unt topneltem = 0 


/ 洒 六 添加 元 素 到 栈 顶 */ 

public void push(int x) { 
// X 是 队列 的 队 尾 ， 是 栈 的 栈 顶 
q.offer(x); 
top_elem = x; 


} 


/# 米 返回 栈 顶 元 素 */ 
public int top() { 
return top_elem; 


hr 
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我 们 的 底层 数据 结构 是 先进 先 出 的 队列 ， 每 次 pop 只 能 从 队 头 取 元 素 ， 但 是 栈 是 后 进 先 出 ， 也 就 是 说 pop 
API 要 从 队 尾 取 元 素 : 


枝 顶 元 素 


公众 号 : labuladong 


解决 方法 简单 粗暴 ， 把 队列 前 面 的 都 取出 来 再 加 入 队 尾 ， 让 之 前 的 队 尾 元 素 排 到 队 头 ， 这 样 就 可 以 取出 了 : 


队 头 


队 尾 


公众 号 : labuladong 


/#k 半 删除 栈 顶 的 元 素 并 返回 */ 
public int pop() { 
int size = gq.size(); 
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while (size > 1) { 
q.offer(qg.poll()); 
Si1Ze——} 

J 

// 之 前 的 队 尾 元 素 已 经 到 了 队 头 

return q.poll(); 


这 样 实现 还 有 一 点 小 问题 就 是 ， 原 来 的 队 尾 元 素 被 提 到 队 头 并 删除 了 ， 但 是 top_elem 变量 没有 更 新 ， 我 们 
还 需要 一 点 小 修改 : 


/# 冰 删除 栈 顶 的 元 素 并 返回 */ 
public int pop() { 
int size = gq.size(); 
/ 留 下 队 尾 2 个 元 素 
while (size > 2) { 
q.offer(qg.poll()); 
Size——; 
} 
// 记录 新 的 队 尾 元 素 
top_elem = q.peek(); 
q.offer(q.poLL() ) ; 
// 删除 之 前 的 队 尾 元 素 
return q.poll(); 


最 后 ，API empty 就 很 容易 实现 了 ， 只 要 看 底层 的 队列 是 否 为 空 即 可 : 


/# 冰 判断 栈 是 否 为 空 x*/ 
public boolean empty() { 

return q.isEmpty(); 
} 


很 明显 ， 用 队列 实现 栈 的 话 ，pop 操作 时 间 复 杂 度 是 O(N)， 其 他 操作 都 是 0(1)。 
个 人 认为 ， 用 队列 实现 栈 是 没 蛤 亮点 的 问题 ， 但 是 用 双 栈 实现 队列 是 值得 学 习 的 。 
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队 头 队 尾 


Gl 


S1 


双 枝 实现 的 队列 


公众 号 : labuladong 
从 栈 s1 搬运 元 素 到 52 之 后 ， 元 素 在 52 中 就 变 成 了 队列 的 先进 先 出 顺序 ， 这 个 特性 有 点 类 似 「 负 负 得 
正 | ， 确 实 不 大 容易 想到 。 
希望 本 文 对 你 有 帮助 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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一 文 秒杀 三 道 括号 题目 


© Stars 103k 知 @labuladong 公众 号 @labuladong B 站 " @labuladong 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
20. 有 效 的 括号 (简单 ) 

921. 使 括号 有 效 的 最 小 添加 (中 等 ) 

1541. 平衡 括号 串 的 最 少 插入 (中 等 ) 


判断 有 效 括号 串 


对 括号 的 有 效 性 判断 多 次 在 笔试 中 出 现 ， 现 实 中 也 很 常见 ， 比 如 说 我 们 写 的 代码 ， 编 辑 器 会 检查 括号 是 否 正 
确 闭 合 。 而 且 我 们 的 代码 可 能 会 包含 三 种 括号 [] ( ){}， 判 断 起 来 有 一 点 难度 。 


来 看 一 看 力 扣 第 20 题 【有 效 的 括号 ， 输 入 一 个 字符 串 ， 其 中 包含 [] ( ) {7 六 种 括号 ， 请 你 判断 这 个 字符 
串 组 成 的 括号 是 否 有 效 。 


举 几 个 例子 : 
Lo (lt 
Output: true 


Tnoutsn Oh) 
Output: false 


Trt 全 上 贞 到 
Output: true 


解决 这 个 问题 之 前 ， 我 们 先 降 低 难度 ， 思 考 一 下 ， 如 果 只 有 一 种 括号 ( ) ， 应 该 如 何 判断 字符 串 组 成 的 括号 是 
否 有 效 呢 ? 


假设 字符 串 中 只 有 圆 括号 ， 如 果 想 让 括号 字符 串 有 效 ， 那 么 必须 做 到 : 
每 个 右 括 号 ) 的 左边 必须 有 一 个 左 括号 ( 和 它 匹配 。 
比如 说 字符 串 ( ) ) ) ( ( 中 ， 中 间 的 两 个 右 括号 左边 就 没有 左 括号 匹配 ， 所 以 这 个 括号 组 合 是 无 效 的 。 
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那么 根据 这 个 思路 ， 我 们 可 以 写 出 算法 : 


bool isValid(string str) { 
// 待 匹 配 的 左 括号 数量 
int left = 0; 
for (mt = 0 tr olze( rr 
a (SI (at 
ef 
} else 1{ 
// 遇 到 右 括 号 
left——; 


} 


// 右 插 号 太 多 
jh left =D 
[eurnnaitalse， 
J 
// 是 否 所 有 的 左 括号 都 被 匹配 了 
return Left == 0; 


如 果 只 有 圆 括号 ， 这 样 就 能 正确 判断 有 效 性 。 对 于 三 种 括号 的 情况 ， 我 一 开始 想 模仿 这 个 思路 ， 定 义 三 个 变 
量 Left1，Left2，Left3 分 别处 理 每 种 括号 ， 虽 然 要 多 写 不 少 if else 分 支 ， 但 是 似乎 可 以 解决 问题 。 


但 实际 上 直接 照搬 这 种 思路 是 不 行 的 ， 比 如 说 只 有 一 个 括号 的 情况 下 ( ( ) ) 是 有 效 的 ， 但 是 多 种 括号 的 情况 
下 ，[ (1) 显然 是 无 效 的 。 


仅仅 记录 每 种 左 括号 出 现 的 次 数 已 经 不 能 做 出 正确 判断 了 ， 我 们 要 加 大 存储 的 信息 量 ， 可 以 利用 栈 来 模仿 类 
似 的 思路 。 栈 是 一 种 先进 后 出 的 数据 结构 ， 处 理 括 号 问题 的 时 候 尤 其 有 用 。 


我 们 这 道 题 就 用 一 个 名 为 Left 的 栈 代 蔡 之 前 思路 中 的 Left 变量 ， 遇 到 左 括号 就 入 栈 ， 遇 到 右 括号 就 去 栈 
中 寻找 最 近 的 左 括号 ， 看 是 否 匹配 : 


bool isValid(string str) { 
stack<char> left; 
for (enar ce oteret 
GE 
Left.push(c) ; 
else { // 字符 c 是 右 括号 
if (!left.empty() &S& left0Of(c) == left.top()) 
left. pop(); 
else 
// 和 最 近 的 左 括号 不 匹配 
return false; 
} 
} 
// 是 否 所 有 的 左 括号 都 被 匹配 了 
return Left.empty () ; 
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char leftOf(char c) { 
I 0 return ee, 
ECGTEE VSEURN 
return '['; 


接 下 来 讲 另外 两 个 常见 的 问题 ， 如 何 通过 最 小 的 插入 次 数 将 括号 变 成 有 效 的 ? 
平衡 括号 串 (一 ) 
先 来 个 简单 的 ， 力 扣 第 921 题 【使 括号 有 效 的 最 少 添加 : 


给 你 输入 一 个 字符 串 5， 你 可 以 在 其 中 的 任意 位 置 插入 左 括号 ( 或 者 右 括号 )， 请 问 你 最 少 需要 几 次 插入 才 
能 使 得 5 变 成 一 个 有 效 的 括号 串 ? 


比如 说 输入 s =“())("， 算 法 应 该 返回 2， 因 为 我 们 至 少 需要 插入 两 次 把 s 变 成 "( ( ) ) ( )"， 这 样 每 个 左 
括号 都 有 一 个 右 括号 匹配 ，s 是 一 个 有 效 的 括号 串 。 


这 其 实 和 前 文 的 判断 括号 有 效 性 非常 类 似 ， 我 们 直接 看 代码 : 


int minAddToMakeValid(string s) { 
// res 记录 插入 次 类 
Unt nes = 0 
// need 变量 记录 右 括号 的 需求 量 
int need = 0; 


for (int i = 0; i < s.size(); i++) { 
i (SI = MD a 
// 对 右 括号 的 需求 + 1 


need++， 


} 
Slat 
// 对 右 括号 的 需求 ~ 1 
need——; 
if (need == -1) { 
need = 0; 
// 需 插入 一 个 左 括号 
reS++， 


} 


return res + need ; 


这 上段 代码 就 是 最 终 解法 ， 核 心思 路 是 以 左 括号 为 基准 ， 通 过 维护 对 右 括号 的 需求 数 need， 来 计算 最 小 的 插入 
次 数 。 需 要 注意 两 个 地 方 : 
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1、 当 need == -1 的 时 候 意 味 着 什么 ? 

因为 只 有 遇 到 右 括 号 ) 的 时 候 才 会 need--，need == -1 意味 着 右 括号 太 多 了 ， 所 以 需要 插入 左 括号 。 
比如 说 s = “)) ”这 种 情况 ， 需 要 插入 2 个 左 括号 ， 使 得 5 变 成 “( ) ( ) ”， 才 是 一 个 有 效 括号 串 。 

2、 算 法 为 什么 返回 res + need? 


因为 res 记录 的 左 括号 的 插入 次 数 ，need 记录 了 右 括号 的 需求 ， 当 for 循环 结束 后 ， 若 need 不 为 0， 那么 
就 意味 着 右 括号 还 不 够 ， 需 要 插入 。 


比如 说 s =“))(” 这 种 情况 ， 插 入 2 个 左 括号 之 后 ， 还 要 再 插入 1 个 右 括号 ， 使 得 5 变 成 "()()()", 才 
是 一 个 有 效 括号 串 。 


以 上 就 是 这 道 题 的 思路 ， 接 下 来 我 们 看 一 道 进 阶 题目 ， 如 果 左 右 括 号 不 是 11 配 对 ， 会 出 现 什 么 问题 呢 ? 
平衡 括号 串 (二 ) 

这 是 力 扣 第 1541 题 【平衡 括号 字符 串 的 最 少 插入 次 数 」 : 

现在 假设 1 个 左 括号 需要 匹配 2 个 右 括号 才 叫 做 有 效 的 括号 组 合 ， 那 么 给 你 输入 一 个 括号 串 5， 请 问 你 如 何 
计算 使 得 s 有 效 的 最 小 插入 次 数 呢 ? 

核心 思路 还 是 和 刚才 一 样 ， 通 过 一 个 need 变量 记录 对 右 括 号 的 需求 数 ， 根 据 need 的 变化 来 判断 是 否 需要 
插入 。 


第 一 步 ， 我 们 按照 刚才 的 思路 正确 维护 need 变量 : 


int minInsertions(string s) { 


by 


1 nn HH 2 口 也 日 -天才 王 
// need 记录 需 右 括号 的 需 


int res = 0, need = 0; 


form(int no olze( er) 


// 一 个 左 括号 对 应 两 个 右 括号 
i CS ail = (a 
need += 2; 


if (S[i == ')') { 


return res + need ; 


现在 想 一 想 ， 当 need 为 什么 值 的 时 候 ， 我 们 可 以 确定 需要 进行 插入 ? 
首先 ， 类 似 第 一 题 ， 当 need == -1 时 ， 意 味 着 我 们 遇 到 一 个 多 余 的 右 插 号 ， 显 然 需要 插入 一 个 左 括号 。 


比如 说 当 s = “)"， 我 们 肯定 需要 插入 一 个 左 括号 让 5 ="( )"， 但 是 由 于 一 个 左 括号 需要 两 个 右 括号 ， 所 
以 对 右 括 号 的 需求 量变 为 1: 
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if (s[i] == ')') 1{ 


need=——» 
// 说 明 右 括号 太 多 了 
if (need == -1) { 
// 需要 插入 一 个 左 括号 
res++; 
// 同时 ， 对 右 括号 的 需求 变 为 1 
need = 1; 
jf 


另外 ， 当 遇 到 左 括号 时 ， 若 对 右 括 号 的 需求 量 为 奇数 ， 需 要 插入 1 个 右 括号 。 因 为 一 个 左 括号 需要 两 个 右 括 


号 嘛 ， 右 括号 的 需求 必须 是 偶数 ， 这 一 点 也 是 本 题 的 难点 。 
所 以 遇 到 左 括号 时 要 做 如 下 判断 : 


i (SI es "(0 A 
need += 2; 
(meed 2 1 
// 插入 一 个 右 括号 
res++; 
// 对 右 括号 的 需求 减 
need==，; 
} 
} 


综 上 ， 我 们 可 以 写 出 正确 的 代码 : 
int minInsertions(string s) { 
int res = 0, need = 0; 


home(ant 0 < ole er) 
Sl es (a 


need += 2; 
h(need > Tr 
reS++， 
need=—; 
} 
} 
f(s et 
need=—; 
if (need == -1) { 
reS++， 
need = 1; 
} 
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return res + need ; 


综 上 ， 三 道 括号 相关 的 问题 就 解决 了 ， 其 实 我 们 前 文 有 效 括号 生成 算法 也 是 括号 相关 的 问题 ， 但 是 使 用 的 回 
溯 算 法 技巧 ， 和 本 文 的 几 道 题 差别 还 是 蛮 大 的 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 去 看 看 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 ; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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单调 枝 结 构 解 决 三 道 算 法 题 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


号 @labuladong Bi 站 @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

496. 下 一 个 更 大 元 素 | (简单 ) 

503. 下 一 个 更 大 元 素 || (中 等 ) 

739. 每 日 温度 (中 等 ) 

栈 (stack) 是 很 简单 的 一 种 数据 结构 ， 先 进 后 出 的 逻辑 顺序 ， 符 合 某 些 问题 的 特点 ， 比 如 说 函数 调用 栈 。 


单调 栈 实际 上 就 是 栈 ， 只 是 利用 了 一 些 巧妙 的 逻辑 ， 使 得 每 次 新 元 素 入 栈 后 ， 栈 内 的 元 素 都 保持 有 序 (单调 
递增 或 单调 递减 ) 。 


听 起 来 有 点 像 堆 (heap) ? 不 是 的 ， 单 调 栈 用 途 不 太 广 泛 ， 只 处 理 一 种 典型 的 问题 ， 叫 做 Next Greater 
Element。 本 文 用 讲解 单调 队列 的 算法 模版 解决 这 类 问题 ， 并 且 探 讨 处 理 「 循 环 数组 的 策略 。 


单调 栈 模 板 
现在 给 你 出 这 么 一 道 题 


给 你 一 个 数组 nums， 请 你 返回 一 个 等 长 的 结果 数组 ， 结 果 数 组 中 对 应 索引 存储 着 下 一 个 更 大 元 素 ， 如 果 没 有 
更 大 的 元 素 ， 就 存 -1。 


遂 数 签名 如 下 : 
vector<int> nextGreaterElement (vector<int>& nums); 


比如 说 ， 输 入 一 个 数组 nums = [2,1,2,4,3]， 你 返回 数组 [4,2,4,-1,-1]。 


解释 : 第 一 个 2 后 面 比 2 大 的 数 是 4; 1 后 面 比 1 大 的 数 是 2; 第 二 个 2 后 面 比 2 大 的 数 是 4; 4 后 面 没有 比 4 
大 的 数 ， 填 -1，3 后 面 没 有 比 3 大 的 数 ， 填 -1。 


这 道 题 的 暴力 解法 很 好 想到 ， 就 是 对 每 个 元 素 后 面 都 进行 扫描 ， 找 到 第 一 个 更 大 的 元 素 就 行 了 。 但 是 暴力 解 
法 的 时 间 复 杂 度 是 0(n^2)。 
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这 个 问题 可 以 这 样 抽象 思考 : 把 数组 的 元 素 想 象 成 并 列 站 立 的 人 ， 元 素 大 小 想象 成 人 的 身高 。 这 些 人 面 对 你 
站 成 一 列 ， 如 何 求 元 素 【24」 的 Next Greater Number 呢 ? 


很 简单 ， 如 果 能 够 看 到 元 素 [24 ， 那 么 他 后 面 可 见 的 第 一 个 人 就 是 【21 的 Next Greater Number， 因 为 比 
12 小 的 元 素 身 高 不 够 ， 都 被 【24 挡住 了 ， 第 一 个 露出 来 的 就 是 答案 。 


公众 号 : labuladong 


这 个 情景 很 好 理解 吧 ? 带 着 这 个 抽象 的 情景 ， 先 来 看 下 代码 。 


vector<int> nextGreaterElement(vector<int>& nums) { 
vector<int> res(nums.size()); // 存放 答案 的 数组 
stack<int> s; 
// 倒 着 往 栈 里 放 
for (int i = nums.size() - 1; i >= 0; i-—) { 
// 判定 个 子 高 矮 
while (!s.empty() SS s.top() <= nums [il) { 
// 矮 个 起 开 ， 反 正 也 被 挡 着 了 。。。 
Sepop(), 


} 
// nums[i] 身后 的 next great number 
res[i] = s.empty() ? -1 : s.top(); 
s.push(nums [i]); 

J 


return res; 


这 就 是 单调 队列 解决 问题 的 模板 。for 循环 要 从 后 往 前 扫描 元 素 ， 因 为 我 们 借助 的 是 栈 的 结构 ， 倒 着 入 栈 ， 其 
实 是 正 着 出 栈 。while 循环 是 把 两 个 「 个 子 高 ] 元 素 之 间 的 元 素 排除 ， 因 为 他 们 的 存在 没有 意义 ， 前 面 挡 着 个 
[更 高 」 的 元 素 ， 所 以 他 们 不 可 能 被 作为 后 续 进 来 的 元 素 的 Next Great Number 了 。 
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这 个 算法 的 时 间 复 杂 度 不 是 那么 直观 ， ee 
0(n^2)， 但 是 实际 上 这 个 算法 的 复杂 度 只 有 0(n 


分 析 它 的 时 间 复 杂 度 ， 要 从 整体 来 看 : 总 共有 个 元 素 ， 每 个 元 素 都 被 bush 入 栈 了 一 次 ， 而 最 多 会 被 pop 
一 次 ， 没 有 任何 见 余 操作 。 所 以 总 的 计算 规模 是 和 元 素 规模 n 成 正比 的 ， 也 就 是 04n) 的 复杂 度 。 


问题 变形 
单调 栈 的 使 用 技巧 差不多 了 ， 来 一 个 简单 的 变形 ， 力 扣 第 739 题 ‘每 日 温度 」: 


给 你 一 个 数组 T， 这 个 数组 存放 的 是 近 几 天 的 天 气 气温 ， 你 返回 一 个 等 长 的 数组 ， 计 算 : 对 于 每 一 天 ， 你 还 
要 至 少 等 多 少 天 才能 ne 


图 数 签名 如 下 :: 
vector<int> dailyTemperatures(vector<int>& T) ; 


比如 说 给 你 输入 T = [73,74,75,71,69,76]， 你 返回 [1,1,3,2,1,0]。 


' 本 第 二 天 74 华氏 度 ， 比 73 大 ， 所 以 对 于 第 一 天 ， 只 要 等 一 天 就 能 等 到 一 个 更 暖和 


这 个 问题 本 质 上 也 是 找 Next Greater Number， 只 不 过 现在 不 是 问 你 Next Greater Number 是 多 少 ， 而 是 问 
你 当前 距离 Next Greater Number 的 距离 而 已 。 


相同 的 思路 ， 直 接 调 用 单调 栈 的 算法 模板 ， 稍 作 改 动 就 可 以 ， 直 接 上 代码 吧 : 


vector<int> dailyTemperatures(vector<int>& T) { 
vector<int> res(T.size()); 
// 这 里 放 元 素 索 引 ， 而 不 是 元 素 
stack<int> s; 
/ 单调 栈 模板 */ 
for (mt Tsize() 1 = 0 IE 三) 天 
while (!s.empty() && T[s.top()] <= T[i]) { 
s.pop(); 


; | 
res[i] = s.empty() ?0 : (s.top() - i); 
// 将 索引 入 栈 ， 而 不 是 元 素 


s.push(i); 
} 
returnnmes, 
} 
单调 栈 讲 解 完毕 ， 下 面 开 始 另 一 个 重点 : 如 何 处 理 【循环 数组 上 。 


如 何 处 理 环形 数组 
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在 线 网 站 
同样 是 Next Greater Number， 现 在 假设 给 你 的 数组 是 个 环形 的 ， 如 何 处 理 ? 力 扣 第 503 题 【下 一 个 更 大 元 
素 lj 就 是 这 个 问题 : 
比如 输入 一 个 数组 [2,1,2,4,3]， 你 返回 数组 [4,2,4,-1,4]。 拥 有 了 环形 属性 ， 最 后 一 个 元 素 3 绕 了 一 
圈 后 找到 了 比 自己 大 的 元 素 4。 


一 般 是 通过 % 运算 符 求 模 (余数 ) ， 来 获得 环形 特效 : 
rie (ll a a 2 pep pe 
int n = arr. length, index = 0; 
whilen (true) lt 


print(arr[index % n]); 
index++; 


这 个 问题 肯定 还 是 要 用 单调 栈 的 解 题 模板 ， 但 难点 在 于 ， 比 如 输入 是 12, 1, 2, 4, 3]， 对 于 最 后 一 个 元 素 3， 
如 何 找到 元 素 4 作为 Next Greater Number。 


对 于 这 种 需求 ， 常 用 套路 就 是 将 数组 长 度 翻 倍 : 


公众 号 : labuladong 


这 样 ， 元 素 3 就 可 以 找到 元 素 4 作为 Next Greater Number 了 ， 而 且 其 他 的 元 素 都 可 以 被 正确 地 计算 。 


有 了 思路 ， 最 简单 的 实现 方式 当然 可 以 把 这 个 双 倍 长 度 的 数组 构造 出 来 ， 然 后 套用 算法 模板 。 但 是 ， 我 们 可 
以 不 用 构造 新 数组 ， 而 是 利用 循环 数组 的 技巧 来 模拟 数组 长 度 翻 倍 的 效果 。 


直接 看 代码 吧 : 


vector<int> nextGreaterElements(vector<int>& nums) { 
int n = nums.size(); 
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vector<int> res(n); 
stack<int> s; 
// 假装 这 个 数组 长 度 翻 倍 了 
Tor (ame 2 Fn 0 1 
// 索引 要 求 模 ， 其 他 的 和 模板 一 样 
while (!s.empty() SS s.top() <= nums[i % n]) { 
SMDoOD( 
jf 
nesln es m= emty( 7 LS top(), 
s.push(nums[i % n]); 
J 


netkurmn nese 


这 样 ， 就 可 以 巧妙 解决 环形 数组 的 问题 ， 时 间 复 杂 度 0(N)。 
接 下 来 可 阅读 : 

。 特殊 数据 结构 之 单调 队列 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 


141 / 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


单调 队列 结构 解决 滑动 窗口 问题 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 
读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
239. 滑动 窗口 最 大 值 (困难 ) 


ee 


前 文 用 单调 栈 解决 三 道 算法 问题 介绍 了 单调 栈 这 种 特殊 数据 结构 ， 本 文 写 一 个 类 似 的 数据 结构 「 单 调 队 
列 ] 。 


也 许 这 种 数据 结构 的 名 字 你 没 听 过 ， 其 实 没 喻 难 的 ， 就 是 一 个 「 队 列 ] ， 只 是 使 用 了 一 点 巧妙 的 方法 ， 使 得 
队列 中 的 元 素 全 都 是 单调 递增 (或 递减 ) 的 。 


[单调 栈 」 主要 解决 Next Great Number 一 类 算法 问题 ， 而 【单调 队列 」 这 个 数据 结构 可 以 解决 滑动 窗口 相 
关 的 问题 ， 比 如 说 力 扣 第 239 题 【滑动 窗口 最 大 值 : ， 难 度 Hard: 


给 你 输入 一 个 数组 nums 和 一 个 正 整数 k， 有 一 个 大 小 为 的 窗口 在 nums 上 从 左 至 右 滑动 ， 请 你 输出 每 次 
窗口 中 k 个 元 素 的 最 大 值 。 
函数 签名 如 下 : 


int[] maxSlidingWindow(int[] nums, int k); 


比如 说 力 扣 给 出 的 一 个 示例 : 
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示例 : 


输入 : nums = [1,3,-1,-3,5,3,6,7],， 和 k= 3 
cd 
解释 : 


滑动 窗口 的 位 置 最 大 值 


~ ~ ~ ~ 


Lu Lu WwW 

| 

卢 
| 

LU 
Un 
WW 
ON 


一 、 搭 建 解 题 框架 

这 道 题 不 复杂 ， 难 点 在 于 如 何在 0(1) 时 间 算 出 每 个 【窗口 上 」 中 的 最 大 值 ， 使 得 整个 算法 在 线性 时 间 完 成 。 
这 种 问题 的 一 个 特殊 点 在 于 ， 【窗口 」 是 不 断 滑 动 的 ， 也 就 是 你 得 动态 地 计算 窗口 中 的 最 大 值 。 

对 于 这 种 动态 的 场景 ， 很 容易 得 到 一 个 结论 : 


在 一 堆 数字 中 ， 已 知 最 值 为 A， 如 果 给 这 堆 数 添 加 一 个 数 B， 那 么 比较 一 下 A 和 日 就 可 以 立即 算出 新 的 最 
值 ; 但 如 果 减 少 一 个 数 ， 就 不 能 直接 得 到 最 值 了 ， 因 为 如 果 减 少 的 这 个 数 恰好 是 A， 就 需要 遍历 所 有 数 重新 
找 新 的 最 值 。 


回 到 这 道 题 的 场景 ， 每 个 窗口 前 进 的 时 候 ， 要 添加 一 个 数 同时 减少 一 个 数 ， 所 以 想 在 0(1) 的 时 间 得 出 新 的 最 
值 ， 不 是 那么 容易 的 ， 需 要 [单调 队列 J 这 种 特殊 的 数据 结构 来 辅助 。 


一 个 普通 的 队列 一 定 有 这 两 个 操作 : 


class Queue { 
// enqueue 操作 ， 在 队 尾 加 入 元 素 n 
void push(int n); 


// dequeue 操作 ， 删 除 队 头 元 素 
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void pop(); 


一 个 [单调 队列 」 的 操作 也 差不多 : 


class MonotonicQueue { 
// 在 队 尾 添 加 元 素 n 
void push(int n); 
// 返回 当前 队列 中 的 最 大 值 
int max(); 
// 队 头 元 素 如 果 是 n， 删 除 它 
void pop(int n); 


当然 ， 这 几 个 API 的 实现 方法 肯定 跟 一 般 的 Queue 不 一 样 ， 不 过 我 们 暂且 不 管 ， 而 且 认为 这 几 个 操作 的 时 间 
复杂 度 都 是 O(1)， 先 把 这 道 「 滑 动 窗口 」 问题 的 解答 框架 搭 出 来 : 


int[] maxSlidingWindow(int[] nums, int k) { 
MonotonicQueue window = new MonotonicQueue( ) ; 
List<Integer> res = new ArrayList<>() 


for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
a a0 
// 先 把 窗口 的 前 k - 1 填 满 
window.push(nums [i]); 
} else { 
// 窗口 开始 向 前 滑动 
// 移入 新 元 素 
window.push(nums [i]); 
// 将 当前 窗口 中 的 最 大 元 素 记 入 结果 
res.add(window.max()); 
// 移出 最 后 的 元 素 
window.pop(nums[i ~ k + 1]); 
} 
} 
// 将 List 类 型 转化 成 int[] 数组 作为 返回 值 
int[] arr = new int[res.size()]; 
for (int i = 0; i < res.size(); i++) { 
arr[il = res.get(i); 
} 


return arr; 
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在 线 网 站 


index 0 2 3 4 


push(nums[i]) 


pop(nums[i-k+1]) 


这 个 思路 很 简单 ， 能 理解 吧 ? 下 面 我 们 开始 重头 戏 ， 单 调 队列 的 实现 。 


二 、 实 现 单调 队列 数据 结构 

观察 滑动 窗口 的 过 程 就 能 发 现 ， 实 现 【单调 队列 必须 使 用 一 种 数据 结构 支持 在 头 部 和 尾部 进行 插入 和 删 
除 ， 很 明显 双 链 表 是 满足 这 个 条 件 的 。 

[单调 队列 」 的 核心 思路 和 “单调 栈 」 类 似 ，push 方法 依然 在 队 尾 添加 元 素 ， 但 是 要 把 前 面 比 自己 小 的 元 素 
都 删 掉 : 


class MonotonicQueue { 
// 双 链 表 ， 支 持 头 部 和 尾部 增删 元 素 
private LinkedList<Integer> q = new LinkedList<>(); 


public void push(int n) { 
// 将 前 面 小 于 自己 的 元 素 都 删除 
while (!q.isEmpty() && q.getLast() < n) 1{ 
q.pollLast(); 
J 
q.addLast(n); 


你 可 以 想象 ， 加 入 数字 的 大 小 代表 人 的 体重 ， 把 前 面体 重 不 足 的 都 压 扁 了 ， 直 到 遇 到 更 大 的 量 级 才 停 住 。 
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队 头 队 尾 


如 果 每 个 元 素 被 加 入 时 都 这 样 操作 ， 最 终 单调 队列 中 的 元 素 大 小 就 会 保持 一 个 单调 递减 的 顺序 ， 因 此 我 们 的 
max 方法 可 以 可 以 这 样 写 : 


public int max() { 
// 队 头 的 元 素 肯 定 是 最 大 的 
return q.getFirst(); 


pop 方法 在 队 头 删除 元 素 n"， 也 很 好 写 : 


public void pop(int n) { 
Tin ongetpinst( 
qo Lamst (全 下 
} 


之 所 以 要 判断 data.front() == n， 是 因为 我 们 想 删 除 的 队 头 元 素 可 能 已 经 被 「 压 扁 了 ， 可 能 已 经 不 
存在 了 ， 所 以 这 时 候 就 不 用 删除 了 : 
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队 头 队 尾 


至 此 ， 单 调 队 列 设计 完毕 ， 看 下 完整 的 解 题 代码 : 


/* 单调 队列 的 实现 x*/ 
class MonotonicQueue { 
LinkedList<Integer> q = new LinkedList<>(); 
public void push(int n) { 
// 将 小 于 n 的 元 素 全 部 删除 
while (!q.isEmpty() && q.getLast() <n) { 
q.pollLast(); 
} 
// 然后 将 n 加 入 尾部 
q.addLast(n); 
J 


public int max() { 
return q.getFirst(); 
} 


public void pop(int n) { 
Tn = getplrst() 
q.pollFirst(); 
} 
jr 


/* 解 题 遂 数 的 实现 x*/ 
int[] maxSlidingWindow(int[] nums, int k) { 
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MonotonicQueue window = new MonotonicQueue(); 
List<Integer> res = new ArrayList<>(); 


for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 

(< 1 
// 先 填 满 窗口 的 前 k 一 1 
window.push(nums [i]); 

} else { 
// 窗口 向 前 滑动 ， 加 入 新 数字 
window.push(nums [i]); 
// 记录 当前 窗口 的 最 大 值 
res.add(window.max() ) ; 
// 移出 旧 数 字 
window.pop(nums[i ~ k + 1]); 


} 
J 
// 需要 转 成 int[] 数组 再 返回 
int[] arr = new int[res.size()]; 
for (int i = 0; i < res.size(); i++) { 


arr[il] res.get(i); 
} 
rekturn ar 
} 
有 一 点 细节 问题 不 要 忽略 ， 在 实现 Monotonic0ueue 时 ， 我 们 使 用 了 Java 的 LinkedList， 因 为 链表 结构 
支持 在 头 部 和 尾部 快速 增删 元 素 ; 而 在 解法 代码 中 的 res 则 使 用 的 ArrayList 结构 ， 因 为 后 续 会 按照 索引 


取 元 素 ， 所 以 数组 结构 更 合适 。 
二 、 算 法 复杂 度 分 析 


读者 可 能 疑惑 ，push 操作 中 含有 while 循环 ， 时 间 复 杂 度 应 该 不 是 0(1) 呀 ， 那 么 本 算法 的 时 间 复 杂 度 应 该 
不 是 线性 时 间 吧 ? 


单独 看 push 操作 的 复杂 度 确实 不 是 0(1)， 但 是 算法 整体 的 复杂 度 依 然 是 0(N) 线性 时 间 。 要 这 样 想 ， 
nums 中 的 每 个 元 素 最 多 被 push 和 pop 一 次 ， 没 有 任何 多 余 操 作 ， 所 以 整体 的 复杂 度 还 是 0(N) 。 


空间 复杂 度 就 很 简单 了 ， 就 是 窗口 的 大 小 0(k)。 
其 实 我 觉得 ， 这 种 特殊 数据 结构 的 设计 还 是 变 有 意思 的 ， 你 学 会 单调 队列 的 使 用 了 吗 ? 学 会 了 给 个 三 连 ? 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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一 道 数 组 去 重 的 算法 题 把 我 整 不 会 了 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

316. 去 除 重复 字母 (中 等 ) 

1081. 不 同 字符 的 最 小 子 序列 (中 等 ) 

关于 去 重 算法 ， 应 该 没什么 难度 ， 往 哈 希 集合 里 面 塞 不 就 行 了 么 ? 

最 多 给 你 加 点 限制 ， 问 你 怎么 给 有 序数 组 原 地 去 重 ， 这 个 我 们 旧 文 如 何 高 效 地 给 有 序数 组 /链表 去 重 。 
本 文 讲 的 问题 应 该 是 去 重 相关 算法 中 难度 最 大 的 了 ， 把 这 个 问题 搞 懂 ， 就 再 也 不 用 怕 数 组 去 重 问题 了 。 
这 是 力 扣 第 316 题 【去除 重 复 字 母 上 ， 题 目 如 下 : 

316. 去 除 重复 字母 ”labuladong 题解 ”思路 

难度 困难 上 由 206 四 为 人 0 四 


给 你 一 个 仅 包 含 小 写字 母 的 字符 串 ， 请 你 去 除 字 符 串 中 重复 的 字母 ， 使 得 每 个 字母 只 出 现 一 
次 。 需 保证 返回 结果 的 字典 序 最 小 〈 要 求 不 能 打 乱 其 他 字符 的 相对 位 置 ) 。 


示例 1: 
输入 : "bcabc" 
输出 : uabc" 
示例 2: 


输入 : "cbacdcbc" 
输出 : "acdb" 
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这 道 题 和 第 1081 题 【不 同 字符 的 最 小 子 序列 」 的 解法 是 完全 相同 的 ， 你 可 以 把 这 道 题 的 解法 代码 直接 粘 过 去 
把 1081 题 也 干掉 。 


题目 的 要 求 总 结 出 来 有 三 点 : 
要 求 一 、 要 去 重 。 


要 求 二 、 去 重 字符 串 中 的 字符 顺序 不 能 打 乱 s 中 字符 出 现 的 相对 顺序 。 
要 求 三 、 在 所 有 符合 上 一 条 要 求 的 去 重 字符 串 中 ， 字 典 序 最 小 的 作为 最 终结 果 。 
上 述 三 条 要 求 中 ， 要 求 三 可 能 有 点 难 理解 ， 举 个 例子 。 


比如 说 输入 字符 串 s = “babc"， 去 重 且 符 合 相 对 位 置 的 字符 串 有 两 个 ， 分 别 是 "bac" 和 "abc"， 但 是 我 
们 的 算法 得 返回 "abc"， 因 为 它 的 字典 序 更 小 。 


按理 说 ， 如 果 我 们 想 要 有 序 的 结果 ， 那 就 得 对 原 字符 串 排 序 对 吧 ， 但 是 排序 后 就 不 能 保证 符合 s 中 字符 出 现 
顺序 了 ， 这 似乎 是 矛盾 的 。 


其 实 这 里 会 借鉴 前 文 单调 栈 解 题 框架 中 讲 到 的 【单调 栈 」 的 思路 ， 没 看 过 也 无 妨 ， 等 会 你 就 明白 了 。 


151/ 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


1.4 数据 结构 设计 


数据 结构 设计 题 主要 就 是 给 你 提 需 求 ， 让 你 实现 API， 而 且 要 求 这 些 API 的 复杂 度 尽 可 能 低 。 


根据 我 的 经 验 ， 设 计 题 中 哈 希 表 的 出 现 频 率 很 高 ， 一 般 都 是 各 类 其 他 数据 结构 和 哈 希 表 组 合 ， 从 而 改善 这 些 
基本 数据 结构 的 特性 ， 获 得 「 超 能 力 」。 


公众 号 标签 : 数据 结构 设计 
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Ah 从 |、 十 入 一 一 。 十 HH /一 AAA 
算法 就 像 搭 乐高 ; 市 你 手 的 LRU 算 ; 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 
读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
146. LRU 缓 存 机 制 (中 等 ) 


LRU 算法 就 是 一 种 缓存 淘汰 策略 ， 原 理 不 难 ， 但 是 面试 中 写 出 没有 bug 的 算法 比较 有 技巧 ， 需 要 对 数据 结构 
进行 层 层 抽象 和 拆 解 ， 本 文 就 带 你 写 一 手 漂亮 的 代码 。 


计算 机 的 缓存 容量 有 限 ， 如 果 缓 存 满 了 就 要 删除 一 些 内 容 ， 给 新 内 容 腾 位 置 。 但 问题 是 ， 删 除 哪些 内 容 呢 ? 
我 们 肯定 希望 删 掉 哪些 没什么 用 的 缓存 ， 而 把 有 用 的 数据 继续 留 在 缓存 里 ， 方 便 之 后 继续 使 用 。 那 么 ， 什 么 
样 的 数据 ， 我 们 判定 为 【有 用 的 」 的 数据 呢 ? 


LRU 缓存 淘汰 算法 就 是 一 种 常用 策略 。LRU 的 全 称 是 Least Recently Used， 也 就 是 说 我 们 认为 最 近 使 用 过 的 
数据 应 该 是 是 【有 用 的 」 ， 很 久 都 没 用 过 的 数据 应 该 是 无 用 的 ， 内 存 满 了 就 优先 删 那些 很 久 没 用 过 的 数据 。 


举 个 简单 的 例子 ， 安 卓 手机 都 可 以 把 软件 放 到 后 台 运行 ， 比 如 我 先后 打开 了 设置 4 【手机 管家 4 日 
历 1 ， 那 么 现在 他 们 在 后 台 排列 的 顺序 是 这 样 的 : 
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围 nes 园 曙 


《2019 年 7 月 
= 三 = 四 五 
习习 行 
双 卡 ,234® 
WLA 8 J 
监 牙 | 15 16 ‘17 个 9 
清理 加 束 和 
0 22 2 2 25 26 
权限 隐私 
回 各 护 个 人 隐私 29 30 31 
国 a” 病毒 扫 拱 
声音 
支付 保护 
免 打 护 财产 安全 
指纹 
微 信 专 清 
安全 半 专 串 浓 址 


» 


2.67 GB 可 用 /6.00 GB 
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但 是 这 时 候 如 果 我 访问 了 一 下 「 设 置 ] 界面， 那么 【设置 」 就 会 被 提前 到 第 一 个 ， 变 成 这 样 : 
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飞行 模式 


1 2 3 加 双 卡 与 移动 网 络 
四 


8 9 10 WLAN 
15 16 "8 监 才 

其 他 无 线 连接 
22 23 24 

通知 与 状态 栏 


[ 国 指纹 、 面 部 与 密码 


全 恒安 全 


2.66 GB 可 用 /6.00 GB 
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在 线 网 站 
假设 我 的 手机 只 允许 我 同时 开 3 个 应 用 程序 ， 现 在 已 经 满 了 。 那 么 如 果 我 新 开 了 一 个 应 用 「 时 钟 ， 就 必须 


关闭 一 个 应 用 为 【时钟 」 腾 出 一 个 位 置 ， 关 那个 呢 ? 
按照 LRU 的 策略 ， 就 关 最 底下 的 「 手 机 管家 」 ， 因 为 那 是 最 久未 使 用 的 ， 然 后 把 新 开 的 应 用 放 到 最 上 面 : 
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飞行 模式 


WLAN 


1 有 双 卡 与 移动 网 络 
加 


-di- 
中 六 政 
I 


其 他 无 线 连 接 


通知 与 状态 柱 


2.70 GB 加 用 / 6.00 GB 
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现在 你 应 该 理解 LRU (Least Recently Used) 策略 了 。 当 然 还 有 其 他 缓存 淘汰 策略 ， 比 如 不 要 按 访问 的 时 序 
来 淘汰 ， 而 是 按 访问 频率 (LFU 策略 ) 来 淘汰 等 等 ， 各 有 应 用 场景 。 本 文 讲解 LRU 算法 策略 。 


一 、LRU 算法 描述 
力 扣 第 146 题 TLRU 缓 存 机 制 ) 就 是 让 你 设计 数据 结构 : 


首先 要 接收 一 个 Le A 参数 作为 缓存 的 最 大 容量 ， 然 后 实现 两 个 API， 一 个 是 put (key，val) 方法 存 
入 键 值 对 ， 另 一 个 是 get ( key ) 方法 获取 key 对 应 的 vaL， 如 果 key 不 存在 则 返回 -1。 


注意 哦 ，get 和 put 方法 必须 都 是 0(1) 的 时 间 复 杂 度 ， 我 们 举 个 具体 例子 来 看 看 LRU 算法 怎么 工作 。 


/* 缓存 容量 为 2 */ 

LRUCache cache = new LRUCache(2); 
// 你 可 以 把 cache 理解 成 一 个 队列 

// 假设 左边 是 队 头 ， 右 边 是 队 尾 

// 最 近 使 用 的 排 在 队 头 ， 久 未 使 用 的 排 在 队 尾 
// 圆 括号 表示 键 值 对 (key，va1) 


cache.put(1, 1); 
/eaches = Tl 


cache.put(2, 2); 
/caches 可 (本 


cache.get(1); // 返回 1 
/cachee = (> >) 

// 解释 : 因为 最 近 访 问 了 刍 1， 所 以 提前 至 队 头 
/ 返回 键 1 对 应 的 值 1 


cache.put(3, 3); 

caches (S| 

// 解释 : 缓存 容量 已 满 ， 需 要 删除 内 容 空 出 位 置 
// 优先 删除 久未 使 用 的 数据 ， 也 就 是 队 尾 的 数据 
// 然后 把 新 的 数据 插入 队 头 


cache.get(2); // 返回 -1 (未 找到 ) 
caches = (GN 
// 解释 : cache 中 不 存在 键 为 2 的 数据 


cache.put(1, 4); 

/cachee (eA (| 

// 解释 : 键 1 已 存在 ， 把 原始 值 1 覆盖 为 4 
// 不 要 忘 了 也 要 将 键 值 对 提前 到 队 头 


二 、LRU 算法 设计 


分 析 上 面 的 操作 过 程 ， 要 让 put 和 get 方法 的 时 间 复 杂 度 为 0(1)， 我 们 可 以 总 结 出 cache 这 个 数据 结构 必 
要 的 条 件 : 
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1、 显 然 cache 中 的 元 素 必 须 有 时 序 ， 以 区 分 最 近 使 用 的 和 久未 使 用 的 数据 ， 当 容量 满 了 之 后 要 删除 最 久未 
使 用 的 那个 元 素 腾 位 置 。 


2、 我 们 要 在 cache 中 快速 找 某 个 key 是 否 已 存在 并 得 到 对 应 的 val; 


3、 每 次 访问 cache 中 的 某 个 key， 需 要 将 这 个 元 素 变 为 最 近 使 用 的 ， 也 就 是 说 cache 要 支持 在 任意 位 置 快 
速 插入 和 删除 元 素 。 


那么 ， 什 么 数据 结构 同时 符合 上 述 条 件 呢 ? 哈 希 表 碍 找 快 ， 但 是 数据 无 固定 顺序 ; 链表 有 顺序 之 分 ， 插 入 删 
除 快 ， 但 是 查找 慢 。 所 以 结合 一 下 ， 形 成 一 种 新 的 数据 结构 : 哈 希 链表 LinkedHashMap。 


LRU 缓存 算法 的 核心 数据 结构 就 是 哈 希 链表 ， 双 向 链表 和 哈 希 表 的 结合 体 。 这 个 数据 结构 长 这 样 : 


哈 希 表 


双向 链表 labuladorig 


普 助 这 个 结构 ， 我 们 来 逐一 分 析 上 面 的 3 个 条 件 : 


1、 如 果 我 们 每 次 默认 从 链表 尾部 添加 元 素 ， 那 么 显然 越 靠 尾 部 的 元 素 就 是 最 近 使 用 的 ， 越 靠 头 部 的 元 素 就 是 
最 久未 使 用 的 。 


2、 对 于 某 一 个 key， 我 们 可 以 通过 哈 希 表 快 速 定位 到 链表 中 的 节点 ， 从 而 取得 对 应 val。 


3、 链 表 显 然 是 支持 在 任意 位 置 快速 插入 和 删除 的 ， 改 改 指针 就 行 。 只 不 过 传统 的 链表 无 法 按照 索引 快速 访问 
某 一 个 位 置 的 元 素 ， 而 这 里 借助 哈 希 表 ， 可 以 通过 key 快速 映射 到 任意 一 个 链表 节点 ， 然 后 进行 插入 和 删 
除 。 


也 许 读者 会 问 ， 为 什么 要 是 双向 链表 ， 单 链表 行 不 行 ? 另外 ， 既 然 哈 希 表 中 已 经 存 了 key， 为 什么 链表 中 还 
要 存 key 和 val 呢 ， 只 存 val 不 就 行 了 ? 
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想 的 时 候 都 是 问题 ， 只 有 做 的 时 候 才 有 答案 。 这 样 设 计 的 原因 ， 必 须 等 我 们 亲自 实现 LRU 算法 之 后 才能 理 
解 ， 所 以 我 们 开始 看 代码 吧 一 


三 、 代 码 实现 


很 多 编程 语言 都 有 内 置 的 哈 希 链表 或 者 类 似 LRU 功能 的 库 函 数 ， 但 是 为 了 帮 大 家 理解 算法 的 细节 ， 我 们 先 自 
己 造 轮子 实现 一 遍 LRU 算法 ， 然 后 再 使 用 Java 内 置 的 LinkedHashMap 来 实现 一 遍 。 


首先 ， 我 们 把 双 链 表 的 节点 类 写 出 来 ， 为 了 简化 ，key 和 val 都 认为 是 int 类 型 : 


class Node { 
public int key, val; 
public Node next, prev; 
public Node(int k, int v) { 
hasakey = kK; 
this,.val = v; 


然后 依靠 我 们 的 Node 类 型 构建 一 个 双 链 表 ， 实 现 几 个 LRU 算法 必须 的 API: 


class DoubLeList { 
// 头 尾 虚 节点 
private Node head, tail; 
// 链表 元 素数 
private int size; 


public DoubleList() { 
// 初始 化 双向 链表 的 数据 
head = new Node(0, 0); 
tail = new Node(0, 0); 
head.next = tail; 
tail.prev = head; 
S17ZC = 0; 


} 


// 在 链表 尾部 添加 节点 x， 时 间 0(1) 
public void addLast(Node x) { 
x=Drev = taal orev, 
xNnext = talls 
tanl prevanext x; 
ann leVve = 
Size+t+; 


} 


// 删除 链表 中 的 x 节点 (x 一 定 存在 ) 
// 由 于 是 双 链 表 且 给 的 是 目标 Node 节点 ， 时 间 0(1) 
public void remove(Node x) { 

x.prev.next = x.next,; 

x.nNext.prev = x.prev; 
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Size——; 


jr 


// 删除 链表 中 第 一 个 节点 ， 并 返回 该 节点 ， 时 间 0(1) 
public Node removeFirst() { 
if (head.next == tail) 
return null; 
Node first = head.next; 
remove(first); 
return first; 


} 


// 返回 链表 长 度 ， 时 间 0(1) 
public int size() { return size; } 


= 


到 这 里 就 能 回答 刚才 [为 什么 必须 要 用 双向 链表 J 的 问题 了 ， 因 为 我 们 需要 删除 操作 。 删 除 一 个 节点 不 光 要 
得 到 该 节点 本 身 的 指针 ， 也 需要 操作 其 前 驱 节 点 的 指针 ， 而 双向 链表 才能 支持 直接 查找 前 驱 ， 保 证 操作 的 时 
间 复 杂 度 0(1)。 


注意 我 们 实现 的 双 链 表 API 只 能 从 尾部 插入 ， 也 就 是 说 靠 尾部 的 数据 是 最 近 使 用 的 ， 靠 头 部 的 数据 是 最 久 为 
使 用 的 。 


有 了 双向 链表 的 实现 ， 我 们 只 需要 在 LRU 算法 中 把 它 和 哈 希 表 结 合 起 来 即 可 ， 先 搭 出 代码 框架 : 


class LRUCache { 
// key -> Node(key, val) 
private HashMap<Integer, Node> map; 
// Node(k1, v1) <-> Node(k2, V2)... 
private DoubLeList cache; 
// 最 大 容量 
private int cap; 


public LRUCache(int capacity) { 
this.cap = capacity; 
map = new HashMap<>(); 
cache = new DoubleList(); 


先 不 慌 去 实现 LRU 算法 的 get 和 put 方法 。 由 于 我 们 要 同时 维护 一 个 双 链 表 cache 和 一 个 哈 希 表 map， 很 
容易 漏 掉 一 些 操作 ， 比 如 说 删除 某 个 key 时 ， 在 cache 中 删除 了 对 应 的 Node， 但 是 却 忘记 在 map 中 删除 
key。 


解决 这 种 问题 的 有 效 方法 是 : 在 这 两 种 数据 结构 之 上 提供 一 层 抽象 AP1。 


说 的 有 点 素 幻 ， 实 际 上 很 简单 ， 就 是 尽量 让 LRU 的 主 方法 get 和 put 避免 直接 操作 map 和 cache 的 细 
节 。 我 们 可 以 先 实现 下 面 几 个 函数 : 
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/# 将 某 个 key 提升 为 最 近 使 用 的 x*/ 
private void makeRecently(int key) { 
Node x = map.get(key); 
// 先 从 链表 中 删除 这 个 节点 
cache. remove(X) ; 
// 重新 插 到 队 尾 
cache.addLast (x); 
} 


/# 添加 最 近 使 用 的 元 素 */ 

private void addRecently(int key, int vaL) { 
Node x = new Node(key, val); 
// 链表 尾部 就 是 最 近 使 用 的 元 素 
cache.addLast (x); 
// 别 忘 了 在 map 中 添加 key 的 映射 
map.put(key, x); 

和 


/# 删除 某 一 个 key */ 
private void deleteKey(int key) { 
Node x = map.get(key); 
// 从 链表 中 删除 
cache. remove (x); 
// 从 map 中 删除 
map. remove (key ) ; 


} 


/* 删除 最 久未 使 用 的 元 素 */ 
private void removeLeastRecently() { 
// 链表 头 部 的 第 一 个 元 素 就 是 最 久未 使 用 的 
Node deletedNode = cache. removeFirst() 
// 同时 别 忘 了 从 map 中 删除 它 的 key 
int deletedkey = deletedNode. key; 
map. remove(deLetedKey ) ; 


这 里 就 能 回答 之 前 的 问答 题 [为 什么 要 在 链表 中 同时 存储 key 和 val， 而 不 是 只 存储 valj ， 注 意 
removeLeastRecently 函数 中 ， 我 们 需要 用 de LetedNode 得 到 de LetedKey。 


也 就 是 说 ， 当 缓存 容量 已 满 ， 我 们 不 仅仅 要 删除 最 后 一 个 Node 节点 ， 还 要 把 map 中 映射 到 该 节点 的 key 同 
时 删除 ， 而 这 个 key 只 能 由 Node 得 到 。 如 果 Node 结构 中 只 存储 va1L， 那 么 我 们 就 无 法 得 知 key 是 什么 ， 
就 无 法 删除 map 中 的 键 ， 造 成 错误 。 


上 述 方 法 就 是 简单 的 操作 封装 ， 调 用 这 些 水 数 可 以 避免 直接 操作 cache 链表 和 map 哈 希 表 ， 下 面 我 先 来 实 
现 LRU 算法 的 get 方法 : 


public int get(int key) { 
if (!map.containsKey(key)) { 
return -1; 


Yr 
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// 将 该 数据 提升 为 最 近 使 用 的 
makeRecently (key); 
return map.get(key).val; 


put 方法 稍微 复杂 一 些 ， 我 们 先 来 画 个 图 搞 清楚 它 的 逻辑 : 


put(key, val) 


若 key 已 存在 若 key 不 存在 


修改 key 对 应 的 val 需要 新 插入 key 
将 key 提升 为 最 近 使 用 


若 容量 未 满 


若 容量 已 满 


淘汰 最 久未 使 用 的 key 


插入 key 和 val 
为 最 近 使 用 的 数据 


这 样 我 们 可 以 轻松 写 出 put 方法 的 代码 : 


public void put(int key, int val) { 
if (map.containsKey(key)) { 
// 删除 旧 的 数据 
deleteKey (key ) ; 
// 新 插入 的 数据 为 最 近 使 用 的 数据 
addRecently(key, val); 
return; 


} 


f(a = cachessrze(d Dt 
// 删除 最 久未 使 用 的 元 素 
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removeLeastRecently(); 
} 
// 添加 为 最 近 使 用 的 元 素 
addRecently(key, val); 
} 


至 此 ， 你 应 该 已 经 完全 掌握 LRU 算法 的 原理 和 实现 了 ， 我 们 最 后 用 Java 的 内 置 类 型 LinkedHashMap 来 实 
现 LRU 算法 ， 逻 辑 和 之 前 完全 一 致 ， 我 就 不 过 多 解释 了 : 


class LRUCache { 
int cap; 
LinkedHashMap<Integer, Integer> cache = new LinkedHashMap<>(); 
public LRUCache(int capacity) { 
this.cap = capacity; 


上 


public int get(int key) { 
if (!cache.containsKey(key)) { 
Pewunme— 
} 
// 将 key 变 为 最 近 使 用 
makeRecent ly (key ) ; 
return cache.get(key ) ; 


上 


public void put(int key, int val) { 
if (cache.containsKey(key)) { 
// 修改 key 的 值 
cache.put(key, val); 
// 将 key 变 为 最 近 使 用 
makeRecently (key); 
return; 


} 


if (cache.size() >= this.cap) { 
// 链表 头 部 就 是 最 久未 使 用 的 key 
int oldestKey = cache.keySet().iterator().next(); 
cache. remove(oLdestKey ) ; 

} 

// 将 新 的 key 添加 链表 尾部 

cache.put(key, val); 

} 


private void makeRecently(int key) { 
int val = cache.get(key); 
// 删除 key， 重 新 插入 到 队 尾 
cache. remove (key ) ; 
cache.put(key, val); 
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在 线 网 站 
至 此 ，LRU 算法 就 没有 什么 神秘 的 了 。 
接 下 来 可 阅读 : 
。 手把手 带 你 实现 LFU 算法 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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Ah 从 |、 十 入 一 一 。 十 HH /一 Ac 
算法 就 像 搭 乐高 ; 市 你 手 的 LFU 算 ; 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 


460. LFU 缓存 机 制 (困难 ) 


上 篇 文章 带 你 手写 LRU 算 法 写 了 LRU 缓存 淘汰 算法 的 实现 方法 ， 本 文 来 写 另 一 个 著名 的 缓存 淘汰 算法 : LFU 
算法 。 


LRU 算法 的 淘汰 策略 是 Least Recently Used， 也 就 是 每 次 淘汰 那些 最 久 没 被 使 用 的 数据 ; 而 LFU 算法 的 淘 
汰 策略 是 Least Frequently Used， 也 就 是 每 次 淘汰 那些 使 用 次 数 最 少 的 数据 。 


LRU 算法 的 核心 数据 结构 是 使 用 哈 希 链表 LinkedHashMap， 首 先 借助 链表 的 有 序 性 使 得 链表 元 素 维持 插入 
顺序 ， 同 时 借助 哈 希 映射 的 快速 访问 能 力 使 得 我 们 可 以 在 0(1) 时 间 访 问 链 表 的 任意 元 素 。 


从 实现 难度 上 来 说 ，LFU 算法 的 难度 大 于 LRU 算法 ， 因 为 LRU 算法 相当 于 把 数据 按照 时 间 排序 ， 这 个 需 
车 助 链表 很 自然 就 能 实现 ， 你 一 直 从 链表 头 部 加 入 元 素 的 话 ， 越 靠近 头 部 的 元 素 就 是 新 的 数据 ， 越 靠近 尾部 
的 元 素 就 是 旧 的 数据 ， 我 们 进行 缓存 淘汰 的 时 候 只 要 简单 地 将 尾部 的 元 素 淘汰 掉 就 行 了 。 


而 LFU 算法 相当 于 是 把 数据 按照 访问 频次 进行 排序 ， 这 个 需求 恐怕 没有 那么 简单 ， 而 且 还 有 一 种 情况 ， 如 果 
多 个 数据 拥有 相同 的 访问 频次 ， 我 们 就 得 删除 最 早 插入 的 那个 数据 。 也 就 是 说 LFU 算法 是 淘汰 访问 频次 最 低 
的 数据 ， 如 果 访 问 频次 最 低 的 数据 有 多 条 ， 需 要 淘汰 最 旧 的 数据 。 


所 以 说 LFU 算法 是 要 复杂 很 多 的 ， 而 且 经 常 出 现在 面试 中 ， 因 为 LFU 缓存 淘汰 算法 在 工程 实践 中 经 常 使 用 ， 
也 有 可 能 是 应 该 LRU 算法 太 简 单 了 。 不 过 话说 回来 ， 这 种 著名 的 算法 的 套路 都 是 固定 的 ， 关 键 是 由 于 逻辑 较 
复杂 ， 不 容易 写 出 漂亮 且 没 有 bug 的 代码 。 


那么 本 文 我 就 带 你 拆 解 LFU 算法 ， 自 顶 向 下 ， 逐 步 求 精 ， 就 是 解决 复杂 问题 的 不 二 法 门 。 
Pa AN DY 下 
一 、 算 法 摘 述 
要 求 你 写 一 个 类 ， 接 受 一 个 capacity 参数 ， 实 现 get 和 put 方法 : 
class LFUCache { 
// 构造 容量 为 capacity 的 缓存 
public LFUCache(int capacity) {} 


// 在 缓存 中 查询 key 
public int get(int key) {} 
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// 将 key 和 val 存 入 缓存 
public void put(int key, int val) {} 


get (key) 方法 会 去 缓存 中 查询 键 key， 如 果 key 存在 ， 则 返回 key 对 应 的 val， 否则 返回 -1。 


put (key，value) 方法 插入 或 修改 缓存 。 如 果 key 已 存在 ， 则 将 它 对 应 的 值 改 为 val; 如 果 key 不 存 
在 ， 则 插入 键 值 对 (key，va1)。 


当 缓存 达到 容量 capacity 时 ， 则 应 该 在 插入 新 的 键 值 对 之 前 ， 删 除 使 用 频次 (后 文 用 freg 表示 ) 最 低 的 
键 值 对 。 如 果 fregd 最 低 的 键 值 对 有 多 个 ， 则 删除 其 中 最 旧 的 那个 。 


// 构造 一 个 容量 为 2 的 LFU 缓存 
LFUCache cache = new LFUCache(2); 


// 插入 两 对 (key，val)， 对 应 的 freq 为 1 
cache.put(1, 10); 
cache.put(2, 20); 


// 查询 key 为 1 对 应 的 val 
// 返回 10， 同 时 键 1 对 应 的 freq 变 为 2 
cache.get(1); 


WA 容量 已 满 ， 淘汰 freq 最 小 的 键 2 
// 插入 键 值 对 (3，30)， 对 应 的 freq 为 1 
cache.put(3, 30); 


// 键 2 已 经 被 淘汰 删除 ， 返 回 -1 
cache.get (2); 


二 、 思 路 分 析 

一 定 先 从 最 简单 的 开始 ， 根 据 LFU 算法 的 逻辑 ， 我 们 先 列举 出 算法 执行 过 程 中 的 几 个 显而易见 的 事实 : 
1、 调 用 get( key ) 方法 时 ， 要 返回 该 key 对 应 的 val。 

2、 只 要 用 get 或 者 put 方法 访问 一 次 某 个 key， 该 key 的 fred 就 要 加 一 。 


3、 如 果 在 容量 满 了 的 时 候 进 行 插入 ， 则 需要 将 freq 最 小 的 key 删除 ， 如 果 最 小 的 freg 对 应 多 个 key， 
则 删除 其 中 最 旧 的 那 一 个 。 


好 的 ， 我 们 希望 能 够 在 O(1) 的 时 间 内 解决 这 些 需 求 ， 可 以 使 用 基本 数据 结构 来 逐个 击破 : 
1、 使 用 一 个 HashMap 存储 key 到 val 的 上 映射， 就 可 以 快速 计算 get (key ) 。 


HashMap<Integer, Integer> keyToVal; 


2、 使 用 一 个 HashMap 存储 key 到 fred 的 映射 ， 就 可 以 快速 操作 key 对 应 的 fred。 
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HashMap<Integer, Integer> keyToFregq; 


3、 这 个 需求 应 该 是 LFU 算法 的 核心 ， 所 以 我 们 分 开 说 。 
3.1、 首 先 ， 肯 定 是 需要 fred 到 key 的 映射 ， 用 来 找到 freg 最 小 的 key。 


3.2、 将 freg 最 小 的 key 删除 ， 那 你 就 得 快速 得 到 当前 所 有 key 最 小 的 fred 是 多 少 。 想 要 时 间 复 杂 度 
0O(1) 的 话 ， 肯 定 不 能 遍历 一 遍 去 找 ， 那 就 用 一 个 变量 minF reg 来 记录 当前 最 小 的 fred 吧 。 


3.3、 可 能 有 多 个 key 拥有 相同 的 freq， 所 以 fred 对 key 是 一 对 多 的 关系 ， 即 一 个 fred 对 应 一 个 key 的 
列表 。 


3.4、 和 希望 freg 对 应 的 key 的 列表 是 存在 时 序 的， 便于 快速 查找 并 删除 最 旧 的 key 。 


3.5、 希 望 能 够 快速 删除 key 列表 中 的 任何 一 个 key， 因 为 如 果 频 次 为 fred 的 某 个 key 被 访问 ， 那 么 它 的 
频次 就 会 变 成 fredq+1， 就 应 该 从 fred 对 应 的 key 列表 中 删除 ， 加 到 freq+1 对 应 的 key 的 列表 中 。 


HashMap<Integer, LinkedHashSet<Integer>> freqToKeys; 
int minFreq = 0; 


介绍 一 下 这 个 LinkedHash5et， 它 满足 我 们 3.3，3.4，3.5 这 几 个 要 求 。 你 会 发 现 普通 的 链表 
LinkedList 能 够 满足 3.3，3.4 这 两 个 要 求 ， 但 是 由 于 普通 链表 不 能 快速 访问 链表 中 的 某 一 个 节点 ， 所 以 无 
法 满足 3.5 的 要 求 。 


LinkedHashset 顾名思义 ， 是 链表 和 哈 希 集合 的 结合 体 。 链 表 不 能 快速 访问 链表 节点 ， 但 是 插入 元 素 具 有 
时 序 ; 哈 希 集合 中 的 元 素 无 序 ， 但 是 可 以 对 元 素 进行 快速 的 访问 和 删除 。 


那么 ， 它 俩 结合 起 来 就 兼 具 了 哈 希 集合 和 链表 的 特性 ， 既 可 以 在 0(1) 时 间 内 访问 或 删除 其 中 的 元 素 ， 又 可 以 
保持 插入 的 上 时序， 高 效 实现 3.5 这 个 需求 。 


综 上 ， 我 们 可 以 写 出 LFU 算法 的 基本 数据 结构 : 


class LFUCache { 
// key 到 val 的 映射 ， 我们 后 文 称 为 KV 表 
HashMap<Integer, Integer> keyToVal; 
// key 到 freq 的 映射 ， 我 们 后 文 称 为 KF 表 
HashMap<Integer, Integer> keyToFredqd; 
// freq 到 key 列表 的 映射 ， 我 们 后 文 称 为 FK 表 
HashMap<Integer, LinkedHashSet<Integer>> freqToKeys; 
// 记录 最 小 的 频次 
int minFreq; 
// 记录 LFU 缓存 的 最 大 容量 
int cap; 


public LFUCache(int capacity) { 
keyToVal = new HashMap<>(); 
keyToFreq = new HashMap<>(); 
freqToKeys = new HashMap<>(); 
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this.cap = capacity; 
this.minFreq = 0; 


} 
public int get(int key) {} 


public void put(int key, int val) {} 


三 、 代 码 框架 


LFU 的 逻辑 不 难 理解 ， 但 是 写 代 码 实 现 并 不 容易 ， 因 为 你 看 我 们 要 维护 KV 表 ，KF 表 ，FK 表 三 个 映射 ， 特 别 
容易 出 错 。 对 于 这 种 情况 ，labuladong 教 你 三 个 技巧 : 


1、 不 要 企图 上 来 就 实现 算法 的 所 有 细节 ， 而 应 该 自 顶 向 下 ， 逐 步 求 精 ， 先 写 清楚 主 函 数 的 逻辑 框架 ， 然 后 再 
一 步 步 实现 细节 。 


2、 搞 清楚 映射 关系 ， 如 果 我 们 更 新 了 某 个 key 对 应 的 freq， 那 么 就 要 同步 修改 KF 表 和 FK 表 ， 这 样 才 不 


会 出 问题 。 


3、 画 图 ， 画 图 ， 画 图 ， 重 要 的 话说 三 遍 ， 把 逻辑 比较 复杂 的 部 分 用 流程 图 画 出 来 ， 然 后 根据 图 来 写 代 码 ， 可 
以 极 大 减少 出 错 的 概率 。 


下 面 我 们 先 来 实现 get (key ) 方法 ， 逻 辑 很 简单 ， 返 回 key 对 应 的 vaL， 然 后 增加 key 对 应 的 fred: 
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给 我 瘦 数 时 间 ， 我 可 以 删除 /查找 数组 中 的 任意 元 素 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
380. 常数 时 间 插 入 、 删 除 和 获取 随机 元 素 (中 等 ) 

710. 黑 名 单 中 的 随机 数 (困难 ) 


本 文 讲 两 道 比较 有 技巧 性 的 数据 结构 设计 题 ， 都 是 和 随机 读 取 元 素 相关 的 ， 我 们 前 文 水 塘 抽 样 算法 也 写 过 类 
似 的 问题 。 


这 写 问题 的 一 个 技巧 点 在 于 ， 如 何 结合 哈 希 表 和 数组 ， 使 得 数组 的 删除 操作 时 间 复杂 度 也 变 成 0(1)? 
下 面 来 一 道道 看 。 

实现 随机 集合 

这 是 力 扣 第 380 题 【常数 时 间 插入 、 删 除 和 获取 随机 元 素 | ， 看 下 题目 : 


171 /692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


380. 常数 时 间 插 入 、 删 除 和 获取 随机 元 素 ”labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 叱 192 六 收藏 [全 分 享 XA 切换 为 英文 所 关注 月 反馈 


设计 一 个 支持 在 夹 均 时间 复杂 度 O(1) 下 ， 执 行 以 下 操作 的 数据 结构 。 


1. insert(val) : 当 元 素 val 不 存在 时 ， 向 集合 中 插入 该 项 。 
2. remove(val) : 元 素 val 存在 时 ， 从 集合 中 移 除 该 项 。 
3. getRandom : 随机 返回 现 有 集合 中 的 一 项 。 每 个 元 素 应 该 有 相同 的 概率 被 返回 。 


示例 : 


// 初始 化 一 个 空 的 集合 


RandomizedSet er = new RandomizedSet(); 


// 向 集合 中 插入 1 。 返 回 true 表示 1 被 成 功 地 插入 。 


randomSet,. insert(1); 


// 返回 false ， 表 示 集 合 中 不 存在 2 。 


randomSet . remove(2) ， 


// 向 集合 中 插入 2 。 返 回 true 。 集 合 现 在 包含 [1,2] 。 
randomSet. insert(2); 


// getRandom 应 随机 返回 1 或 2 。 
randomSet.getRandom(); 


// 从 集合 中 移 除 1 ， 返 回 true 。 集 合 现在 包含 [2] 。 


randomSet,. remove(1); 
就 是 说 就 是 让 我 们 实现 如 下 一 个 类 


class RandomizedSet { 
publree 
/# 如 果 val 不 存在 集合 中 ， 则 插入 并 返回 true， 否 则 直接 返回 false */ 
bool insert(int val) {} 


/* 冰 如 果 val 在 集合 中 ， 则 删除 并 返回 true， 否 则 直接 返回 false x*/ 
bool remove(int val) {} 


/** 从 集合 中 等 概率 地 随机 获得 一 个 元 素 */ 
int getRandom() {} 
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本 题 的 难点 在 于 两 点 : 
1、 插 入 ， 删 除 ， 获 取 随机 元 素 这 三 个 操作 的 时 间 复 杂 度 必须 都 是 0(1)。 


2、getRandon 方法 返回 的 元 素 必 须 等 概率 返回 随机 元 素 ， 也 就 是 说 ， 如 果 集 合 里 面 有 n 个 元 素 ， 每 个 元 素 
被 返回 的 概率 必须 是 1/n。 


我 们 先 来 分 析 一 下 : 对 于 播 入， 删除 ， 查 找 这 几 个 操作 ， 哪 种 数据 结构 的 时 间 复 杂 度 是 O(D)? 


Hashset 肯定 算 一 个 对 吧 。 哈 希 集 合 的 底层 原理 就 是 一 个 大 数组 ， 我 们 把 元 素 通 过 哈 希 函数 映射 到 一 个 索引 
上 ; 如果 用 拉链 法 解决 哈 希 冲突 ， 那 么 这 个 索引 可 能 连 着 一 个 链表 或 者 红 黑 树 。 


那么 请 问 对 于 这 样 一 个 标准 的 Hash5et， 你 能 否 在 0(1) 的 时 间 内 实现 getRandom 函数 ? 


其 实 是 不 能 的 ， 因 为 根据 刚才 说 到 的 底层 实现 ， 元 素 是 被 哈 希 函数 【分 散 」 到 整个 数组 里 面 的 ， 更 别 说 还 有 
拉链 法 等 等 解决 哈 希 冲突 的 机 制 ， 基 本 做 不 到 O(1) 时 间 等 概率 随机 获取 元 素 。 


除了 Hash5et， 还 有 一 些 类 似 的 数据 结构 ， 比 如 哈 希 链表 LinkedHashset， 我 们 前 文 手把手 实现 LRU 算 法 
和 手把手 实现 LFU 算 法 讲 过 这 类 数据 结构 的 实现 原理 ， 本 质 上 就 是 哈 希 表 配 合 双 链表 ， 元 素 存储 在 双 链 表 
中 。 


但 是 ，LinkedHashset 只 是 给 Hash5et 增加 了 有 序 性 ， 依 然 无 法 按 要 求实 现 我 们 的 getRandom 水 数 ， 
为 底层 用 链表 结构 存储 元 素 的 话 ， 是 无 法 在 O(1) 的 时 间 内 访问 某 一 个 元 素 的 。 


根据 上 面 的 分 析 ， 对 于 getRandonm 方法 ， 如 果 想 [等 概率 4 且 【在 0(1) 的 时 间 」 取出 元 素 ， 一 定 要 满足 : 
底层 用 数组 实现 ， 且 数组 必须 是 紧凑 的 。 


这 样 我 们 就 可 以 直接 生成 随机 数 作 为 索引 ， 从 数组 中 取出 该 随机 索引 对 应 的 元 素 ， 作 为 随机 元 素 。 
但 如 果 用 数组 存储 元 素 的 话 ， 揪 入 ， 删 除 的 时 间 复 杂 度 怎么 可 能 是 O(1) 呢 ? 
可 以 做 到 ! 对 数组 尾部 进行 插入 和 删除 操作 不 会 涉及 数据 搬移 ， 时 间 复 杂 度 是 0(1)。 


所 以 ， 如 果 我 们 想 在 0(1) 的 时 间 删 除数 组 中 的 某 一 个 元 素 vaL， 可 以 先 把 这 个 元 素 交换 到 数组 的 尾部 ， 然 后 
再 pop 掉 。 


交换 两 个 元 素 必 须 通 过 索引 进行 交换 对 吧 ， 那 么 我 们 需要 一 个 哈 希 表 vaLToIndex 来 记录 每 个 元 素 值 对 应 的 
索引 。 


有 了 思路 铺垫 ， 我 们 直接 看 代码 : 


class RandomizedSet { 
pUDIURC: 
Vector<int> nums; 
刁 导 人 人 八 一 和 汪 J 寺 一 天 I 二 频 委 二 号 | 
D 采 和 母 修 元 系 对 心 仕 nums 中 的 系 5| 


/CL 


unordered map<int, int> valToIndex; 


bool insert(int val) { 


三 = 大 田 十 坪 入 
2 个 用 FF TE / \ 


ly 
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return false; 
} 
// 若 val 不 存在 ， 插 入 到 nums 尾部 ， 
// 并 记录 val 对 应 的 索引 值 
valToIndex[val] = nums.size(); 
nums.push_back(val); 
Peturn enue 


} 


bool remove(int val) { 
// 若 val 不 存在 ， 不 用 再 删除 
if (!valToIndex.count(val)) { 
return false; 
} 
// 先 拿 到 val 的 索引 
int index = valToIndex[vall]; 
// 将 最 后 一 个 元 素 对 应 的 索引 修改 为 index 
valToIndex [nums.back()] = index; 
/ 交换 val 和 最 后 一 个 元 素 
swap (nums[index], nums.back()); 
// 在 数组 中 删除 元 素 val 
nums.pop_back(); 
// 删除 元 素 val 对 应 的 索引 
valToIndex.erase(val); 
return true; 


int getRandom() { 
// 随机 获取 nums 中 的 一 个 元 素 
return nums[rand() % nums.size()]; 


注意 remove (Val) 水 数 ， 对 nums 进行 插入 、 删 除 、 交 换 时 ， 都 要 记得 修改 哈 希 表 ValToINdex， 否 则 会 
出 现 错误 。 


至 此 ， 这 道 题 就 解决 了 ， 每 个 操作 的 复杂 度 都 是 O(1)， 且 随机 抽取 的 元 素 概 率 是 相等 的 。 


开 黑 名 单 的 随机 数 


有 了 上 面 一 道 题 的 铺垫 ， 我 们 来 看 一 道 更 难 一 些 的 题目 ， 力 扣 第 710 题 【 黑 名 单 中 的 随机 数 ， 我 来 描述 一 
下 题目 : 


给 你 输入 一 个 正 整 数 N， 代 表 左 闭 右 开 区 间 10,N)， 再 给 你 输入 一 个 数组 bLackList， 其 中 包含 一 些 [ 黑 
名 单数 字 ] ， 且 blacklList 中 的 数字 都 是 区 间 J 中 的 数字 。 


现在 要 求 你 设计 如 下 数据 结构 : 
class Solution { 


pUDNUaC 
Ah 构造 函 由 数 ， 输入 参 数 
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Solution(int N, vector<int>& blacklist) {} 


// 在 区 间 [0,N) 中 等 概率 随机 选取 一 个 元 素 并 返回 
// 这 个 元 素 不 能 是 blacklist 中 的 元 素 
int pick() 全 

jr 


pick 函数 会 被 多 次 调用 ， 每 次 调用 都 要 在 区 间 [0,N) 中 [等 概率 随机 」 返回 一 个 {不 在 Dlack1list 中 ] 
的 整数 。 


这 应 该 不 难 理解 吧 ， 比 如 给 你 输入 N = 5，bplacklist = [1,3]， 那 么 多 次 调用 pick 函数 ， 会 等 概率 随 
机 返回 0, 2, 4 中 的 某 一 个 数字 。 


而 且 题 目 要 求 ， 在 pick 阔 数 中 应 该 尽 可 能 少 调用 随机 数 生成 函数 rand ( ) 。 
这 人 句 话 什么 意思 呢 ， 比 如 说 我 们 可 能 想 出 如 下 拍 脑 袋 的 解法 : 


int pick() { 
int res = rand() % N; 
while (res exists in blacklist) { 
// 重新 随机 一 个 结果 
res = rand() % N; 


y 


Fe 二 wsnmes 


这 个 函数 会 多 次 调用 rand( ) 函数 ， 执 行 效率 竟然 和 随机 数 相关 ， 不 是 一 个 漂亮 的 解法 。 


聪明 的 解法 类 似 上 一 道 题 ， 我 们 可 以 将 区 间 [0,N) 看 做 一 个 数组 ， 然 后 将 blLack1list 中 的 元 素 移 到 数组 的 
最 末尾 ， 同 时 用 一 个 哈 希 表 进 行 映射 : 


根据 这 个 思路 ， 我 们 可 以 写 出 第 一 版 代码 (还 存在 几 处 错误 ) : 


class Solutiuon | 
puUDUac 
int sz; 
unordered map<int, int> mapping; 


Solution(int N, vector<int>& blacklist) { 

// 最 终 数组 中 的 元 素 个 数 

sz =N - blacklist,.size(); 

// 最 后 一 个 元 素 的 索引 

int last = N-1; 

// 将 黑 名 单 中 的 索引 换 到 最 后 去 

form(mt on ouacknmst 下 
mapping[b] = last; 
last==; 
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jpp 


N=5 blacklist = [1,0] 


公众 号 : labuladong 


mapping 


如 上 图 ， 相 当 于 把 黑 名 单 中 的 数字 都 交换 到 了 区 间 [sz，N) 中 ， 同 时 把 [0，sz) 中 的 黑 名 单数 字 映 射 到 了 
正常 数字 。 


根据 这 个 逻辑 ， 我 们 可 以 写 出 pick 函数 : 


int pick() { 
// 随机 选取 一 个 索引 
int index = rand() % sz2z; 
// 这 个 索引 命中 了 黑 名 单 ， 
// 需要 被 映射 到 其 他 位 置 
if (mapping.count(index)) { 
return mapping[index]; 
} 
// 若 没 命中 黑 名 单 ， 则 直接 返回 
return index; 


这 个 pick 函数 已 经 没有 问题 了 ， 但 是 构造 浮 数 还 有 两 个 问题 。 


第 一 个 问题 ， 如 下 这 段 代码 : 


int Last =N- 1; 

// 将 黑 名 单 中 的 索引 换 到 最 后 去 

fiom (unt om tack ust) 
mapping[b] = last; 
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last——; 


我 们 将 黑 名 单 中 的 b 映射 到 Last， 但 是 我 们 能 确定 Last 不 在 DlLack1list 中 吗 ? 
比如 下 图 这 种 情况 ， 我 们 的 预期 应 该 是 1 映射 到 3， 但 是 错误 地 映射 到 4: 


Ns5 blacklisy = [1,4#] 


公众 号 : labuladong 


在 对 mapping[b] 赋值 时 ， 要 保证 Last 一 定 不 在 blacklist 中 ， 可 以 如 下 操作 : 


// 构造 沼 数 
Solution(int N, vector<int>& blacklist) { 
sz =N- blacklist.sizel(); 
// 先 将 所 有 黑 名 单数 字 加 入 map 
ior (mt Lackist 
// 这 里 赋值 多 少 都 可 以 
// 目的 仅仅 是 把 键 存 进 哈 希 表 
// 方便 快速 判断 数字 是 否 在 黑 名 单 内 
mapping [b] = 666; 


int Last =N- 1; 
for (nt tackust 
// 跳 过 所 有 黑 名 单 中 的 数字 
while (mapping.count(last)) { 
Last—，; 
} 
// 将 黑 名 单 中 的 索引 映射 到 合法 数字 
mapping[b] = last; 
Last==; 
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第 二 个 问题 ， 如 果 plack list 中 的 黑 名 单数 字 本 身 就 存在 区 间 [sz，N) 中 ， 那 么 就 没 必 要 在 mapping 中 
建立 映射 ， 比 如 这 种 情况 : 


N=5 blacklist = [4,1] 


公众 号 : labuladong 


我 们 根本 不 用 管 4， 只 希望 把 1 映射 到 3， 但 是 按照 DLack list 的 顺序 ， 会 把 4 映射 到 3， 显 然 是 错误 的 。 


我 们 可 以 稍微 修改 一 下 ， 写 出 正确 的 解法 代码 : 


class Solution { 
pupWares 
int sz; 
unordered map<int, int> mapping; 


Solution(int N, vector<int>& blacklist) { 
sz =N - blacklist,.size(); 
formm(nte loUacktist 
mapping[b] = 666; 
} 


int Last = N- 1; 

for (int b : blacklist) { 
// 如 果 b 已 经 在 区 间 [sz，N) 
// 可 以 直接 忽略 
(= zt 


continue; 

J 

while (mapping.count(last)) { 
last==; 

jr 


mapping[b] = last; 


178 / 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


last——; 


// 见 上 文 代码 实现 
dint cl ( 
yp 


至 此 ， 这 道 题 也 解决 了 ， 总 结 一 下 本 文 的 核心 思想 : 
1、 如 果 想 高 效 地 ， 等 概率 地 随机 获取 元 素 ， 就 要 使 用 数组 作为 底层 容器 。 


2、 如 果 要 保持 数组 元 素 的 紧凑 性 ， 可 以 把 待 删 除 元 素 换 到 最 后 ， 然 后 pop 掉 末 尾 的 元 素 ， 这 样 时 间 复 杂 度 
就 是 0(1) 了 。 当 然 ， 我 们 需要 额外 的 哈 希 表 记 录 值 到 索引 的 映射 。 


3、 对 于 第 二 题 ， 数 组 中 含有 「 空 洞 ] ( 黑 名 单数 字 ) ， 也 可 以 利用 哈 希 表 巧 妙 处 理 映 射 天 系 ， 计 数组 在 逻辑 
上 是 紧凑 的 ， 方 便 随 机 取 元 素 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 ; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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一 道 求 中 位 数 的 算法 题 把 我 整 不 会 了 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
295. 数据 流 的 中 位 数 (困难 ) 


如 果 输 入 一 个 数组 ， 让 你 求 中 位 数 ， 这 个 好 办 ， 排 个 序 ， 如 果 数 组 长 度 是 奇数 ， 最 中 间 的 一 个 元 素 就 是 中 位 
数 ， 如 果 数 组 长 度 是 偶数 ， 最 中 间 两 个 元 素 的 平均 数 作为 中 位 数 。 


如 果 数 据 规 模 非 常 巨大 ， 排 序 不 太 现实 ， 那 么 也 可 以 使 用 概率 算法 ， 随 机 抽取 一 部 分 数据 ， 排 序 ， 求 中 位 
数 ， 作 为 所 有 数据 的 中 位 数 。 


本 文 说 的 中 位 数 算法 比较 困难 ， 也 比较 精妙 ， 是 力 扣 第 295 题 [数据 流 的 中 位 数 」 : 
295. 数据 流 的 中 位 数 
难度 困难 ”由 251 站 上 员 加 位 口 


中 位 数 是 有 序列 表 中 间 的 数 。 如 果 列 表 长 度 是 偶数 ， 中 位 数 则 是 中 间 两 个 数 的 平均 值 。 
设计 一 个 支持 以 下 两 种 操作 的 数据 结构 : 


。 void addNum(int num) - 从 数据 流 中 添加 一 个 整数 到 数据 结构 中 。 
。 double findMedian() - 返回 目前 所 有 元 素 的 中 位 数 。 


示例 : 


addNum(1) 

addNum(2) 
findMedian() -> 1.5 
addNum(3) 
findMedian() -> 2 


就 是 让 你 设计 这 样 一 个 类 : 
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class MedianFinder { 


AN 


1 / 天 hr 八 米 上 呈 
/ ~zs 刀 一 信人 六 字 
// ) 杰 加 一 个 约 子 


public void addNum(int num) {} 


// 计算 当前 添加 和 kr 的 由 位 头 [ 
// |) 外 > 着; 杰 ; JP 让 HN 


之 人 


人 ne BO 全 


其 实 ， 所 有 关于 「 流 」 的 算法 都 比较 难 ， 比 如 我 们 旧 文 水 塘 抽 样 算法 详解 写 过 如 何 从 数据 流 中 等 概率 随机 抽 
取 一 个 元 素 ， 如 果 说 你 没有 接触 过 这 个 问题 的 话 ， 还 是 很 难 想到 解法 的 。 


这 道 题 要 求 在 数据 流 中 计算 平均 数 ， 我 们 先 想 一 想 常规 思路 。 
尝试 分 析 


一 个 直接 的 解法 可 以 用 一 个 数组 记录 所 有 addNun 添加 进来 的 数字 ， 通 过 插入 排序 的 逻辑 保证 数组 中 的 元 素 
有 序 ， 当 调用 TindMedian 方法 时 ， 可 以 通过 数组 索引 直接 计算 中 位 数 。 


但 是 用 数组 作为 底层 容器 的 问题 也 很 明显 ，addNun 搜索 插入 位 置 的 时 候 可 以 用 二 分 搜索 算法 ， 但 是 插入 操 
作 需 要 搬移 数据 ， 所 以 最 坏 时 间 复 杂 度 为 O(N)。 


那 换 链表 ? 链表 插入 元 素 很 快 ， 但 是 查找 插入 位 置 的 时 候 只 能 线性 遍历 ， 最 坏 时 间 复 杂 度 还 是 O(N)， 而 且 
findMedian 方法 也 需要 遍历 寻找 中 间 索 引 ， 最 坏 时 间 复 杂 度 也 是 O(N)。 


那么 就 用 平衡 二 叉 树 喘 ， 增 删 查 改 复杂 度 都 是 O(logN)， 这 样 总 行 了 吧 ? 


比如 用 Java 提供 的 TreeSet 容器 ， 底 层 是 红 黑 树 ，addNum 直接 插入 ，findMedian 可 以 通过 当前 元 素 的 
个 数 推出 计算 中 位 数 的 元 素 的 排名 。 


很 遗憾 ， 依 然 不 行 ， 这 里 有 两 个 问题 。 


第 一 ，TreeSet 是 一 种 Set， 其 中 不 存在 重复 元 素 的 元 素 ， 但 是 我 们 的 数据 流 可 能 输入 重复 数据 的 ， 而 且 计 
算 中 位 数 也 是 需要 算 上 重复 元 素 的 。 


第 二 ，TreeSet 并 没有 实现 一 个 i 快速 计算 元 素 的 APl。 假 设 我 想 找 到 TreeSet 中 第 5 大 的 元 素 ， 
并 没有 一 个 现成 可 用 的 方法 实现 这 个 


PS: 如 果 让 你 实现 一 个 在 二 叉 搜 索 树 中 通过 排名 计算 对 应 元 素 的 方法 rank (int index)， 你 会 怎么 
设计 ? 你 可 以 思考 一 下 ， 我 会 把 答案 写 在 留言 区 置顶 。 


除了 平衡 二 叉 树 ， 还 有 没有 什么 常用 的 数据 结构 是 动态 有 序 的 ? 优先 级 队列 (二 叉 扒 ) 行 不 行 ? 


好 像 也 不 太行 ， 因 为 优先 级 队列 是 一 种 受 限 的 数据 结构 ， 只 能 从 堆 顶 添加 /删除 元 素 ， 我 们 的 addNun 方法 可 
以 从 堆 顶 插入 元 素 ， 但 是 TindMedian 函数 需要 从 数据 中 间 取 ， 这 个 功能 优先 级 队列 是 没 办 法 提供 的 。 


可 以 看 到 ， 求 个 中 位 数 还 是 皖 难 的 ， 我 们 使 尽 浑 身 解数 都 没有 一 个 高 效 地 思路 ， 下 面 直接 来 看 解法 吧 ， 比 较 
巧妙 。 


解法 思路 
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我 们 必然 需要 有 序数 据 结 构 ， 本 题 的 核心 思路 是 使 用 两 个 优先 级 队列 。 
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仅 刘 遍 、 进 阶 数据 结构 


进 阶 数据 结构 包括 树 和 图 ， 从 定义 上 来 说 树 是 特殊 的 图 ， 但 实际 场景 中 树 和 图 的 区 别 还 是 蛮 大 的 ， 所 以 要 分 
开 说 。 


因为 树 算法 大 多 涉及 递归 操作 ， 而 图 有 很 多 大 家 耳熟能详 的 经 典 算法 ， 所 以 我 把 它们 归 为 进 阶 数据 结构 。 


公众 号 标签 : 手把手 刷 数据 结构 
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2.1 二 叉 树 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
叉 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


二 叉 树 的 重要 性 是 我 在 公众 号 经 常 强调 的 ， 可 以 说 BFS 算法 、DFS 算法 、 回 溯 算 法 、 动 态 规划 、 分 治 算法 、 
图 论 算法 都 是 二 叉 树 算法 的 衍生 ， 其 中 都 有 二 叉 树 题目 的 思维 模式 和 代码 框架 。 


我 做 的 第 一 期 专项 训练 营 就 是 二 叉 树 专题 ， 足 以 看 出 我 对 这 个 专题 的 重视 。 
单单 二 叉 树 的 遍历 ， 如 果 往 原理 上 问 ， 就 能 考 倒 一 大 片 人 ， 比 如 你 告诉 我 ， 二 叉 树 的 前 序 遍 历 结 果 怎 么 算 ? 


你 肯定 可 以 写 出 如 下 代码 : 


List<Integer> res = new LinkedList<>(); 


// 返回 前 序 遍 历 结 

List<Integer> preorder(TreeNode root) { 
traverse(root); 
return res; 


J 


// 二 义 树 遍历 函数 

void traverse(TreeNode root) { 
Wnoote = no et 

return; 

J 
// 前 序 遍 历 位 置 
res.addLast (root,. val); 
traverse(root. left); 
traverse(root.right); 


还 有 别 的 想法 吗 ? 没有 了 ? 


还 可 以 这 样 写 : 


// 定义 : 输入 一 棵 二 叉 树 的 根 节点 ， 返 回 这 棵 树 的 前 序 遍 历 结 
List<Integer> preorder(TreeNode root) { 
List<Integer> res = new LinkedList<>(); 
(noote== nut 
Peturnn nese 
J 
// 前 序 遍 历 的 结果 ，root .val 在 第 一 个 
res.add(root.val); 
// 后 面 接着 左 子 树 的 前 序 遍 历 结 
res.addAll(preorder(root. left)); 
// 最 后 接着 右 子 树 的 前 序 遍 历 结 


184 /692 


labuladong 的 刷 题 三 


res.addAll(preorder(root.right)); 


这 两 个 解法 ， 前 者 是 回溯 算法 核心 思路 ， 后 者 是 动态 规划 核心 思路 ， 可 以 说 你 理解 透彻 二 叉 树 ， 就 成 功 了 一 


最 后 ， 我 后 续 还 会 推出 各 个 专题 的 训练 营 ， 持 续 关 注 我 的 公众 号 就 好 。 


公众 号 标签 : 二 又 树 
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东 哥 带 你 刷 二 叉 树 (第 一 期 ) 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


号 @labuladong B 站 | @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
226. 翻转 二 叉 树 (简单 ) 
114. 二 叉 树 展开 为 链表 (中 等 ) 


116. 填充 每 个 节点 的 下 一 个 右 侧 节点 指针 (中 等 ) 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
叉 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


我 们 公众 号 的 成 名 之 作 学 习 数 据 结构 和 算法 的 框架 思维 中 多 次 强调 ， 先 刷 二 叉 树 的 题目 ， 先 刷 二 叉 树 的 题 
目 ， 先 刷 二 叉 树 的 题目 ， 因 为 很 多 经 典 算法 ， 以 及 我 们 前 文 讲 过 的 所 有 回溯 、 动 归 、 分 治 算法 ， 其 实 都 是 树 
的 问题 ， 而 树 的 问题 就 永远 逃 不 开 树 的 递归 遍历 框架 这 几 行 破 代码 : 


/# 二 义 树 遍 历 框 架 */ 

void traverse(TreeNode root) { 
// 前 序 遍 历 
traverse(root. left); 
// 中 序 遍 历 
traverse(root.right ) ; 
// 后 序 遍 历 


} 
上 篇 公众 号 文章 让 读者 留言 说 说 对 什么 问题 还 有 疑惑 ， 我 接 下 来 可 以 重点 写 一 写 相关 的 文章 。 结 果 还 有 很 多 


读者 说 觉得 「 递 归 」 非常 难以 理解 ， 说 实话 ， 递 归 解 法 应 该 是 最 简单 ， 最 容易 理解 的 才 对 ， 行 云 流水 地 写 递 
归 代码 是 学 好 算法 的 基本 功 ， 而 二 叉 树 相关 的 题目 就 是 最 练习 递归 基本 功 ， 最 练习 框架 思维 的 。 


我 先 花 一 些 篇 幅 说 明 二 又 树 算法 的 重要 性 。 
一 、 二 义 树 的 重要 性 


举 个 例子 ， 比 如 说 我 们 的 经 典 算法 「 快 速 排序 1 和 归并 排序 ， 对 于 这 两 个 算法 ， 你 有 什么 理解 ? 如 果 你 
告诉 我 ， 快 速 排序 就 是 个 二 又 树 的 前 序 遍 历 ， 归 并 排序 就 是 个 二 叉 树 的 后 序 遍 历 ， 那 么 我 就 知道 你 是 个 算法 
高 手 了 。 
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为 什么 快速 排序 和 归并 排序 能 和 二 叉 树 扯 上 关系 ? 我 们 来 简单 分 析 一 下 他 们 的 算法 思想 和 代码 框架 : 


快速 排序 的 逻辑 是 ， 若 要 对 nums [10. .hil 进行 排序 ， 我 们 先 找 一 个 分 界 点 Pp， 通过 交换 元 素 使 得 
nums [Lo. .p-1] 都 小 于 等 于 nums [p] ， 且 nums [p+1. .hi] 都 大 于 nums [p] ， 然 后 递归 地 去 
nums[Lo..p-1] 和 nums [p+1. .hil 中 寻找 新 的 分 界 点 ， 最 后 整个 数组 就 被 排序 了 。 


快速 排序 的 代码 框架 如 下 : 


vond sorm(int ll mumsen nt tom nt a 
/炒米 炒米 炒米 前 序 遍 历 位 置 六 炒米 沙沙 炒 / 
// 通过 交换 元 素 构 建 分 界 点 p 
Tint = partition(nums nn tomm hs 
/六 六 六 六 冰冰 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 冰冰 六 阔 / 


sort(nums, lo, p - 1); 
sort(numseo Lh: 


先 构 造 分 界 点 ， 然 后 去 左右 子 数组 构造 分 界 点 ， 你 看 这 不 就 是 一 个 二 叉 树 的 前 序 遍 历 吗 ? 


再 说 说 归并 排序 的 逻辑 ， 若 要 对 nums [Lo. ,hil 进行 排序 ， 我 们 先 对 nums [10. .mid] 排序 ， 再 对 
nums [mid+1. .hil] 排序 ， 最 后 把 这 两 个 有 序 的 子 数 组 合并 ， 整 个 数组 就 排 好 序 了 。 


归并 排序 的 代码 框架 如 下 : 


// 定义 : 排序 nums [Lo..hi] 
VoideEsort (nt EnmumsseintLosTn 二 ni 
nme md = (Uo /2 
// 排序 nums[Lo. .mid] 
sort(nums, lo, mid); 
// 排序 nums [mid+1. .hil] 
sort(nums, mid + 1, hi); 


/炒米 炒米 炒米 “后 序 位 置 水 阔 炒米 炒米 / 

// 合并 nums [Lo. .mid] 和 nums [mid+1. .hji] 
merge(nums, lo, mid, hi); 

/ 米 米 炒米 玉米 米 米 炒米 炒米 炒米 玉米 炒米 炒米 米 / 


先 对 左右 子 数组 排序 ， 然 后 合并 (类 似 合 并 有 序 链表 的 逻辑 ) ， 你 看 这 是 不 是 二 叉 树 的 后 序 遍 历 框架 ? 另 
外 ， 这 不 就 是 传说 中 的 分 治 算 法 嘛 ， 不 过 如 此 呀 。 


如 果 你 一 眼 就 识破 这 些 排序 算法 的 底细 ， 还 需要 背 这 些 算法 代码 吗 ? 这 不 是 手 到 擒 来 ， 从 框架 慢 慢 扩展 就 能 
写 出 算法 了 。 


说 了 这 么 多 ， 虽 在 说 明 ， 二 叉 树 的 算法 思想 的 运用 广泛 ， 甚 至 可 以 说 ， 只 要 涉及 递归 ， 都 可 以 抽象 成 二 又 树 
的 问题 ， 所 以 本 文 和 后 续 的 手把手 带 你 刷 二 叉 树 (第 二 期 ) 以 及 手把手 刷 二 叉 树 (第 三 期 ) ， 我 们 直接 上 
几 道 比较 有 意思 ， 且 能 体现 出 递归 算法 精妙 的 二 叉 树 题目 ， 东 哥 手 把 手 教 你 怎么 用 算法 框架 搞定 它们 。 
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二 、 与 递归 算法 的 秘诀 

我 们 前 文 二 叉 树 的 最 近 公共 祖先 写 过 ， 写 递归 算法 的 关键 是 要 明确 函数 的 【定义 」 是 什么 ， 然 后 相信 这 个 定 
义 ， 利 用 这 个 定义 推导 最 终结 果 ， 绝 不 要 跳 入 递归 的 细节 。 

怎么 理解 呢 ， 我 们 用 一 个 具体 的 例子 来 说 ， 比 如 说 让 你 计算 一 棵 二 叉 树 共有 几 个 节点 : 


// 定义 : count (root) 返回 以 root 为 根 的 树 有 多 少 节操 
int count(TreeNode root) { 
// base case 
TOO == nu) rexwumm or 
刁 n P 要 寺 自 包 二 -把 米 让 夺 下 四 束 广 丰 椒 寺 


一 | = 本 - 卜 | 种 岂 二 上 瑟 米 误 
// 日 山上 上 于 例 昌 DA 仅 的 帮 品 仙 


return 1 + count(root.Left) + count(root.right); 


这 个 问题 非常 简单 ， 大 家 应 该 都 会 写 这 段 代 码 ，root 本 身 就 是 一 个 节点 ， 加 上 左右 子 树 的 节点 数 就 是 以 
root 为 根 的 树 的 节点 总 数 。 


左右 子 树 的 节点 数 怎么 算 ? 其 实 就 是 计算 根 为 root.Left 和 root.right 两 棵 树 的 节点 数 员 ， 按 照 定 义 ， 
递归 调用 count 函数 即 可 算出 来 。 


写 树 相关 的 算法 ， 简 单 说 就 是 ， 先 搞 清楚 当前 root 节点 「 该 做 什么 」 以 及 「 什 么 时 候 做 1 ， 然 后 根据 函数 
定义 递归 调用 子 节点 ， 递 归 调 用 会 让 孩子 节点 做 相同 的 事情 。 


所 谓 【该 做 什么 」 就 是 让 你 想 清 楚 写 什么 代码 能 够 实现 题目 想 要 的 效果 ， 所 谓 1 什么 时 候 做 1 ， 就 是 让 你 思 
考 这 段 代 码 到 底 应 该 写 在 前 序 、 中 序 还 是 后 序 遍 历 的 代码 位 置 上 。 


我 们 接 下 来 看 几 道 算法 题目 实 操 一 下 。 
三 、 算 法 实践 
第 一 题 、 翻 转 二 又 树 


我 们 先 从 简单 的 题 开 始 ， 看 看 力 扣 第 226 题 [翻转 二 叉 树 」 ， 输 入 一 个 二 叉 树 根 节点 root， 让 你 把 整 棵 树 
镜像 翻转 ， 比 如 输入 的 二 叉 树 如 下 : 
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通过 观察 ， 我 们 发 现 只 要 把 二 叉 树 上 的 每 一 个 节点 的 左右 子 节点 进行 交换 ， 最 后 的 结果 就 是 完全 翻转 之 后 的 
二 叉 树 。 


可 以 直接 写 出 解法 代码 : 


/ 将 整 棵 树 的 节点 翻转 
invertTree( Treenode root) { 
/:/ base case 
noot = nu et 
return null; 


} 


Ee 


/ 闭 六 半 米 前 序 遍 历 位 置 x****/ 

// root 节点 需要 交换 它 的 左右 子 节点 
TreeNode tmp = root. left; 
roota Ulett ="rootarght, 
root.right = tmp; 

// 让 左右 子 节点 继续 翻转 它们 的 子 节 
invertTree(root.Left ) ， 
invertTree(root,.right); 


neturnmn root 


道 题目 比较 简单 ， 关 键 思路 在 于 我 们 发 现 翻转 整 棵 树 就 是 交换 每 个 节点 的 左右 子 节 点 ， 于 是 我 们 把 交换 左 
i 遍历 的 位 置 。 


值得 一 提 的 是 ， 如 果 把 交换 左右 子 节点 的 代码 复制 粘贴 到 后 序 遍历 的 位 置 也 是 可 以 的 ， 但 是 直接 放 到 中 序 遍 
历 的 位 置 是 不 行 的 ， 请 你 想 一 想 为 什么 ?这 个 应 该 不 难 想到 ， 我 会 把 答案 置顶 在 公众 号 留言 区 。 


首先 讲 这 道 题 目 是 想 告 诉 你 ， 二 叉 树 题目 的 一 个 难点 就 是 ， 如 何 把 题目 的 要 求 细 化 成 每 个 节点 需要 做 的 事 
情 。 


这 种 洞察 力 需要 多 刷 题 训练 ， 我 们 看 下 一 道 题 。 
第 二 题 、 填 充 二 又 树 节点 的 右 侧 指针 


这 是 力 扣 第 116 题 ， 看 下 题目 
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116. 填充 每 个 节点 的 下 一 个 右 侧 节 点 指针 labuladong 题解 。 思路 
难度 中 等 ” 丘 239 名 上 四 为 A 口 


给 定 一 个 完美 二 叉 树 ， 其 所 有 叶子 节点 都 在 同一 层 ， 每 个 父 节点 都 有 两 个 子 节点 。 二 叉 树 定 
义 如 下 : 


struct Node + 
int val; 
Node *left; 
Node *right; 
Node *next; 


填充 它 的 每 个 next 指针 ， 让 这 个 指针 指向 其 下 一 个 右 侧 节点 。 如 果 找 不 到 下 一 个 右 侧 节点 ， 
则 将 next 指针 设置 为 NULL 。 


初始 状态 下 ， 所 有 next 指针 都 被 设置 为 NULL 。 


Node connect(Node root); 


题目 的 意思 就 是 把 二 又 树 的 每 一 层 节点 都 用 next 指针 连接 起 来 : 


Figure A Figure B 


而 且 题 目 说 了 ， 输 入 是 一 棵 「 完 美 二 叉 树 ]， 形 象 地 说 整 棵 二 叉 树 是 一 个 正三 角形 ， 除 了 最 右 侧 的 节点 next 
指针 会 指向 nu ll， 其 他 节点 的 右 侧 一 定 有 相 邻 的 节点 。 


这 道 题 怎么 做 呢 ? 把 每 一 层 的 节点 穿 起 来 ， 是 不 是 只 要 把 每 个 节点 的 左右 子 节点 都 穿 起 来 就 行 了 ? 


我 们 可 以 模仿 上 一 道 题 ， 写 出 如 下 代码 : 
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Node connect(Node root) { 
wiroot = llrootaLeft mnt 
Pekurnnmoot, 
} 


root Ueft next = noot a rghit 


connect(root. left); 
connect(root.right); 


return root; 


这 样 其 实 有 很 大 问题 ， 再 看 看 这 张 图 : 


NULL 


Figure A Figure B 


节点 5 和 节点 6 不 属于 同一 个 父 节点 ， 那 么 按照 这 段 代码 的 逻辑 ， 它 俩 就 没 办 法 被 穿 起 来 ， 这 是 不 符合 题 意 
的 。 


回想 刚才 说 的 ， 二 叉 树 的 问题 难点 在 于 ， 如 何 把 题目 的 要 求 细 化 成 每 个 节点 需要 做 的 事情 ， 但 是 如 果 只 依赖 
一 个 节点 的 话 ， 肯 定 是 没 办 法 连接 「 跨 父 节 点 」 的 两 个 相 邻 节点 的 。 

那么 ， 我 们 的 做 法 就 是 增加 孙 数 参数 ， 一 个 节点 做 不 到 ， 我 们 就 给 他 安排 两 个 节点 ，『 将 每 一 层 二 叉 树 节 点 
连接 起 来 」 可 以 细 化 成 「 将 每 两 个 相 邻 节点 都 连接 起 来 : 


// 主 孙 数 
Node connect(Node root) { 
f(root = nvreturn nu 


connectTwoNode(root. left, root.right); 
Fe 二 un 三 OO 世 be 


) 


// 辅助 函数 
void connectTwoNode(Node node1，Node node2) { 
if (nodel == null || node2 == nuLL) { 
return; 
} 
/ 洒 六 米 米 前 序 遍历 位 置 *****/ 
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// 将 传 入 的 两 个 节点 连接 
nodel.next = node2; 


// 连接 相同 父 节点 的 两 个 子 节点 
connectTwoNode(node1. left, nodel.right); 
connectTwoNode(node2. left, node2.right); 
// 连接 跨越 父 节点 的 两 个 子 节点 
connectTwoNode(nodel.right, node2. left); 


这 样 ，connectTwoNode 陪 数 不 断 递 归 ， 可 以 无 死角 覆盖 整 棵 二 叉 树 ， 将 所 有 相 邻 节点 都 连接 起 来 ， 也 就 避 
免 了 我 们 之 前 出 现 的 问题 ， 这 道 题 就 解决 了 。 


第 三 题 、 将 二 又 树 展开 为 链表 


这 是 力 扣 第 114 题 ， 看 下 题目 : 
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114. 二 叉 树 展开 为 链表 ”labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 吃 548 OO [DO XA i 站 


给 定 一 个 二 义 树 ， 原 地 将 它 展开 为 一 个 单 链表 。 例 如 ， 给 定 二 叉 树 : 


将 其 展开 为 : 


图 数 签名 如 下 : 
void flatten(TreeNode root); 


我 们 尝试 给 出 这 个 函数 的 定义 : 
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给 flatten 函数 输入 一 个 节点 root， 那 么 以 root 为 根 的 二 叉 树 就 会 被 拉平 为 一 条 链表 。 


我 们 再 梳理 一 下 ， 如 何 按 题目 要 求 把 一 棵 树 拉 平成 一 条 链表 ? 很 简单 ， 以 下 流程 : 


1、 将 root 的 左 子 树 和 右 子 树 拉平 。 


2、 将 root 的 右 子 树 接 到 左 子 树 下 方 ， 然 后 将 整个 左 子 树 作为 右 子 树 。 


公众 号 : labuladong 


上 面 三 步 看 起 来 最 难 的 应 该 是 第 一 步 对 吧 ， 如 何 把 root 的 左右 子 树 拉平 ? 其 实 很 简单 ， 按 照 flatten 函数 
的 定义 ， 对 root 的 左右 子 树 递 归 调 用 flLatten 国 数 即 可 : 


// 定义 : 将 以 root 为 根 的 树 拉平 为 链表 
void flatten(TreeNode root) { 


// base case 
wf (root == "nw return 


flatten(root. Left); 
flatten(root.right); 


/ 洒 六 六 米 后 序 遍 历 位 置 *****/ 

// 1、 左 右 子 树 已 经 被 拉平 成 一 条 链表 
TreeNode left = root.Left ， 
TreeNode right = root,.right; 


// 2、 将 左 子 树 作为 右 子 树 
root, Left = null; 
rootaroght = Ueft; 


// 3、 将 原先 的 右 子 树 接 到 当前 右 子 树 的 末端 
TreeNode p = root; 
whnUen (pw ruomt no 
pe =e rots 
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perioghte =rughet, 


你 看 ， 这 就 是 递归 的 魅力 ， 你 说 flatten 函数 是 怎么 把 左右 子 树 拉平 的 ? 说 不 清楚 ， 但 是 只 要 知道 
flatten 的 定义 如 此 ， 相 信 这 个 定义 ， 让 root 做 它 该 做 的 事情 ， 然 后 flatten 函数 就 会 按照 定义 工作 。 
另外 注意 递归 框架 是 后 序 遍历 ， 因 为 我 们 要 先 拉平 左右 子 树 才 能 进行 后 续 操 作 。 


递 
至 此 ， 这 道 题 也 解决 了 ， 我 们 旧 文 k 个 一 组 翻转 链表 的 递归 思路 和 本 题 也 有 一 些 类 似 。 


四 、 最 后 总 结 
递归 算法 的 关键 要 明确 逊 数 的 定义 ， 相 信 这 个 定义 ， 而 不 要 跳 进 递 归 细 节 。 


写 二 叉 树 的 算法 题 ， 都 是 基于 递归 框架 的 ， 我 们 先 要 搞 清楚 root 节点 它 自己 要 做 什么 ， 然 后 根据 题目 要 求 
选择 使 用 前 序 ， 中 序 ， 后 续 的 递归 框架 。 


二 叉 树 题目 的 难点 在 于 如 何 通过 题目 的 要 求 思考 出 每 一 个 节点 需要 做 什么 ， 这 个 只 能 通过 多 刷 题 进行 练习 
了 。 


如 果 本 文 讲 的 三 道 题 对 你 有 一 些 启发 ， 请 三 连 ， 数 据 好 的 话 东 哥 下 次 再 来 一 波 手 把 手 刷 题 文 ， 你 会 发 现 二 又 
树 的 题 真 的 是 越 刷 越 顺手 ， 欲 罢 不 能 ， 恨 不 得 一 口气 把 二 叉 树 的 题 刷 通 。 


接 下 来 可 阅读 : 


。 手把手 刷 二 叉 树 (第 二 期 ) 
。 手把手 刷 二 叉 树 (第 三 期 ) 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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东 哥 带 你 刷 二 叉 树 (第 二 期 ) 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


号 @labuladong B 站 | @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
654. 最 大 二 叉 树 (中 等 ) 

105. 从 前 序 与 中 序 遍 历 序列 构造 二 叉 树 (中 等 ) 

106. 从 中 序 与 后 序 遍 历 序列 构造 二 又 树 (中 等 ) 

889. 根据 前 序 和 后 序 遍历 构造 二 叉 树 (中 等 ) 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
叉 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


上 篇 文章 手把手 教 你 刷 二 叉 树 (第 一 篇 ) 连 刷 了 三 道 二 叉 树 题目 ， 很 多 读者 直 呼 内 行 。 其 实 二 叉 树 相关 的 算 
法 真 的 不 难 ， 本 文 再 来 三 道 ， 手 把 手 带 你 看 看 树 的 算法 到 底 怎么 做 。 


先 来 复习 一 下 ， 我 们 说 过 写 树 的 算法 ， 关 键 思路 如 下 : 


把 题目 的 要 求 细 化 ， 搞 清楚 根 节点 应 该 做 什么 ， 然 后 剩 下 的 事情 抛 给 前 /中 /后 序 的 遍历 框架 就 行 了 ， 我 们 千 万 
不 要 跳 进 递归 的 细节 里 ， 你 的 脑袋 才能 压 几 个 栈 呀 。 


也 许 你 还 不 太 理 解 这 句 话 ， 我 们 下 面 来 看 例子 。 


构造 最 大 二 又 树 


先 来 道 简单 的 ， 这 是 力 扣 第 654 题 ， 题 目 如 下 : 
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654. 最 大 二 叉 树 labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 吃 190 六 DO 从 A 及 


给 定 一 个 不 含 重复 元 素 的 整数 数组 。 一 个 以 此 数组 构建 的 最 大 二 叉 树 定义 如 下 : 


1. 二 叉 树 的 根 是 数组 中 的 最 大 元 素 。 
en A a 构造 出 的 最 大 二 又 树 。 
3. 石子 树 是 通过 数组 中 最 大 值 右边 部 分 构造 出 的 最 大 二 又 树 。 


过 给 定 的 数组 构建 最 大 二 叉 树 ， 并 且 输 出 这 个 树 的 根 节点 。 


示例 : 


输入 : [3,2,1,6,90,5] 
输出 : 返回 下 面 这 棵 树 的 根 节点 : 


6 
A 
3 3 
\ 让 
之 JU 
L 


图 数 签名 如 下 : 


TreeNode constructMaximumBinaryTree(int[] nums ) ; 


按照 我 们 刚才 说 的 ， 先 明确 根 节点 做 什么 ? 对 于 构造 二 叉 树 的 问题 ， 根 节点 要 做 的 就 是 把 想 办 法 把 自己 构造 
出 来 。 


我 们 肯定 要 遍历 数组 把 找到 最 大 值 maxVa lt， 把 根 节点 root 做 出 来 ， 然 后 对 maxVal 左边 的 数组 和 右边 的 
数组 进行 递归 调用 ， 作 为 root 的 左右 子 树 。 


按照 题目 给 出 的 例子 ， 输 入 的 数组 为 [3, 2, 1, 6,0,5]， 对 于 整 棵 树 的 根 节点 来 说 ， 其 实在 做 这 件 事 : 
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TreeNode constructMaximumBinaryTree( [3,2,1,6,0,5]) { 
// 找到 数组 中 的 最 大 值 
TreeNode root = new TreeNode(6); 
// 递归 调用 构造 左右 子 树 
root. left = constructMaximumBinaryTree( [3,2,1]); 
root.right = constructMaximumBinaryTree( [0,5]); 
return root ， 


再 详细 一 点 ， 就 是 如 下 伪 码 : 


TreeNode constructMaximumBinaryTree(int[] nums) { 
if (nums is empty) return null; 
// 找到 数组 中 的 最 大 值 
int maxVal = Integer.MIN_VALUE ; 
nk ndexe = 0 
for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
if (nums[i] > maxVal) { 
maxVal = nums [i]; 
index = i; 


hr 


TreeNode root = new TreeNode(maxVal); 
// 递归 调用 构造 左右 子 树 
root. left = constructMaximumBinaryTree(nums [0..index-1] ) ; 


root.right = constructMaximumBinaryTree(nums[index+1..nums. length-1]); 
return root,; 


看 懂 了 吗 ? 对 于 每 个 根 节点 ， 只 需要 找到 当前 nums 中 的 最 大 值 和 对 应 的 索引 ， 然 后 递归 调用 左右 数组 构造 
左右 子 树 即 可 。 


明确 了 思路 ， 我 们 可 以 重新 写 一 个 辅助 函数 buiLd， 来 控制 nums 的 索引 : 


/* 主 图 数 */ 
TreeNode constructMaximumBinaryTree(int[] nums) { 
return build(nums, 0, nums.length - 1); 


J 


/# 将 nums[1lo..hi] 构造 成 符合 条 件 的 树 ， 返 回 根 节点 */ 
TreeNode build(int[] nums, int lo, int hi) { 
// base case 
(Uo hn 
return null; 


je 
// 找到 数组 中 的 最 大 值 和 对 应 的 索引 


198 / 692 


在 线 网 站 


至 此 ， 


通过 


int index = -1, maxVal = Integer.MIN_VALUE ; 
OIL 三 OO < 
if (maxVal < nums[i]) { 
index = i; 
maxVal = nums[il]; 


} 


TreeNode root = new TreeNode(maxVal); 

// 递归 调用 构造 左右 子 树 

root .Left = build(nums, lo, index - 1); 
root.right = build(nums, index + 1, hi); 


return root; 


道 题 就 做 完了 ， 还 是 插 简 单 的 对 吧 ， 下 面 看 两 道 更 困难 一 些 的 。 
前 序 和 中 序 遍 历 结果 构造 二 叉 树 


经 典 问题 了 ， 面 试 /笔试 中 常 考 ， 力 扣 第 105 题 就 是 这 个 问题 : 
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105. 从 前 序 与 中 序 遍 历 序 列 构造 二 叉 树 
难度 中 等 听 679 家 四 办 从 


根据 一 棵 树 的 前 序 亿 历 与 中 友 遍 历 构 造 二 又 树 。 


注意 : 
你 可 以 假设 树 中 没有 重复 的 元 素 。 


例如 ， 给 出 


前 序 遍 历 preorder = [3,9,20,15,7] 
中 序 遍 历 inorder = [9,3,15,20,7] 


返回 如 下 的 二 又 树 : 


函数 签名 如 下 : 


TreeNode buildTree(int[] preorder, int[] inorder); 
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废话 不 多 说 ， 直 接 来 想 思路 ， 首 先 思考 ， 根 节点 应 该 做 什么 。 
类 似 上 一 题 ， 我 们 肯定 要 想 办 法 确定 根 节点 的 值 ， 把 根 节点 做 出 来 ， 然 后 递归 构造 左右 子 树 即 可 。 


我 们 先 来 回顾 一 下 ， 前 序 遍 历 和 中 序 遍 历 的 结果 有 什么 特点 ? 


void traverse(TreeNode root) { 
// 前 序 遍 历 
preorder.add(root.val); 
traverse(root,. Left); 
traverse(root.right); 


} 


void traverse(TreeNode root) { 
traverse(root. left); 
// 中 序 遍 历 
inorder.add(root.val); 
traverse(root.right); 


前 文 二 又 树 就 那 几 个 框架 写 过 ， 这 样 的 遍历 顺序 差异 ， 导 至 了 preorder 和 inorder 数 组 中 的 元 素 分 布 有 
如 下 特点 : 


人 
a 
fe A 


5 8 9 root.left root.right 
/ root SE 
“ddd 
root.left root. me 
root 


on 5 1 1417 Me Be 


公众 号 : labuladong 


找到 根 节点 是 很 简单 的 ， 前 序 遍 历 的 第 一 个 值 preorder101 就 是 根 节点 的 值 ， 关 键 在 于 如 何 通 过 根 节点 的 
值 ， 将 preorder 和 postorder 数组 划分 成 两 半 ， 构 造 根 节点 的 左右 子 树 ? 


换 句 话说 ， 对 于 以 下 代码 中 的 ? 部 分 应 该 填 入 什么 : 
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/* 主 图 数 */ 
TreeNode buildTree(int[] preorder, int[] inorder) { 


} 


/* 


*/ 


return build(preorder, 0, preorder. Length - 1, 
inorder, 0, inorder.length - 1); 


若 前 序 遍 历数 组 为 preorder [preStart. .preEnd] ， 
中 序 遍 历数 组 为 inorder [inStart. ,inEnd] ， 
构造 二 叉 树 ， 返 回 该 二 叉 树 的 根 节点 


TreeNode build(int[] preorder, int preStart, int preEnd, 


mit lnorder lint ntart eint oneEnd nt 
// root 节点 对 应 的 值 就 是 前 序 遍 历数 组 的 第 一 个 元 素 
int rootVal = preorder[preStart]; 
// rootVal 在 中 序 遍 历数 组 中 的 索引 
int index = 0; 
for (int i = inStart; i <= inEnd; i++) { 


if (inorder[i]l == rootVal) { 
index = i; 
break; 

} 


Jy 


TreeNode root = new TreeNode(rootVal); 

// 递归 构造 左右 子 树 

root. left = build(preorder, ?, 7?, 
MORdenm aas) 


root.right = build(preorder, ?, 7?, 
inorder, ?, ?); 
return root; 


对 于 代码 中 的 rootVal 和 index 变量 ， 就 是 下 图 这 种 情况 : 
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preStart preEnd 
preorder root.left root.right 
inStart index inEnd 


inorder root.lef+ root.right 


公众 号 : labuladong 


现在 我 们 来 看 图 做 填空 题 ， 下 面 这 几 个 问号 处 应 该 填 什 么 : 
root. left = build(preorder, ?, 7?, 
inordera ?70 
nooterighnt ounud(preonrdeir 7 


JIMOIR OE 0 


对 于 左右 子 树 对 应 的 inorder 数组 的 起 始 索引 和 终止 索 引 比较 容易 确定 : 


preorder 


inorder 


公众 号 : labuladong 


203 / 692 


和 线 网 剖 labuladong 的 刷 题 三 件 套 


root. left = build(preorder, ?, 7?, 
inorder, inStart, index - 1); 


rootsright = burtd(preorder ?2 
inorder, index + 1, inEnd); 


对 于 preorder 数组 呢 ? 如 何 确定 左右 数组 对 应 的 起 始 索 引 和 终止 索引 ? 


这 个 可 以 通过 左 子 树 的 节点 数 推导 出 来 ， 假 设 左 子 树 的 节点 数 为 LeftS5ize， 和 那么 preorder 数组 上 的 索引 
情况 是 这 样 的 : 


preStart preStart+leftSize preEnd 
preorder 
inStart index inEnd 
| -一下 
leftSize 


公众 号 : labuladong 


看 着 这 个 图 就 可 以 把 preorder 对 应 的 索引 写 进去 了 : 


int leftSize = index - inStart; 


root. left = build(preorder, preStart + 1, preStart + leftSize, 
inorder, inStart, index - 1); 


root.right = build(preorder, preStart + leftSize + 1, preEnd, 
inorder, index + 1, inEnd); 


至 此 ， 整 个 算法 思路 就 完成 了 ， 我 们 再 补 一 补 base case 即 可 写 出 解法 代码 : 


TreeNode build(int[] preorder, int preStart, int preEnd, 
nt ll norder nt inSstart int jnEnd) 


if (preStart > preEnd) { 
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我 们 的 主 函 数 只 要 调用 bui ld 函数 即 可 ， 你 看 着 函数 这 么 多 参数 ， 解 法 这 么 多 代码 ， 似 乎 比 我 们 上 面 讲 的 那 
道 题 难 很 多 ， 让 人 望 而 生 景 ， 实 际 上 呢 ， 这 些 参 数 无 非 就 是 控制 数组 起 止 位 置 的 ， 画 个 图 就 能 解决 了 。 
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return null; 


jr 


// root 节点 对 应 的 值 就 是 前 序 遍 历数 组 的 第 一 个 元 素 
int rootVal = preorder[preStart]; 

// rootVal 在 中 序 遍 历数 组 中 的 索引 

nt Index =°0; 

fom (mnt nStart: neEnd rr) 


jnomnden[ial = rootVal ld 
index = i; 
break; 

} 


} 
int leftSize = index - inStart; 


// 先 构 造 出 当前 根 节点 

TreeNode root = new TreeNode(rootVal); 

// 递归 构造 左右 子 树 

root. left = build(preorder, preStart + 1, preStart + leftSize, 
inorder, inStart, index - 1); 


root.right = build(preorder, preStart + leftSize + 1, preEnd, 
inorder, index + 1, inEnd); 
return root; 


通过 后 序 和 中 序 志 历 结 果 构 造 二 又 树 


类 似 上 一 


题 ， 这 次 我 们 利用 后 序 和 中 序 遍 历 的 结果 数组 来 还 原 二 叉 树 ， 这 是 力 扣 第 106 题 : 
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106. 从 中 序 与 后 友人 遍历 序列 构造 二 又 树 
难度 中 等 二 296 站 四 对 曲 


根据 一 棵 树 的 中 序 亿 历 与 后 友人 遍历 构造 二 又 树 。 


注意 : 
你 可 以 假设 树 中 没有 重复 的 元 素 。 


例如 ， 给 出 


中 序 遍 历 inorder = [9,3,15,20,7] 
后 序 遍 历 postorder = [9,15,7,20,3] 


返回 如 下 的 二 又 树 : 


图 数 签名 如 下 : 


TreeNode buildTree(int[] inorder, int[] postorder) ; 
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类 似 的 ， 看 下 后 序 和 中 序 遍 历 的 特点 


void traverse(TreeNode root) { 
traverse(root. left); 
traverse(root.right); 
// 后 序 遍 历 
postorder.add(root.val); 


} 


void traverse(TreeNode root) { 
traverse(root. Left); 


// 中 序 遍 历 
inorder.add(root,VvatL) ; 
traverse(root.right); 


这 样 的 遍历 顺序 差异 ， 导 至 了 preorder 和 inorder 数组 中 的 元 素 分 布 有 如 下 特点 : 


root 


/ \ / root.right 


D 4 8 root.left root 


/An[s[s[7 4 图 [ :Ts 蕊 
6 


root.right 


root.left sot 


inorder i 时 | Fo 


公众 号 : labuladong 


这 道 题 和 上 一 题 的 关键 区 别 是 ， 后 序 遍 历 和 前 序 遍 历 相 反 ， 根 节点 对 应 的 值 为 postorder 的 最 后 一 个 元 


这 
素 。 
于 


体 的 算法 框架 和 上 一 题 非常 类 似 ， 我 们 依然 写 一 个 辅助 函数 build: 


TreeNode buildTree(int[] inorder, int[] postorder) { 
return build(inorder, 0, inorder.length - 1, 
postorder, 0, postorder. length - 1); 
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/* 
后 序 遍 历数 组 为 postorder[postStart,..postEnd ] ， 
中 序 遍 历数 组 为 inorder [inStart. .inEnd]， 
构造 二 叉 树 ， 返 回 该 二 又 树 的 根 节点 
*/ 
TreeNode build(int[] inorder, int inStart, int inEnd, 
int[] postorder, int postStart, int postEnd) { 
// root 节点 对 应 的 值 就 是 后 序 遍历 数组 的 最 后 一 个 元 素 
int rootVal = postorder[postEnd] ; 
// rootVal 在 中 序 遍 历数 组 中 的 索引 
Lnt ndex =>0» 
for (int i = inStart; i <= inEnd; i++) { 


if (inorder[i] == rootVal) { 
index = i; 
break; 

} 


y 


TreeNode root = new TreeNode(rootVal); 

// 递归 构造 左右 子 树 

root. left = build(preorder, ?, 7?, 
Nomdenm 2?) 


root.right = build(preorder, ?, ?, 


Tinorder ?7 
return root， 


现在 postoder 和 inorder 对 应 的 状态 如 下 : 


postStart postStart+leftSize postEnd 


postorder 


inStart index inEnd 


a 


leftSize 


公众 号 : labuladong 


我 们 可 以 按照 上 图 将 问号 处 的 索引 正确 填 入 : 
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int leftSize = index - inStart; 


root,. left = build(inorder, inStart, index - 1, 
postorder, postStart, postStart + leftSize - 1); 


root.right = build(inorder, index + 1, inEnd, 
postorder, postStart + leftSize, postEnd - 1); 


综 上 ， 可 以 写 出 完整 的 解法 代码 : 


TreeNode build(int[] inorder, int inStart, int inEnd, 
int[] postorder, int postStart, int postEnd) { 


if (inStart > inEnd) { 
return null; 
} 
// root 节点 对 应 的 值 就 是 后 序 遍 历数 组 的 最 后 一 个 元 素 
int rootVal = postorder[postEnd]; 
// rootVal 在 中 序 遍 历数 组 中 的 索引 
nt Jndex =°0;» 
for (int i = inStart; i <= inEnd; i++) { 


Tf (norndern [=="rootVal) 
index = i; 
break; 

} 


je 
// 左 子 树 的 节点 个 类 
int leftSize = index - inStart; 
TreeNode root = new TreeNode(rootVal); 
// 递归 构造 左右 子 树 
root,. left = build(inorder, inStart, index - 1, 
postorder, postStart, postStart + leftSize - 1); 


root.right = build(inorder, index + 1, inEnd, 


postorder, postStart + leftSize, postEnd - 1); 
return root; 


有 了 前 一 题 的 铺垫 ， 这 道 题 很 快 就 解决 了 ， 无 非 就 是 rootVal 变 成 了 最 后 一 个 元 素 ， 再 改 改 递归 冰 数 的 参 
数 而 已 ， 只 要 明白 二 叉 树 的 特性 ， 也 不 难 写 出 来 。 


通过 后 序 和 前 序 志 历 结 果 构 造 二 又 树 


这 是 力 扣 第 889 题 【根据 前 序 和 后 序 遍 历 构 造 二 又 树 ; ， 给 你 输入 二 叉 树 的 前 序 和 后 序 遍 历 结果 ， 让 你 还 原 
二 叉 树 的 结构 。 


图 数 签名 如 下 : 
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在 线 网 站 


TreeNode constructFromPrePost(int[] preorder, int[] postorder); 


这 道 题 和 前 两 道 题 有 一 个 本 质 的 区 别 : 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


通过 前 序 中 序 ， 或 者 后 序 中 序 遍 历 结 果 可 以 确定 一 棵 原始 二 叉 树 ， 但 是 通过 前 序 后 序 遍 历 结 果 无 法 确定 原始 


题目 也 说 了 ， 如 果 有 多 种 可 能 的 还 原 结 果 ， 你 可 以 返回 任意 一 种 。 


为 什么 呢 ? 我 们 说 过 ， 构 建 二 叉 树 的 套路 很 简单 ， 先 找到 根 节点 ， 然 后 找到 并 递归 构造 左右 子 树 即 可 。 


前 两 道 题 ， 可 以 通过 前 序 或 者 后 序 遍 历 结 果 找 到 根 节 点 ， 然 后 根据 中 序 遍 历 结 果 确 定 左右 子 树 。 


这 道 题 ， 你 可 以 确定 根 节点 ， 但 是 无 法 确切 的 知道 左右 子 树 有 了 哪些 节点 。 


举 个 例子 ， 下 面 这 两 棵 树 结构 不 同 ， 但 是 它们 的 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 结 果 是 相同 的 : 


YD | © 
3 四 
@) © 


不 过 话说 回来 ， 用 后 序 遍 历 和 前 序 遍 历 结 果 还 原 二 叉 树 ， 解 法 逻辑 上 和 前 两 道 题 差别 不 大 ， 也 是 通过 控制 左 


右 子 树 的 索引 来 构建 : 


1、 首 先 把 前 序 遍 历 结果 的 第 一 个 元 素 或 者 后 序 遍历 结果 的 最 后 一 个 元 素 确定 为 根 节点 的 值 。 


2、 然 后 把 前 序 遍 历 结 果 的 第 二 个 元 素 作为 左 子 树 的 根 节点 的 值 。 


3、 在 后 序 遍历 结果 中 寻找 左 子 树 根 节点 的 值 ， 从 而 确定 了 左 子 树 的 索引 边界 ， 进 而 确定 右 子 树 的 索引 边 


界 ， 递 归 构 造 左右 子 树 即 可 。 
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preStart preStart+leftSize preEnd 
preorder 
leftRootVal 
postStart index postEnd 


postorder 


leftRootVal 


公众 号 : labuladong 
详情 见 代 码 。 


class SoLution { 
public TreeNode constructFromPrePost(int[] preorder, int[] postorder) 
{ 
return build(preorder, 0, preorder.length - 1， 
postorder, 0, postorder.length - 1); 


// 定义 : 根据 preorder[preStart..preEnd] 和 postorder[postStart..postEnd] 
// 构建 二 义 树 ， 并 返回 根 节点 。 
TreeNode build(int[] preorder, int preStart, int preEnd, 
int[] postorder, int postStart, int postEnd) { 
if (preStart > preEnd) { 
return null; 
} 
if (preStart == preEnd) { 
return new TreeNode(preorder[preStart] ) ; 


jr 


// root 节点 对 应 的 值 就 是 前 序 遍 历数 组 的 第 一 个 元 素 
int rootVal = preorder [preStart]; 
// root.left 的 值 是 前 序 遍 历 第 二 个 元 素 
// 通过 前 序 和 后 序 遍 历 构造 二 叉 树 的 关键 在 于 通过 左 子 树 的 根 节 点 
// 确定 preorder 和 postorder 中 左右 子 树 的 元 素 区 间 
int leftRootVal = preorder[preStart + 1]; 
// leftRootVal 在 后 序 遍历 数组 中 的 索引 
int index = 0; 
for (int i = postStart; i < postEnd; i++) { 
if (postorder[i] == leftRootVal) { 
index = i; 
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break; 
jy 
} 
// 左 子 树 的 元 素 个 数 
nefieSl ze 本 InUeXE= "nostSstart ey; 


// 先 构 造 出 当前 根 节 点 

TreeNode root = new TreeNode(rootVal); 

// 递归 构造 左右 子 树 

// 根据 左 子 树 的 根 节点 索引 和 元 素 个 数 推导 左右 子 树 的 索引 边界 

root,Left = build(preorder, preStart + 1, preStart + leftSize, 
postorder, postStart, index); 

root.right = build(preorder, preStart + leftSize + 1, preEnd, 
postorder, index + 1, postEnd - 1); 


return root; 


代码 和 前 两 道 题 非常 类 似 ， 我 们 可 以 看 着 代码 思考 一 下 ， 为 什么 通过 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 结果 还 原 的 二 叉 树 
可 能 不 唯一 呢 ? 


关键 在 这 一 句 : 


int leftRootVal = preorder[preStart + 1]; 


我 们 假设 前 序 遍 历 的 第 二 个 元 素 是 左 子 树 的 根 节点 ， 但 实际 上 左 子 树 可 能 是 空 指针 ， 这 个 元 素 可 能 是 右 子 树 
的 根 节 点 。 


由 于 这 里 无 法 确切 进行 判断 ， 所 以 导致 了 最 终 答 案 的 不 唯一 。 
至 此 ， 通 过 前 序 和 后 序 遍 历 结果 还 原 二 叉 树 的 问题 也 解决 了 。 


最 后 呼应 下 前 文 ， 做 二 叉 树 的 问题 ， 关 键 是 把 题目 的 要 求 细 化 ， 搞 清楚 根 节点 应 该 做 什么 ， 然 后 剩 下 的 事情 
抛 给 前 /中 /后 序 的 遍历 框架 就 行 了 。 


现在 你 是 否 明 白 其 中 的 玄妙 了 呢 ? 
接 下 来 可 阅读 : 
。 手把手 刷 二 叉 树 (第 三 期 ) 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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哥 带 你 刷 二 叉 树 (第 三 期 ) 
东 哥 带 你 刷 二 叉 树 (第 三 期 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 
读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
652. 寻找 重复 的 子 树 (中 等 ) 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
叉 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


接 前 文 手把手 带 你 刷 二 叉 树 (第 一 期 ) 和 手把手 带 你 刷 二 又 树 (第 二 期 ) ， 本 文 继续 来 刷 二 叉 树 。 


从 前 两 篇 文章 的 阅读 量 来 看 ， 大 家 还 是 能 够 通过 二 又 树 学 习 到 框架 思维 的 。 但 还 是 有 不 少 读者 有 一 些 问 题 ， 
比如 如 何 判 断 我 们 应 该 用 前 序 还 是 中 序 还 是 后 序 遍 历 的 框架 ? 


那么 本 文 就 针对 这 个 问题 ， 不 贪 多 ， 给 你 奢 开 揉 碎 只 讲 一 道 题 。 还 是 那 句 话 ， 根 据 题 意 ， 思 考 一 个 二 叉 树 节 
点 需要 做 什么 ， 到 底 用 什么 遍历 顺序 就 清楚 了 。 


看 题 ， 这 是 力 扣 第 652 题 【寻找 重复 的 子 树 」 : 
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652. 寻找 重复 的 子 树 ”labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 此 162 六 [DO 队 [a 四 


给 定 一 棵 二 叉 树 ， 返 回 所 有 重复 的 子 树 。 对 于 同一 类 的 重复 子 树 ， 你 只 需要 返回 其 中 任意 
一 棵 的 根 结 点 即 可 。 
两 棵 树 重复 是 指 它们 具有 相同 的 结构 以 及 相同 的 结 点 值 。 


示例 1: 


下 面 是 两 个 重复 的 子 树 : 


和 


因此 ， 你 需要 以 列表 的 形式 返回 上 述 重复 子 树 的 根 结 点 。 
图 数 签名 如 下 : 
List<TreeNode> findDuplicateSubtrees(TreeNode root); 
我 来 简单 解释 下 题目 ， 输 入 是 一 棵 二 叉 树 的 根 节点 root， 返 回 的 是 一 个 列表 ， 里 面 装着 若干 个 二 叉 树 节点 ， 


这 些 节 点 对 应 的 子 树 在 原 二 叉 树 中 是 存在 重复 的 。 
说 起 来 比较 绕 ， 举 例 来 说 ， 比 如 输入 如 下 的 二 又 树 : 
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首先 ， 节 点 4 本 身 可 以 作为 一 棵 子 树 ， 且 二 叉 树 中 有 多 个 节点 4: 
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(27 
EO 
出 


类 似 的 ， 还 存在 两 棵 以 2 为 根 的 重复 子 树 : 
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[网 六 和 剧 题 三 
labuladong 的 刷 题 三 件 套 


那么 ， 我 们 返回 的 List 中 就 应 该 有 两 个 TreeNode， 值 分 别 为 4 和 2 (具体 是 哪个 节点 都 无 所 谓 ) 。 
这 题 咋 做 呢 ? 还 是 老 套 路 ， 先 思考 ， 对 于 某 一 个 节点 ， 它 应 该 做 什么 。 


比如 说 ， 你 站 在 图 中 这 个 节点 2 上: 
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如 果 你 想 知道 以 自己 为 根 的 子 树 是 不 是 重复 的 ， 是 否 应 该 被 加 入 结果 列表 中 ， 你 需要 知道 什么 信息 ? 
你 需要 知道 以 下 两 点 : 

1、 以 我 为 根 的 这 棵 二 叉 树 ( 子 树 ) 长 哈 样 ? 

2、 以 其 他 节点 为 根 的 子 树 都 长 啥 样 ? 


这 就 叫 知己 知 彼 嘛 ， 我 得 知道 自己 长 哈 样 ， 还 得 知道 别人 长 哈 样 ， 然 后 才能 知道 有 没有 人 跟 我 重复 ， 对 不 
对 ? 


应 合作 方 要 求 ， 本 文 不 便 在 此 发 布 ， 请 扫 码 关注 回复 关键 词 【二 又 树 」 查看: 
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二 叉 树 的 序列 化 ， 殊 那 几 个 框架 ， 枯 燥 至 极 
CEI ES | Si oiobuladong 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 
读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
297. 二 叉 树 的 序列 化 和 反 序列 化 (困难 ) 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
叉 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


JSON 的 运用 非常 广泛 ， 比 如 我 们 经 常 将 变 成 语言 中 的 结构 体 序列 化 成 JSON 字符 串 ， 存 入 缓存 或 者 通过 网 
络 发 送 给 远 端 服务 ， 消 费 者 接受 JSON 字符 串 然后 进行 反 序列 化 ， 就 可 以 得 到 原始 数据 了 。 这 就 是 【序列 
化 ] 和 「 反 序列 化 ] 的 目的 ， 以 某 种 固定 格式 组 织 字符 串 ， 使 得 数据 可 以 独立 于 编程 语言 。 


那么 假设 现在 有 一 棵 用 Java 实现 的 二 叉 树 ， 我 想 把 它 序列 化 字符 串 ， 然 后 用 C++ 读 取 这 棵 并 还 原 这 棵 二 又 
树 的 结构 ， 怎 么 办 ? 这 就 需要 对 二 叉 树 进行 【序列 化 和 『「 反 序列 化 } 了 。 


本 文 会 用 前 序 、 中 序 、 后 序 遍 历 的 方式 来 序列 化 和 反 序 列 化 二 叉 树 ， 进 一 步 ， 还 会 用 和 迭 代 式 的 层级 遍历 来 解 
决 这 个 问题 。 


接 下 来 就 用 二 叉 树 的 遍历 框架 来 给 你 看 看 二 叉 树 到 底 能 玩 出 什么 骚 操 作 。 
一 、 题 目 描述 


力 扣 第 297 题 【二 又 树 的 序列 化 与 反 序列 化 」 就 是 给 你 输入 一 棵 二 叉 树 的 根 节点 root， 要 求 你 实现 如 下 一 


上 类: 


public class Codec { 


// 把 一 棵 二 叉 树 序列 化 成 字符 串 
public String serialize(TreeNode root) {} 


// 把 字符 串 反 序列 化 成 二 叉 树 
public TreeNode deserialize(String data) 1{} 


我 们 可 以 用 serialize 方法 将 二 叉 树 序列 化 成 字符 串 ， 用 deserialize 方法 将 序列 化 的 字符 串 反 序列 化 
成 二 叉 树 ， 至 于 以 什么 格式 序列 化 和 反 序 列 化 ， 这 个 完全 由 你 决定 。 
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比如 说 输入 如 下 这 样 一 棵 二 叉 树 : 


zz \ 


serialize 方法 也 许 会 把 它 序列 化 成 字符 串 2, 1 ,## 6, 3 区 区 ， 其 中 共 表 示 null 指针 ， 那 么 把 这 个 字符 串 
再 输入 deserialize 方 法， 依然 可 以 还 原 出 这 棵 二 叉 树 。 也 就 是 说 ， 这 两 个 方法 会 成 对 儿 使 用 ， 你 只 要 保 
证 他 俩 能 够 自 洽 就 行 了 。 


想象 一 下 ， 二 叉 树 结 该 是 一 个 二 维 平面 内 的 结构 ， 而 序列 化 出 来 的 字符 串 是 一 个 线性 的 一 维 结构 。 所 谓 的 序 
列 化 不 过 就 是 把 结构 化 的 数据 [ 打 平 4 ， 其 实 就 是 在 考察 二 又 树 的 遍历 方式 。 


二 叉 树 的 遍历 方式 有 哪些 ”递归 遍历 方式 有 前 序 遍 历 ， 中 序 遍 历 ， 后 序 遍 历 ; 迭代 方式 一 般 是 层级 遍历 。 本 
文 就 把 这 些 方式 都 尝试 一 遍 ， 来 实现 serialize 方法 和 deserialize 方法 。 


二 、 前 序 遍 历 解法 
前 文 学 习 数据 结构 和 算法 的 框架 思维 说 过 了 二 叉 树 的 几 种 遍历 方式 ， 前 序 遍 历 框 架 如 下 : 
void traverse(TreeNode root) { 
if (root == nuLL) return; 
// 前 序 遍历 的 代码 


traverse(root. left); 
traverse(root. right) ; 


真 的 很 简单 ， 在 递归 遍历 两 棵 子 树 之 前 写 的 代码 就 是 前 序 遍 历代 码 ， 那 么 请 你 看 一 看 如 下 伪 码 : 
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LinkedList<Integer> res; 
void traverse(TreeNode root) { 
OO 让 三 三 本 TUE 
// 暂且 用 数字 -1 代表 空 指针 nuLL 
res.addLast(-1) ; 
Deum 


} 


/水 炒米 沙沙 米 前 序 遍 历 位 置 沙洲 炒米 炒米 / 
res.addLast (root.val); 
/六 六 六 六 六 六 六 冰冰 六 六 冰冰 冰冰 六 冰冰 站 冰冰 冰冰/ 


traverse(root. left); 
traverse(root.right); 


调用 traverse 图 数 之 后 ， 你 是 否 可 以 立即 想 出 这 个 res 列表 中 元 素 的 顺序 是 
代表 空 指 针 nul) ， 可 以 直观 看 出 前 序 遍 历 做 的 事情 : 


nt 


A 2 
六 V WY ~ 
AN 


root.left 


root 


那么 res = [1,2,-1,4,-1,-1,3,-1,-1]， 这 就 是 将 二 
null。 


那么 ， 将 二 叉 树 打 平 到 一 个 字符 串 中 也 是 完全 一 样 的 : 


// 代表 分 隔 符 的 字符 
Sing 本 SEERR =; 

// 代表 nutl 空 指针 的 字符 
STPLnoMNUEN = A; 

// 用 于 拼接 字符 串 
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怎样 的 ? 比如 如 下 二 叉 树 (# 


root.right 


| 


公众 号 : labuladong 


又 树 [ 打 平 1 到 了 一 个 列表 中 ， 其 中 -1 代表 
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StringBuilder sb = new StringBuilder(); 


/* 将 二 叉 树 打 平 为 字符 串 x*/ 
void traverse(TreeNode root, StringBuilder sb) { 
(oote nu 
sb.append(NULL).append(SEP); 
return; 


jr 


/炒米 沙洲 炒米 前 序 遍 历 位 置 沙洲 米 六 六 炒 / 
sb.append(root.vatL) .append(SEP) ; 
/六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 站 六 六 六 站 六 / 


traverse(root. left, sb); 
traverse(root.right, sb); 


StringBuilder 可 以 用 于 高 效 拼接 字符 串 ， 所 以 也 可 以 认为 是 一 个 列表 ， 用 ， 作 为 分 隔 符 ， 用 # 表示 空 指 
针 null， 调 用 完 traverse 函数 后 ，StringBuilLder 中 的 字符 串 应 该 是 1, 2 ,区 4,##,#，, 3,#，##，。 


至 此 ， 我 们 已 经 可 以 写 出 序列 化 函数 serialize 的 代码 了 : 


Stringn SEPS = 
String NULL = "#"; 


/* 主 国 数 ， 将 二 叉 树 序列 化 为 字符 串 */ 

String serialize(TreeNode root) { 
StringBuilder sb = new StringBuilder(); 
serialize(root, sb); 
return sb.toString(); 


} 


/* 辅助 冰 数 ， 将 二 叉 树 存 入 StringBuilder x*/ 
void serialize(TreeNode root, StringBuilder sb) { 
TRUE 
sb.append(NULL) .append(SEP) ; 
return; 


了 

/六 六 六 站 六 阔 前 序 遍 历 位 置 沙洲 米 洲 六 炒 / 
sb.append(root.vaL) .append(SEP) ; 
/六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 冰冰 六 六 冰冰 站 六 站 六 站 站 六 / 


serialize(root. left, sb); 
serialize(root.right, sb); 


现在 ， 思 考 一 下 如 何 写 deserialize 水 数 ， 将 字符 串 反 过 来 构造 二 叉 树 。 
首先 我 们 可 以 把 字符 串 转 化 成 列表 : 
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String data = "1,2,#,4,#,#,3,#,#,"; 
String[] nodes = data.split(","); 


这 样 ，nodes 列表 就 是 二 叉 树 的 前 序 遍 历 结果 ， 问 题 转化 为 : 如 何 通 过 二 叉 树 的 前 序 遍 历 结 果 还 原 一 棵 二 叉 
树 ? 


PS: 一 般 语 境 下 ， 单 单 前 序 遍 历 结 果 是 不 能 还 原 二 叉 树 结构 的 ， 因 为 缺少 空 指针 的 信息 ， 至 少 要 得 到 
前 、 中 、 后 序 遍 历 中 的 两 种 才能 还 原 二 叉 树 。 但 是 这 里 的 node 列表 包含 空 指针 的 信息 ， 所 以 只 使 用 
node 列表 就 可 以 还 原 二 叉 树 。 


根据 我 们 刚才 的 分 析 ，nodes 列表 就 是 一 棵 打 平 的 二 叉 树 : 
1 root 
,0 下 
~ 
/ 4 SS 
a RR rootleft root.right 
root 人 


公众 号 : labuladong 


那么 ， 反 序列 化 过 程 也 是 一 样 ， 先 确定 根 节点 r00t， 然 后 遵循 前 序 人 遍历 的 规则 ， 弟 归 生 成 左右 子 树 即 可 : 


应 合作 方 要 求 ， 本 文 不 便 在 此 发 布 ， 请 扫 码 关注 回复 关键 词 【序列 化 」 查看 : 
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美 团 面 试 官 : 你 对 后 序 遍 历 一 无 所 知 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 
读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
1373. 二 叉 搜索 子 树 的 最 大 键 值 和 ( 因 难 ) 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
叉 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


其 实 二 又 树 的 题目 真 的 不 难 ， 无 非 就 是 前 中 后 序 人 遍历 框 架 来 回 倒 嘛 ， 但 是 对 于 有 的 题目 ， 不 同 的 遍历 顺序 时 
间 复 杂 度 不 同 。 


之 前 面试 美 团 ， 就 遇 到 一 道 二 叉 树 算法 题 ， 当 时 我 是 把 解法 写 出 来 了 ， 面 试 官 说 如 果 用 后 序 遍 历 ， 时 间 复 杂 
度 可 以 更 低 。 


本 文 就 来 分 析 一 道 类 似 的 题目 ， 通 过 二 叉 树 的 后 序 遍历 ， 来 大 幅 降 低 算法 的 复杂 度 。 
手把手 刷 二 又 树 第 一 期 说 过 二 叉 树 相 关 题 目 最 核心 的 思路 是 明确 当前 节点 需要 做 的 事情 是 什么 。 
我 们 再 看 看 后 序 遍 历 的 代码 框架 : 


void traverse(TreeNode root) { 
traverse(root. left); 
traverse(root.right); 
/六 后 序 遍 历代 码 的 位 置 x*/ 
/ 米 在 这 里 处 理 当 前 节点 */ 


看 这 个 代码 框架 ， 你 说 后 序 遍 历 什么 时 候 出 现 呢 ? 

如 果 当 前 节点 要 做 的 事情 需要 通过 左右 子 树 的 计算 结果 推导 出 来 ， 就 要 用 到 后 序 遍历 。 
很 多 时 候 ， 后 序 遍 历 用 得 好 ， 可 以 大 幅 提升 算法 效率 。 

我 们 今天 就 要 讲 一 个 经 典 的 算法 问题 ， 可 以 直观 地 体会 到 这 一 点 。 


这 是 力 扣 第 1373 题 [二 叉 搜 索 子 树 的 最 大 键 值 和 J」 ， 函 数 签名 如 下 : 
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int maxSumBST(TreeNode root); 


题目 会 给 你 输入 一 棵 二 叉 树 ， 这 棵 二 叉 树 的 子 树 中 可 能 包含 二 叉 搜 索 树 对 吧 ， 请 你 找到 节点 之 和 最 大 的 那 棵 
二 又 搜索 树 ， 返 回 它 的 节点 值 之 和 。 


二 又 搜索 树 (简写 作 BST) 的 性 质 不 用 我 多 介绍 了 吧 ， 简 单 说 就 是 「 左 小 右 大 」， 对 于 每 个 节点 ， 整 棵 左 子 
树 都 比 该 节点 的 值 小 ， 整 棵 右 子 树 都 比 该 节点 的 值 大 。 


比如 题目 给 了 这 个 例子 : 


如 果 输 入 这 棵 二 叉 树 ， 算 法 应 该 返回 20， 也 就 是 图 中 绿 圈 的 那 棵 子 树 的 节点 值 之 和 ， 因 为 它 是 一 棵 BST， 且 
节点 之 和 最 大 。 


那 有 的 读者 可 能 会 问 ， 根 据 BST 的 定义 ， 有 没有 可 能 一 棵 二 叉 树 中 不 存在 BST? 
不 会 的 ， 因 为 按照 BST 的 定义 ， 任 何 一 个 单独 的 节点 肯定 是 BST， 也 就 是 说 ， 再 不 济 ， 二 叉 树 最 下 面 的 叶子 


| 


节点 月 里 在 BST。 


比如 说 如 果 输 入 下 面 这 棵 二 叉 树 : 


两 个 叶子 节点 1 和 2 就 是 BST， 比 较 一 下 节点 之 和 ， 算 法 应 该 返回 2。 
好 了 ， 到 这 里 ， 题 目 应 该 解释 地 很 清楚 了， 下 面 我 们 来 分 析 一 下 这 道 题 应 该 怎么 做 。 
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刚才 说 了 ， 二 叉 树 相关 题目 最 核心 的 思路 是 明确 当前 节点 需要 做 的 事情 是 什么 。 
那么 我 们 想 计算 子 树 中 BST 的 最 大 和 ， 站 在 当前 节点 的 视角 ， 需 要 做 什么 呢 ? 


1、 我 肯定 得 知道 左右 子 树 是 不 是 合法 的 BST， 如 果 这 俩 儿子 有 一 个 不 是 BST， 以 我 为 根 的 这 棵 树 肯定 不 会 是 
BST， 对 吧 。 


2、 如 果 左 右 子 树 都 是 合法 的 BST， 我 得 用 睐 左右 子 树 加 上 自己 还 是 不 是 合法 的 BST 了 。 因 为 按照 BST 的 定 
义 ， 当 前 节点 的 值 应 该 大 于 左 子 树 的 最 大 值 ， 小 于 右 子 树 的 最 小 值 ， 否 则 就 破坏 了 BST 的 性 质 。 


3、 因 为 题目 要 计算 最 大 的 节点 之 和 ， 如 果 左 右 子 树 加 上 我 自己 还 是 一 棵 合法 的 BST， 也 就 是 说 以 我 为 根 的 
整 棵 树 是 一 棵 BST， 那 我 需要 知道 我 们 这 棵 BST 的 所 有 节点 值 之 和 是 多 少 ， 方 便 和 别 的 BST 争 个 高 下 ， 对 
吧 。 


根据 以 上 三 点 ， 站 在 当前 节点 的 视角 ， 需 要 知道 以 下 具体 信息 : 
、 左 右 子 树 是 否 是 BST。 
2、 左 子 树 的 最 大 值 和 右 子 树 的 最 小 值 。 
3、 左 右 子 树 的 节点 值 之 和 。 
只 有 知道 了 这 几 个 值 ， 我 们 才能 满足 题目 的 要 求 ， 后 面 我 们 会 想方设法 计算 这 些 值 。 
现在 可 以 尝试 用 伪 码 写 出 算法 的 大 致 逻辑 : 


// 全 局 变量 ， 记 录 BST 最 大 节点 之 和 
int maxSum = 0; 


/# 主 函 数 */ 

public int maxSumBST(TreeNode root) { 
traverse(root); 
return maxSum; 


} 


/ 遍历 二 叉 树 */ 
void traverse(TreeNode root) { 
no nt 
return; 


} 


/ 米 炒 炒米 炒米 米 前 序 遍 历 位 置 洲 炒 米 沙 炒米 炒 / 

// 判断 左右 子 树 是 不 是 BST 

f(seBSsT(root left) nmesT(root rigm 
goto next 

je 

// 计算 左 子 树 的 最 大 值 和 右 子 树 的 最 小 值 

int LeftMax = findMax(root. left); 

int rightMin = findMin(root.right ) ; 

// 判断 以 root 节点 为 根 的 树 是 不 是 BST 

if (root.val <= leftMax || root.val >= rightMin) { 
goto next; 


} 
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// 如 果 条 件 都 符合 ， 计 算 当 前 BST 的 节点 之 和 

int leftSum = findSum(root left); 

int rightSum = findSum(root.right) ; 

int rootSum = leftSum + rightSum + root.val; 
// 计算 BST 节点 的 最 大 和 

this.maxSum = Math.max(maxSum, rootSum); 

/六 六 站 六 六 六 冰冰 六 六 站 六 六 站 站 六 六 站 六 六 冰冰 六 六 冰冰 / 


// 递归 左右 子 树 

next: 

traverse(root. left); 
traverse(root.right); 


} 


/* 计算 以 root 为 根 的 二 叉 树 的 最 大 值 */ 
int findMax(TreeNode root) {} 


/* 计算 以 root 为 根 的 二 叉 树 的 最 小 值 */ 
int findMin(TreeNode root) {} 


/ 计算 以 root 为 根 的 二 叉 树 的 节点 和 站/ 
int findSum(TreeNode root) {} 


/ 判断 以 root 为 根 的 二 叉 树 是 否 是 BST */ 
boolean isBST(TreeNode root) {} 


这 个 代码 逻辑 应 该 是 不 难 理解 的 ， 代 码 在 前 序 遍 历 的 位 置 把 之 前 的 分 析 都 实现 了 一 遍 。 


其 中 有 四 个 辅助 函数 比较 简单 ， 我 就 不 具体 实现 了 ， 其 中 只 有 判断 合法 BST 的 函数 稍 有 技术 含量 ， 前 文 二 又 
搜索 树 操作 集锦 写 过 ， 这 里 就 不 展开 了 。 


稍 作 分 析 就 会 发 现 ， 这 几 个 辅助 函数 都 是 递归 阔 数 ， 都 要 遍历 输入 的 二 叉 树 ， 外 加 traverse 图 数 本 身 的 递 
归 ， 可 以 说 是 递归 上 加 递归 ， 所 以 这 个 解法 的 复杂 度 是 非常 高 的 。 


但 是 根据 刚才 的 分 析 ， 像 LeftMax、root5um 这 些 变量 又 都 得 算出 来 ， 否 则 无 法 完成 题目 的 要 求 。 
我 们 希望 既 算 出 这 些 变量 ， 又 避免 辅助 函数 带 来 的 额外 复杂 度 ， 鱼 和 熊 掌 全 都 要 ! 

其 实 是 可 以 的 ， 只 要 把 前 序 遍 历 变 成 后 序 遍历 ， 让 traverse 函数 把 辅助 函数 做 的 事情 顺便 做 掉 。 
其 他 代码 不 变 ， 我 们 让 traverse 函数 做 一 些 计算 任 务 ， 返 回 一 个 数组 : 


// 全 局 变量 ， 记 录 BST 最 大 节点 之 和 
int maxSum = 0; 


/* 主 了 图 数 */ 

public :int maxSumBST(TreeNode root) { 
traverse(root ) ; 
return maxSum; 


/ 国 数 返回 int[]{ isBST, min, max, sum} 
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int[] traverse(TreeNode root) { 


int[] Left = traverse(root. left); 
int[] right = traverse(root.right); 


/六 六 六 六 冰冰 “后 序 遍 历 位 置 沙洲 炒米 炒米 米 / 
// 通过 Left 和 right 推导 返回 值 
// 并 且 正 确 更 新 maxSum 变量 

/六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 冰冰 六 六 六 六 冰冰 站 六 六 站 闵 / 


traverse(root) 返回 一 个 大 小 为 4 的 int 数组 ， 我 们 暂且 称 它 为 res， 其 中 : 

res [0] 记录 以 root 为 根 的 二 叉 树 是 否 是 BST， 若 为 1 则 说 明 是 BST， 若 为 0 则 说 明 不 是 BST; 
res [1] 记录 以 root 为 根 的 二 叉 树 所 有 节点 中 的 最 小 值 ; 

res 12] 记录 以 root 为 根 的 二 叉 树 所 有 节点 中 的 最 大 值 ; 

res 13] 记录 以 root 为 根 的 二 叉 树 所 有 节点 值 之 和 。 


其 实 这 就 是 把 之 前 分 析 中 说 到 的 几 个 值 放 到 了 res 数组 中 ， 最 重要 的 是 ， 我 们 要 试图 通过 Left 和 right 正 
确 推 导出 res 数组 。 


直接 看 代码 实现 吧 : 


int[] traverse(TreeNode root) { 
// base case 
woote no et 
return new int[] { 
1, lnteger.MAX VALUE, Integer.MIN VALUE, 0 
jr 
} 


// 递归 计算 左右 子 树 
int[] Left = traverse(root,Left) ，; 
int[] right = traverse(root.right ) ; 


/沙沙 炒米 洲 六 闭 “后 序 遍 历 位 置 半 洲 米 六 米 闭 阔 / 

int[] res = new int[4]; 

// 这 个 if 在 判断 以 root 为 根 的 二 叉 树 是 不 是 BST 

w(teneaoln Te cightlolnmn Tae 
root.val > left[2] && root.val < right[1]) { 
// 以 root 为 根 的 二 叉 树 是 BST 
res[0] = 1; 
// 计算 以 root 为 根 的 这 棵 BST 的 最 小 值 
res[1] = Math.min(left[1], root.val); 
// 计算 以 root 为 根 的 这 棵 BST 的 最 大 值 
res[2] = Math.max(right[2], root.val); 
// 计算 以 root 为 根 的 这 棵 BST 所 有 节点 之 和 
res[3] = Left[3] + right[3] + root.val; 
// 更 新 全 局 变量 
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maxSum = Math.max(maxSum, res[3]); 
} else { 


res [0] = 


return res; 


这 样 ， 这 道 题 就 解决 了 ，traverse 图 数 在 遍历 二 叉 树 的 同时 顺便 把 之 前 辅助 函数 做 的 事情 都 做 了 ， 吕 免 了 
在 递归 函数 中 调用 递归 函数 ， 时 间 复 杂 度 只 有 O(N)。 


你 看 ， 这 就 是 后 序 遍 历 的 妙用 ， 相 对 前 序 遍 历 的 解法 ， 现 在 的 解法 不 仅 效率 高 ， 而 且 代码 量 少 ， 比 较 优美 。 
那 肯 定 有 读者 问 ， 后 序 遍 历 这 么 好 ， 是 不 是 就 应 该 尽 可 能 多 用 后 序 遍 历 ? 

其 实 也 不 是 ， 主 要 是 看 题目 ， 就 好 比 BST 的 中 序 遍 历 是 有 序 的 一 样 。 

这 道 题 为 什么 用 后 序 遍 历 呢 ， 因 为 我 们 需要 的 这 些 变量 都 是 可 以 通过 后 序 遍 历 得 到 的 。 

你 计算 以 root 为 根 的 二 叉 树 的 节点 之 和 ， 是 不 是 可 以 通过 左右 子 树 的 和 加 上 root. val 计算 出 来 ? 


你 计算 以 root 为 根 的 二 叉 树 的 最 大 值 /最 小 值 ， 是 不 是 可 以 通过 左右 子 树 的 最 大 值 /最 小 值 和 root. val 比 
较 出 来 ? 


你 判断 以 root 为 根 的 二 叉 树 是 不 是 BST， 是 不 是 得 先 判 断 左 右 子 树 是 不 是 BST? 是 不 是 还 得 看 看 左右 子 树 
的 最 大 值 和 最 小 值 ? 


文章 开头 说 过 ， 如 果 当 前 节点 要 做 的 事情 需要 通过 左右 子 树 的 计算 结果 推导 出 来 ， 就 要 用 到 后 序 遍 历 。 
因为 以 上 几 点 都 可 以 通过 后 序 遍 历 的 方式 计算 出 来 ， 所 以 这 道 题 使 用 后 序 遍 历 肯定 是 最 高 效 的 。 


以 我 的 刷 题 经 验 ， 我 们 要 尽 可 能 避免 递归 遂 数 中 调用 其 他 递归 冰 数 ， 如 果 出 现 这 种 情况 ， 大 概率 是 代码 实现 
有 瑕 又 ， 可 以 进行 类 似 本 文 的 优化 来 避免 递归 套 递 归 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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东 哥 带 你 刷 二 叉 树 (总 结 篇 ) 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
104. 二 叉 树 的 最 大 深度 (简单 ) 

543. 二 叉 树 的 直径 (简单 ) 

144. 二 叉 树 的 前 序 遍历 (简单 ) 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
叉 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


公众 号 历史 文章 都 是 按照 学 习 数 据 结构 和 算法 的 框架 思维 提出 的 框架 思维 来 构建 的 ， 其 中 着 重 强调 了 二 又 树 
题目 的 重要 性 ， 所 以 我 号 了 6 篇 手把手 刷 二 叉 树 系列 文章 : 


。 东 哥 手把手 带 你 刷 二 叉 树 (第 一 期 ) 
。 东 哥 手把手 带 你 刷 二 叉 树 (第 二 期 ) 
。 东 哥 手把手 带 你 刷 二 叉 树 (第 三 期 ) 
。 东 哥 手把手 带 你 刷 二 叉 搜 索 树 (第 一 期 ) 
。 东 哥 手把手 带 你 刷 二 叉 搜 索 树 (第 二 期 ) 
。 东 哥 手把手 带 你 刷 二 叉 搜 索 树 (第 三 期 ) 


本 文 是 一 个 总 纲 ， 对 上 述 文章 进行 总 结 ， 无 论 你 是 否 看 过 上 述 几 篇 文章 ， 看 完 本 文 再 去 看 它们 都 会 对 二 又 树 
和 递归 有 更 深 的 认识 。 


另外 ， 本 文中 会 用 题目 来 举例 ， 但 都 是 最 最 简单 的 题目 ， 所 以 不 用 担心 自己 看 不 懂 。 我 可 以 帮 你 从 最 简单 的 
问题 中 提炼 出 所 有 二 叉 树 题目 的 共性 ， 并 将 这 些 思 维 反手 用 到 动态 规划 ， 回 漳 算 法 ， 分 治 算法 ， 图 论 算法 中 
去 ， 这 也 是 我 一 直 强 调 框架 思维 的 原因 。 


深入 理解 前 中 后 序 


之 前 二 叉 树 的 文章 ， 总 有 读者 说 看 不 出 解法 应 该 用 前 序 中 序 还 是 后 序 ， 其 实 原因 是 你 对 前 中 后 序 的 理解 还 不 
到 位 ， 这 里 我 简单 解释 一 下 。 


首先 ， 先 回顾 一 下 学 习 数 据 结构 和 算法 的 框架 思维 中 说 到 的 二 叉 树 遍历 框架 : 
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void traverse(TreeNode root) { 

Ot = 
return; 

上 

// 前 序 位 置 

traverse(root. left); 

// 中 序 位 置 

traverse(root.right); 

// 后 序 位 置 


先 不 管 所 谓 前 中 后 序 ， 单 看 这 段 代 码 是 什么 ? 
遍 


其 实 就 是 一 个 能 够 遍历 二 叉 树 所 有 节点 的 一 个 函数 ， 和 你 遍历 数组 或 者 链表 本 质 上 没有 区 别 |: 


/* 和 迭代 遍历 数组 */ 
void traverse(int[] arr) { 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 


} 
} 


/# 递归 遍历 数组 x*/ 
void traverse(int[] arr, int i) { 
TH == arr Length) 
return; 
} 
// 前 序 位 置 
traverse(arr, i + 1); 
// 后 序 位 置 
} 


/六 过 代 人 遍历 单 链 表 x*/ 
void traverse(ListNode head) { 
for (ListNode p = head; p != null; p = p.next) { 


上 
jr 


/# 递归 遍历 单 链表 */ 

void traverse(ListNode head) { 
if (head == null) { 

return; 

} 
// 前 序 位 置 
traverse(head.next); 
// 后 序 位 置 
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在 线 网 站 
单 链表 和 数组 的 遍历 可 以 是 迭代 的 ， 也 可 以 是 递归 的 ， 二 叉 树 这 种 结构 无 非 就 是 二 叉 链 表 ， 不 过 没 办 法 简单 
改写 成 迭代 形式 ， 所 以 一 般 说 二 叉 树 的 遍历 框架 都 是 指 递 归 的 形式 。 


你 也 注意 到 了 ， 只 要 是 递归 形式 的 遍历 ， 都 会 有 一 个 前 序 和 后 序 位 置 ， 分 别 在 递归 之 前 和 之 后 。 
进 


所 谓 前 序 位 置 ， 就 是 刚 进入 一 个 节点 (元素 ) 的 时 候 ， 后 序 位 置 就 是 即将 离开 一 个 节点 (元 素 ) 的 时 候 。 


你 把 代码 写 在 不 同位 置 ， 代 码 执行 的 时 机 也 不 同 : 


一 一 


PDD | 


Re 二 法 ee 区 


一 ”一 一人》 一 人 一， 一 一 


《一 《一 《一 《一 《一 《一 《一 
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比如 说 ， 如 果 让 你 倒序 打印 一 条 单 链 表 上 所 有 节点 的 值 ， 你 怎么 搞 ? 
实现 方式 当然 有 很 多 ， 但 如 果 你 对 递归 的 理解 足够 透彻 ， 可 以 利用 后 序 位 置 : 


* ;带电 单 链 表 ， 倒 序 打印 链表 元 素 */ 
void de head) { 
nf (nead == no) 


return; 
} 
traverse(head.next); 


/ / ”版 度 信和 团 
// 三 / 亲 1Y 


print (head.val); 


结合 上 面 那 张 图 ， 你 应 该 知道 为 什么 这 段 代码 能 够 倒序 打印 单 链 表 了 吧 ， 本 质 上 是 利用 递归 的 堆栈 帮 你 实现 


了 倒序 遍历 的 效果 。 
那么 说 回 二 叉 树 也 是 一 样 的， 只 不 过 多 了 一 个 中 序 位 置 罢了 。 


这 里 我 强调 一 个 初学 者 经 常 犯 的 错误 : 因为 教科 书 里 只 会 问 你 前 中 后 序 遍 历 结果 分 别 是 什么 ， 所 以 对 于 一 个 
只 上 过 大 学 数据 结构 课程 的 人 来 说 ， 他 大 概 以 为 二 叉 树 的 前 中 后 序 只 不 过 对 应 三 种 顺序 不 同 的 
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List<Integer> 列表 。 


但 是 我 想 说 ， 前 中 后 序 是 遍历 二 叉 树 过 程 中 处 理 每 一 个 节点 的 三 个 特殊 时 间 点 ， 绝 不 仅仅 是 三 个 顺序 不 同 的 
List : 


前 序 位 置 的 代码 在 刚刚 进入 一 个 二 叉 树 节点 的 时 候 执行 ; 
后 序 位 置 的 代码 在 将 要 离开 一 个 二 叉 树 节点 的 时 候 执行 ; 
中 序 位 置 的 代码 在 一 个 二 叉 树 节点 左 子 树 都 遍历 完 ， 即 将 开始 遍历 右 子 树 的 时 候 执行 。 


你 注意 本 文 的 用 词 ， 我 一 直 说 前 中 后 序 [位置 ， 就 是 要 和 大 家 党 说 的 前 中 后 序 「 遍 历 」 有 所 区 别 : 你 可 以 
在 前 序 位 置 写 代码 往 一 个 List 里 面 塞 元 素 ， 那 最 后 可 以 得 到 前 序 遍 历 结果 ; 但 并 不 是 说 你 就 不 可 以 写 更 复杂 
的 代码 做 更 复杂 的 事 。 


画 成 图 ， 前 中 后 序 三 个 位 置 在 二 叉 树 上 是 这 样 : 
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前 序 位 置 
中 序 位 置 
后 序 位 置 外 


公众 号 : labuladong 


你 可 以 发 现 每 个 节点 都 有 [唯一 上 属于 自己 的 前 中 后 序 位 置 ， 所 以 我 说 前 中 后 序 遍历 是 遍历 二 叉 树 过 程 中 处 
理 每 一 个 节点 的 三 个 特殊 时 间 点 。 

这 里 你 也 可 以 理解 为 什么 多 叉 树 没有 中 序 位 置 ， 因 为 二 叉 树 的 每 个 节点 只 会 进行 唯一 一 次 左 子 树 切 换 右 子 
树 ， 而 多 叉 树 节点 可 能 有 很 多 子 节点 ， 会 多 次 切换 子 树 去 遍历 ， 所 以 多 叉 树 节点 没有 【唯一 」 的 中 序 遍 历 位 
置 。 
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说 了 这 么 多 基础 的 ， 就 是 要 帮 你 对 二 叉 树 建立 正确 的 认识 ， 然 后 你 会 发 现 : 二 叉 树 的 所 有 问题 ， 就 是 让 你 在 
前 中 后 序 位 置 注入 巧妙 的 代码 逻辑 ， 去 达到 自己 的 目的 。 


这 也 就 是 之 前 6 篇 手把手 刷 二 叉 树 文章 的 核心 思想 : 你 只 需要 思考 每 一 个 节点 应 该 做 什么 ， 其 他 的 不 用 你 
管 ， 抛 给 二 叉 树 遍历 框架 ， 递 归 会 对 所 有 节点 做 相同 的 操作 。 


你 也 可 以 看 到 ， 图 论 算法 基础 把 二 叉 树 的 遍历 框架 扩展 到 了 图 ， 并 以 遍历 为 基础 实现 了 图 论 的 各 种 经 典 算 
法 ， 不 过 这 是 后 话 ， 本 文 就 不 多 说 了 。 


两 种 解 题 思路 
前 文 我 的 算法 学 习 心 得 说 过 ， 二 叉 树 题目 的 递归 解法 可 以 分 两 类 思路 ， 第 一 类 是 遍历 一 遍 二 又 树 得 出 答案 ， 
第 二 类 是 通过 分 解 问题 计算 出 答案 ， 这 两 类 思路 分 别 对 应 着 回溯 算法 核心 框架 和 动态 规划 核心 框架 。 


当时 我 是 用 二 叉 树 的 最 大 深度 这 个 问题 来 举例 ， 重 点 在 于 把 这 两 种 思路 和 动态 规划 和 回溯 算法 进行 对 比 ， 而 
本 文 的 重点 在 于 分 析 这 两 种 思路 如 何 解 决 二 叉 树 的 题目 。 


力 扣 第 104 题 【二叉树 的 最 大 深度 」 就 是 最 大 深度 的 题目 ， 所 谓 最 大 深度 就 是 根 节点 到 【最 远 」 叶子 节点 的 
最 长 路 径 上 的 节点 数 ， 比 如 输入 这 棵 二 叉 树 ， 算 法 应 该 返回 3: 


你 做 这 题 的 思路 是 什么 ? 显然 遍历 一 遍 二 叉 树 ， 用 一 个 外 部 变量 记录 每 个 节点 所 在 的 深度 ， 取 最 大 值 就 可 以 
得 到 最 大 深度 ， 这 就 是 遍历 二 叉 树 计算 答案 的 思路 。 


解法 代码 如 下 : 


// 记录 最 大 深 
int res 


/ ”1 人口 荣 让 


0 


nt dep 


int maxDepth(TreeNode root) { 
traverse(root); 
return res; 
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// 二 叉 树 遍历 框架 
void traverse(TreeNode root) { 
root == nu 
// a 到达 叶子 节点 ， 更 新 最 大 深度 
res = Math.max(res, depth); 
return; 


jf 

// 前 序 位 置 

depth++; 
traverse(root. left); 
traverse(root.right); 
// 后 序 位 置 
depth=—=; 


这 个 解法 应 该 很 好 理解 ， 但 为 什么 需要 在 前 序 位 置 增加 depth， 在 后 序 位 置 减 小 depth? 


因为 前 面 说 了 ， 前 序 位 置 是 进入 一 个 节点 的 时 候 ， 后 序 位 置 是 离开 一 个 节点 的 时 候 ，deptnh 记录 当前 递归 到 
的 节点 深度 ， 所 以 要 这 样 维护 。 


当然 ， 你 也 很 容易 发 现 一 棵 二 叉 树 的 最 大 深度 可 以 通过 子 树 的 最 大 高 度 推 导出 来 ， 这 就 是 分 解 问题 计算 答案 
的 思路 。 


解法 代码 如 下 : 


// 定义 : 输入 根 节 点 ， 返 回 这 棵 二 叉 树 的 最 大 深度 
int maxDepth(TreeNode root) { 
if (root == nuLL) { 
return 0; 
} 
// 利用 定义 ， 计 算 左 右 子 树 的 最 大 深度 
int leftMax = maxDepth(root. left); 
int rightMax = maxDepth(root. right ) ; 
// 整 棵 树 的 最 大 深度 等 于 左右 子 树 的 最 大 深度 取 最 大 值 ， 
// 然后 再 加 上 根 节 点 自己 
int res = Math.max(leftMax, rightMax) + 1; 


retkurmmes, 


只 要 明确 递归 函数 的 定义 ， 这 个 解法 也 不 难 理解 ， 但 为 什么 主要 的 代码 逻辑 集中 在 后 序 位 置 ? 


因为 这 个 思路 正确 的 核心 在 于 ， 你 确实 可 以 通过 子 树 的 最 大 高 度 推导 出 原 树 的 高 度 ， 所 以 当然 要 首先 利用 递 
归 函 数 的 定义 算出 左右 子 树 的 最 大 深度 ， 然 后 推出 原 树 的 最 大 深度 ， 主 要 风 辑 自然 放 在 后 序 位 置 。 


如 果 你 理解 了 最 大 深度 这 个 问题 的 两 种 思路 ， 那 么 我 们 再 回头 看 看 最 基本 的 二 叉 树 前 中 后 序 遍 历 ， 就 比如 算 
前 序 遍 历 结果 吧 。 


我 们 熟悉 的 解法 就 是 用 【遍历 」 的 思路 ， 我 想 应 该 没什么 好 说 的 : 
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List<Integer> res = new LinkedList<>(); 


// 返回 前 序 遍 历 结 

List<Integer> preorderTraverse(TreeNode root) { 
traverse(root); 
[Fe 二 wmnes 


) 


// 二 义 树 遍历 函数 
void traverse(TreeNode root) { 
(root == nu 
return; 


} 

// 前 序 位 置 
res.add(root.val); 
traverse(root. left); 
traverse(root. right) ; 


但 你 是 否 能 够 用 【分解 问题 上 」 的 思路 ， 来 计算 前 序 遍 历 的 结果 ? 


换 句 话说 ， 不 要 用 像 +raverse 这 样 的 辅助 沙 数 和 任何 外 部 变量 ， 单 纯 用 题目 给 的 preorderTraverse 图 
数 递归 解 题 ， 你 会 不 会 ? 


我 们 知道 前 序 遍 历 的 特点 是 ， 根 节点 的 值 排 在 首位 ， 接 着 是 左 子 树 的 前 序 遍 历 结 果 ， 最 后 是 右 子 树 的 前 序 遍 


1 
1 
A A 
S04 8 9 

AN 
Gu 


root.left root.right 
root fA ) 


sa uu G6 


公众 号 : labuladong 


那 这 不 就 可 以 分 解 问题 了 么 ， 一 棵 二 叉 树 的 前 序 遍历 分 解 成 了 根 节点 和 左右 子 树 的 前 序 遍 历 结果 。 
所 以 ， 你 可 以 这 样 实现 前 序 遍 历 算 法 : 
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// 定义 : 输入 一 棵 二 叉 树 的 根 节点 ， 返 回 这 棵 树 的 前 序 遍 
List<Integer> preorderTraverse(TreeNode root) { 
List<Integer> res = new LinkedList<>(); 
woote = mn et 
eunmnnalne sl 
jr 
// 前 序 遍 历 的 结果 ，root. val 在 第 一 个 
res.add(root.VvatL) ; 
// 利用 水 数 定义 ， 后 面 接 着 左 子 树 的 前 序 遍 历 结 果 
res.addAll(preorderTraverse(root,. left)); 
// 利用 函数 定义 ， 最 后 接着 右 子 树 的 前 序 遍 历 结 中 
res.addAll(preorderTraverse(root,.right)); 


中 序 和 后 序 遍历 也 是 类 似 的 ， 只 要 把 add (root .val) 放 到 中 序 和 后 序 对 应 的 位 置 就 行 了 。 
这 个 解法 短小 精干 ， 但 为 什么 不 常见 呢 ? 
一 个 原因 是 这 个 算法 的 复杂 度 不 好 把 控 ， 比 较 依赖 语言 特性 。 


Java 的 话 无 论 ArrayList 还 是 LinkedList，addALL 方法 的 复杂 度 都 是 O(N)， 所 以 总 体 的 最 坏 时 间 复 杂 度 会 
达到 O(N^2)， 除 非 你 自己 实现 一 个 复杂 度 为 0(1) 的 addA11 方法 ， 底 层 用 链表 的 话 并 不 是 不 可 能 。 


当然 ， 最 主要 的 原因 还 是 因为 教科 书 上 从 来 没有 这 么 教 过 .…… 


上 文 举 了 两 个 简单 的 例子 ， 但 还 有 不 少 二 叉 树 的 题目 是 可 以 同时 使 用 两 种 思路 来 思考 和 求解 的 ， 这 就 要 靠 你 
自己 多 去 练习 和 思考 ， 不 要 仅仅 满足 于 一 种 熟悉 的 解法 思 


综 上 ， 遇 到 一 道 二 叉 树 的 题目 时 的 通用 思考 过 程 是 


是 否 可 以 通过 遍历 一 遍 二 叉 树 得 到 答案 ? 如 果 不 能 的 话 ， 是 否 可 以 定义 一 个 递归 六 数 ， 通 过 子 问题 ( 子 树 ) 
的 答案 推导 出 原 问题 的 答案 ? 


我 的 刷 题 插件 更 新 了 所 有 值得 一 做 的 二 叉 树 题目 思路 ， 全 部 归 类 为 上 述 两 种 思路 ， 你 如 果 按照 插件 提供 的 思 
路 解法 过 一 遍 二 又 树 的 所 有 题目 ， 不 仪 可 以 完全 掌握 递归 思维 ， 而 且 可 以 更 容易 理解 高 级 的 算法 : 
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在 线 网 站 


669. 修剪 二 叉 搜 索 树 思路 
难度 中 等 吃 451 六 上 录 fal 四 | 

[x] 
基本 思路 


前 文 手把手 刷 二 叉 树 说 过 二 叉 树 的 递归 分 为 【遍历 和 “分解 问题 」 两 种 思维 模式 ， 显 
然 这 道 题 需要 用 到 『「 分 解 问题 」 的 思维 。 


明确 了 递归 函数 的 定义 之 后 进行 思考 ， 如 果 一 个 节点 的 值 没有 落 在 [Lo，hi] 中 ， 有 
两 种 情况 : 


1、 root.val < Lo ， 这 种 情况 下 root 节点 本 身 和 root 的 左 子 树 全 都 是 小 于 
Lo 的 ， 都 需要 被 剪 掉 。 


2、 root.val > hi ， 这 种 情况 下 _ root 节点 本 身 和 root 的 右 子 树 全 都 是 大 于 
hi 的 ， 都 需要 被 剪 掉 。 


标签 : 二 又 搜索 树 
解法 代码 


class Solution { 


// 定义 : 删除 BST 中 小 于 Low 和 大 于 high 的 所 有 节点 ， 返 回 结果 BST 
public TreeNode trimBST(TreeNode root, int low, int high) + 
if (root == null) return null; 


if (root.VvaL < low) { 


后 序 位 置 的 特殊 之 处 
说 后 序 位 置 之 前 ， 先 简单 说 下 中 序 和 前 序 。 
中 序 位 置 主要 用 在 BST 场景 中 ， 你 完全 可 以 把 BST 的 中 序 遍 历 认为 是 遍历 有 序数 组 。 


前 序 位 置 本 身 其 实 没有 什么 特别 的 性 质 ， 之 所 以 你 发 现 好 像 很 多 题 都 是 在 前 序 位 置 写 代 码 ， 实 际 上 是 因为 我 
们 习惯 把 那些 对 前 中 后 序 位 置 不 敏感 的 代码 写 在 前 序 位 置 罢了 。 


接 下 来 主要 说 下 后 序 位 置 ， 和 前 序 位 置 对 比 ， 发 现 前 序 位 置 的 代码 执行 是 自 顶 向 下 的 ， 而 后 序 位 置 的 代码 执 
行 是 自 底 向 上 的 : 
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前 序 位 置 
中 序 位 置 
后 序 位 置 外 


公众 号 : labuladong 


这 不 奇怪 ， 因 为 本 文 开 头 就 说 了 前 序 位 置 是 刚刚 进入 节点 的 时 刻 ， 后 序 位 置 是 即将 离开 节点 的 时 刻 。 


但 这 里 面 大 有 玄妙 ， 意 味 着 前 序 位 置 的 代码 只 能 从 冰 数 参数 中 获取 父 节点 传递 来 的 数据 ， 而 后 序 位 置 的 代码 
不 仅 可 以 获取 参数 数据 ， 还 可 以 获取 到 子 树 通 过 遂 数 返回 值 传 递 回来 的 数据 。 


举 具 体 的 例子 ， 现 在 给 你 一 棵 二 叉 树 ， 我 问 你 两 个 简单 的 问题 : 
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1、 如 果 把 根 节点 看 做 第 1 层 ， 如 何 打印 出 每 一 个 节点 所 在 的 层 数 ? 
2、 如 何 打印 出 每 个 节点 的 左右 子 树 各 有 多 少 节点 ? 
第 一 个 问题 可 以 这 样 写 代码 : 

// 二 义 树 遍历 遂 数 

void traverse(TreeNode root, int level) { 


(Troxele es ml 
return; 


} 

// 前 序 位 置 
printf(" 节 点 %s 在 第 %d 层 "，root，LeveL) ; 
traverse(root. left, level + 1); 
traverse(root.right, level + 1); 


} 


// 这 样 调用 
traverse(root, 1); 


第 二 个 问题 可 以 这 样 写 代 码 : 


// 定义 : 输入 一 棵 二 叉 树 ， 返 回 这 棵 二 叉 树 的 节点 总 交 
int count(TreeNode root) { 

(Oot nu 

return 0; 

} 

int leftCount = count(root. left); 

imte rightCounte eount(rootright), 

// 后 序 位 置 

printf(" 节 点 %s 的 左 子 树 有 %d 个 节点 ， 右 子 树 有 %d 个 节点 "， 

root, leftCount, rightCount); 


return leftCount + rightCount + 1; 


结合 这 两 个 简单 的 问题 ， 你 品味 一 下 后 序 位 置 的 特点 ， 只 有 后 序 位 置 才能 通过 返回 值 获取 子 树 的 信息 。 


那么 换 句 话说 ， 一 旦 你 发 现 题目 和 子 树 有 关 ， 那 大 概率 要 给 阔 数 设置 合理 的 定义 和 返回 值 ， 在 后 序 位 置 写 代 
码 了 。 


接 下 来 看 下 后 序 位 置 是 如 何在 实际 的 题目 中 发 挥 作用 的 ， 简 单 聊 下 力 扣 第 543 题 [二叉树 的 直径 」 ， 让 你 计 
算 一 棵 二 叉 树 的 最 长 直径 长 度 。 


所 谓 二 叉 树 的 【直径 」 长 度 ， 就 是 任意 两 个 结 点 之 间 的 路 径 长 度 。 最 长 【直径 」 并 不 一 定 要 穿 过 根 结 点 ， 比 
如 下 面 这 棵 二 叉 树 : 
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它 的 最 长 直径 是 3， 即 [4, 2,1,3] 或 者 [5,2,1,3] 这 两 条 [直径 」 的 长 度 。 
解决 这 题 的 关键 在 于 ， 每 一 条 二 叉 树 的 「 直 径 长度 ， 就 是 一 个 节点 的 左右 子 树 的 最 大 深度 之 和 。 


现在 让 我 求 整 棵 树 中 的 最 长 【直径 」 ， 那 直截了当 的 思路 就 是 遍历 整 棵 树 中 的 每 个 节点 ， 然 后 通过 每 个 节点 
的 左右 子 树 的 最 大 深度 算出 每 个 节点 的 「 直 径 ] ， 最 后 把 所 有 【直径 」 求 个 最 大 值 即 可 。 


最 大 深度 的 算法 我 们 刚才 实现 过 了 ， 上 述 思 路 就 可 以 写 出 以 下 代码 : 


// 记录 最 大 直径 的 长 度 


int maxDiameter = 0; 


public int diameter0OfBinaryTree(TreeNode root) { 
// 对 每 个 节点 计算 直径 ， 求 最 大 直径 
traverse(root); 
return maxDiameter; 


J 


// 遍历 二 叉 树 
void traverse(TreeNode root) { 
nif (root =="nuU) 
return; 
} 
// 对 每 个 节点 计算 直径 
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int leftMax = maxDepth(root. left); 

int rightMax = maxDepth(root,.right); 

int myDiameter = LeftMax + rightMax; 

// 更 新 全 局 最 大 直径 

maxDiameter = Math.max(maxDiameter, myDiameter); 


traverse(root. left); 
traverse(root. right) ; 


// 计算 二 叉 树 的 最 大 深度 
int maxDepth(TreeNode root) { 
(noote== nu 
return 0; 
} 
int leftMax = maxDepth(root. left); 
int rightMax = maxDepth(root.right); 
return 1 + Math.max( leftMax, rightMax); 


这 个 解法 是 正确 的 ， 但 是 运行 时 间 很 长 ， 原 因 也 很 明显 ，t raverse 遍历 每 个 节点 的 时 候 还 会 调用 递归 函数 
maxDepth， 而 maxDepth 是 要 遍历 子 树 的 所 有 节点 的 ， 所 以 最 坏 时 间 复 杂 度 是 O(N 人 ^2)。 


这 就 出 现 了 刚才 探讨 的 情况 ， 前 序 位 置 无 法 获取 子 树 信息 ， 所 以 只 能 让 每 个 节点 调用 maxDepth 函数 去 算 子 
树 的 深度 。 


那 如 何 优化 ? 我 们 应 该 把 计算 「 直 径 ] 的 逻辑 放 在 后 序 位置 ， 准 确 说 应 该 是 放 在 maxDepth 的 后 序 位 置 ， 
为 maxDepth 的 后 序 位 置 是 知道 左右 子 树 的 最 大 深度 的 。 


所 以 ， 稍 微 改 一 下 代码 逻辑 即 可 得 到 更 好 的 解法 : 


// 记录 最 大 直径 的 长 度 
int maxDiameter = 0; 


public int diameter0OfBinaryTree(TreeNode root) { 
maxDepth (root); 
return maxDiameter; 


yr 


int maxDepth(TreeNode root) { 
no 二 三 三 本 UL 
return 0; 
j 
int LeftMax = maxDepth(root. left); 
rightMax = maxDepth(root. righty) 
/ 后 序 位 置 顺便 计算 最 大 直径 
myDiameter = leftMax + rightMax; 
maxDiameter = Math.max(maxDiameter, myDiameter); 


return 1 + Math.max( leftMax, rightMax); 
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这 下 时 间 复 杂 度 只 有 maxDepth 函数 的 O(N) 了 。 
讲 到 这 里 ， 照 应 一 下 前 文 : 遇 到 子 树 问题 ， 首 先 想到 的 是 给 函数 设置 返回 值 ， 然 后 在 后 序 位 置 做 文章 。 


反 过 来 ， 如 果 你 写 出 了 类 似 一 开始 的 那 种 递归 套 递归 的 解法 ， 大 概率 也 需要 反思 是 不 是 可 以 通过 后 序 遍 历 优 
化 了 。 


我 的 刷 题 插 件 对 于 这 类 考察 后 序 遍 历 的 题目 也 有 特殊 的 说 明 ， 并 且 会 给 出 前 置 题目 ， 帮 助 你 由 浅 入 深 理 解 这 
类 题目 : 

124. 二 叉 树 中 的 最 大 路 径 和 思路 

难度 困难 吃 1340 六 [lm] 办 fal 四 


[x] 


基本 思路 
前 文 手把手 带 你 刷 二 叉 树 说 过 二 叉 树 的 递归 分 为 【遍历 | 和 分解 问 题 」 两 种 思维 模 
式 ， 显 然 这 道 题 需要 用 到 【分 解 问题 」 的 思维 。 


这 题 需要 巧 用 二 叉 树 的 后 序 遍 历 ， 可 以 先 去 做 一 下 543. 二 叉 树 的 直径 和 366. 寻找 二 叉 
树 的 叶子 节点 。 


oneSideMax 六 数 和 上 述 几 道 题 中 都 用 到 的 maxDepth 水 数 非常 类 似 ， 只 不 过 
maxDepth 计算 最 大 深度 ， oneSideMax 计算 [ 单 边 」 最 大 路 径 和 : 


oneSideMax(9) 


层 序 遍历 


二 叉 树 题 型 主要 是 用 来 培养 递归 思维 的 ， 而 层 序 遍历 属于 返 代 遍历 ， 也 比较 简单 ， 这 里 就 过 一 下 代码 框架 
吧 : 
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// 输入 一 棵 二 义 树 的 根 节点 ， 层 序 遍 历 这 棵 二 叉 树 
void levelTraverse(TreeNode root) { 
if (root == nuLL) return; 
Queue<TreeNode> q = new LinkedList<>(); 
q.offer(root ) ; 


// 从 上 到 下 遍历 二 叉 树 的 每 一 层 
while (!q.isEmpty()) { 
in ze = zel(0y 
// 从 左 到 右 遍 历 每 一 层 的 每 个 节点 
For( nt oe oz i 
TreeNode cur = q.poll(); 
// 将 下 一 层 节点 放 入 队列 
Pfcur Uefteu= nu 
q.offer(cur. left); 


} 

GIRL RE 和 
q.offer(cur.right); 

J 


这 里 面 while 循环 和 for 循环 分 管 从 上 到 下 和 从 左 到 右 的 遍历 : 


while 
for 


公众 号 : labuladong 


前 文 BFS 算法 框架 就 是 从 二 叉 树 的 层 序 遍历 扩展 出 来 的 ， 常 用 于 求 无 权 图 的 最 短路 径 问 题 。 


当然 这 个 框架 还 可 以 灵活 修改 ， 题 目 不 需要 记录 层 数 ( 步 数 ) 时 可 以 去 掉 上 述 框架 中 的 for 循环 ， 比 如 前 文 
Dijkstra 算法 中 计算 加 权 图 的 最 短路 径 问 题 ， 详 细 探讨 了 BFS 算法 的 扩展 。 
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在 线 网 站 
值得 一 提 的 是 ， 有 些 很 明显 需要 用 层 序 遍历 技巧 的 二 叉 树 的 题目 ， 也 可 以 用 递归 遍历 的 方式 去 解决 ， 而 且 技 
巧 性 会 更 强 ， 非 常 考察 你 对 前 中 后 序 的 把 控 。 


对 于 这 类 问题 ， 我 的 刷 题 插件 也 会 同时 提供 递归 遍历 和 层 序 遍历 的 解法 代码 : 


515. 在 每 个 树 行 中 找 最 大 值 “思路 
难度 中 等 上 帕 162 站 四 办 A 咀 


[x] 


基本 思路 


首先 ， 这 题 肯 定 可 以 用 BFS 算法 解决 ，for 循环 里 面 判 断 最 大 值 就 行 了 : 
while 
{tor 
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当然 ， 这 题 也 可 以 用 DFS 来 做 ， 前 文 我 的 算法 学 习 经 验 说 过 二 叉 树 的 递归 分 为 「 遍 
历 和 [分 解 问题 」 两 种 思维 模式 ， 显 然 这 道 题 需要 用 到 【遍历 」 的 思维 。 


遍历 的 过 程 中 记录 对 应 深度 的 最 大 节点 值 即 可 。 


不 。 


好 了 ， 本 文 已 经 够 长 了 ， 围 绕 前 中 后 序 位 置 算是 把 二 叉 树 题目 里 的 各 种 套路 给 讲 透 了 ， 真 正 能 运用 出 来 多 
少 ， 就 需要 你 杀 自 刷 题 实践 和 思考 了 。 


家 能 探索 尽 可 能 多 的 解法 ， 只 要 参透 二 叉 树 这 种 基本 数据 结构 的 原理 ， 那 么 就 很 容易 在 学 习 其 他 高 级 


希望 大 家 能 


算法 的 道路 上 找到 抓 手 ， 打 通 回 路 ， 形 成 闭环 (手动 狗头 ) 。 
最 后 ， 我 在 不 断 完善 刷 题 插 件 对 二 叉 树 系列 题目 的 支持 ， 在 公众 号 后 台 回 复 关 键 词 「 插 件 」 即 可 下 载 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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在 线 网 站 


2.2 二 又 搜 索 树 


BST 是 一 种 特殊 的 二 叉 树 ， 你 只 要 记 住 它 的 两 个 主要 特点 : 
1、 左 小 右 大 ， 即 每 个 节点 的 左 子 树 都 比 当前 节点 的 值 小 ， 右 子 树 都 比 当前 节点 的 值 大 。 
2、 中 序 遍 历 结果 是 有 序 的 。 


公众 号 标签 : 二 叉 搜 索 树 
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东 哥 带 你 刷 二 叉 搜索 树 (第 一 期 ) 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
230. 二 叉 搜 索 树 中 第 K 小 的 元 素 (中 等 ) 

538. 二 叉 搜索 树 转化 累加 树 (中 等 ) 

1038. BST 转 累加 树 (中 等 ) 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
叉 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


前 文 手 把 手 带 你 刷 二 叉 树 已 经 写 了 第 一 期 ， 第 二 期 和 第 三 期 ， 今 天 写 一 篇 二 叉 搜 索 树 (Binary Search 
Tree， 后 文 简写 BST) 相关 的 文章 ， 手 把 手 带 你 刷 BST。 


首先 ，BST 的 特性 大 家 应 该 都 很 熟悉 了 : 


1、 对 于 BST 的 每 一 个 节点 n0de， 左 子 树 节点 的 值 都 比 node 的 值 要 小 ， 右 子 树 节点 的 值 都 比 node 的 值 
大 。 


2、 对 于 BST 的 每 一 个 节点 n0de， 它 的 左 侧 子 树 和 右 侧 子 树 都 是 BST。 


二 叉 搜 索 树 并 不 算 复 杂 ， 但 我 觉得 它 可 以 算是 数据 结构 领域 的 半壁 江山 ， 直 接 基于 BST 的 数据 结构 有 AVL 
树 ， 红 黑 树 等 等 ， 拥 有 了 自 平 衡 性 质 ， 可 以 提供 logN 级 别 的 增删 查 改 效率 ; 还 有 B+ 树 ， 线 段 树 等 结构 都 是 
基于 BST 的 思想 来 设计 的 。 


从 做 算法 题 的 角度 来 看 BST， 除 了 它 的 定义 ， 还 有 一 个 重要 的 性 质 : BST 的 中 序 遍 历 结 果 是 有 序 的 ( 升 
序 ) 。 


也 就 是 说 ， 如 果 输 入 一 棵 BST， 以 下 代码 可 以 将 BST 中 每 个 节点 的 值 升序 打印 出 来 : 


void traverse(TreeNode root) { 
(oo nw elu 
traverse(root. left); 
// 中 序 遍 历代 码 位 置 
print(root,.val); 
traverse(root.right) ; 
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那么 根据 这 个 性 质 ， 我 们 来 做 两 道 算法 题 。 
寻找 第 K 小 的 元 素 


这 是 力 扣 第 230 题 【二 叉 搜 索 树 中 第 K 小 的 元 素 ] ， 看 下 题目 : 


230. 二 叉 搜 索 树 中 第 K 小 的 元 素 labuladong 题解 思路 
难度 中 等 上 上册 302 六 收藏 [OO 分 享 欢 切换 为 英文 位 接收 动态 


给 定 一 个 二 又 搜索 树 ， 编 写 一 个 水 数 kthsmallest 来 查找 其 中 第 k 个 最 小 的 元 素 。 


你 可 以 假设 k 总 是 有 效 的 ，1 < k < 二 叉 搜 索 树 元 素 个 数 。 


示例 : 


输入 : root = [5,3,6,2,4,null,null,1], k= 3 


; 
A 
3 6 
A 
2 4 
4 
1 
输出 : 3 


这 个 需求 很 常见 吧 ， 一 个 直接 的 思路 就 是 升序 排序 ， 然 后 找 第 k 个 元 素 呐 。BST 的 中 序 遍 历 其 实 就 是 升序 排 
序 的 结果 ， 找 第 k 个 元 素 肯 定 不 是 什么 难事 。 


按照 这 个 思路 ， 可 以 直接 写 出 代码 : 


int kthSmallest(TreeNode root, int k) { 
// 利用 BST 的 中 序 遍 历 特性 
traverse(root, k); 
return res; 


} 


// 记录 结果 
Tintnres =0; 
// 记录 当前 元 素 的 排名 
iNt rank = 0; 
void traverse(TreeNode root, int k) { 
OO 三 三 本 人 UL 
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return; 
jr 
traverse(root,. left, k); 
/ 洲 中 序 遍 历代 人 码 位 置 x*/ 
rank++; 
if (k == rank) { 
// 找到 第 k 小 的 元 素 
res = root.val; 
return; 


} 


/ 炒米 炒米 米 玉米 米 阔 六 4 


traverse(root.right, k); 


这 道 题 就 做 完了 ， 不 过 呢 ， 还 是 要 多 说 几 句 ， 因 为 这 个 解法 并 不 是 最 高 效 的 解法 ， 而 是 仅仅 适用 于 这 道 题 。 
我 们 旧 文 高 效 计算 数据 流 的 中 位 数 中 就 提 过 今天 的 这 个 问题 : 
‖ 如 果 让 你 实现 一 个 在 二 又 搜索 树 中 通过 排名 计算 对 应 元 素 的 方法 se lect (int k)， 你 会 怎么 设计 ? 


如 果 按 照 我 们 刚才 说 的 方法 ， 利 用 “BST 中 序 遍 历 就 是 升序 排序 结果 」 这 个 性 质 ， 每 次 寻找 第 小 的 元 素 都 
要 中 序 遍 历 一 次 ， 最 坏 的 时 间 复 杂 度 是 0(N)，N 是 BST 的 节点 个 数 。 


要 知道 BST 性 质 是 非常 牛 逼 的 ， 像 红 黑 树 这 种 改良 的 自 平衡 BST， 增 删 查 改 都 是 0( LogN) 的 复杂 度 ， 让 你 
算 一 个 第 k 小 元 素 ， 时 间 复 杂 度 竟然 要 0(N)， 有 点 低 效 了 。 


所 以 说 ， 计 算 第 k 小 元 素 ， 最 好 的 算法 肯定 也 是 对 数 级 别 的 复杂 度 ， 不 过 这 个 依赖 于 BST 节点 记录 的 信息 有 


多 少 。 


我 们 想 一 下 BST 的 操作 为 什么 这 么 高 效 ? 就 拿 搜索 某 一 个 元 素来 说 ，BST 能 够 在 对 数 时 间 找 到 该 元 素 的 根本 
原因 还 是 在 BST 的 定义 里 ， 左 子 树 小 右 子 树 大 嘛 ， 所 以 每 个 节点 都 可 以 通过 对 比 自身 的 值 判 断 去 左 子 树 还 是 
右 子 树 搜索 目标 值 ， 从 而 避免 了 全 树 遍 历 ， 达 到 对 数 级 复杂 度 。 


那么 回 到 这 个 问题 ， 想 找到 第 k 小 的 元 素 ， 或 者 说 找到 排名 为 的 元 素 ， 如 果 想 达到 对 数 级 复杂 度 ， 关 键 也 
在 于 每 个 节点 得 知道 他 自己 排 第 几 。 


比如 说 你 让 我 查找 排名 为 k 的 元 素 ， 当 前 节点 知道 自己 排名 第 mn， 那么 我 可 以 比较 m 和 的 大 小 : 
1、 如 果 m == k， 显 然 就 是 找到 了 第 k 个 元 素 ， 返 回 当前 节点 就 行 了 。 

2、 如 果 k < m， 那 说 明 排 名 第 的 元 素 在 左 子 树 ， 所 以 可 以 去 左 子 树 搜索 第 k 个 元 素 。 

3、 如 果 k > m， 那 说 明 排 名 第 k 的 元 素 在 右 子 树 ， 所 以 可 以 去 右 子 树 搜索 第 k - m 一 1 个 元 素 。 
这 样 就 可 以 将 时 间 复 杂 度 降 到 0( LogN) 了 。 

那么 ， 如 何 让 每 一 个 节点 知道 自己 的 排名 呢 ? 


这 就 是 我 们 之 前 说 的 ， 需 要 在 二 义 树 节点 中 维护 额外 信息 。 每 个 节点 需要 记录 ， 以 自己 为 根 的 这 棵 二 叉 树 有 


AAA 二 
多 少 个 节点 。 


也 就 是 说 ， 我 们 TreeNode 中 的 字段 应 该 如 下 : 
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class TreeNode { 


int val; 
// 以 该 节点 为 根 的 树 的 节点 总 数 
int size; 


TreeNode left; 
TreeNode right; 


有 了 size 字段 ， 外 加 BST 节点 左 小 右 大 的 性 质 ， 对 于 每 个 节点 node 就 可 以 通过 node. Left 推导 出 node 
的 排名 ， 从 而 做 到 我 们 刚才 说 到 的 对 数 级 算法 。 


当然 ，size 字段 需要 在 增删 元 素 的 时 候 需要 被 正确 维护 ， 力 扣 提 供 的 TreeNode 是 没有 size 这 个 字段 
的 ， 所 以 我 们 这 道 题 就 只 能 利用 BST 中 序 遍 历 的 特性 实现 了 ， 但 是 我 们 上 面 说 到 的 优化 思路 是 BST 的 常见 
操作 ， 还 是 有 必要 理解 的 。 


BST 转化 累加 树 


力 扣 第 538 题 和 1038 题 都 是 这 道 题 ， 完 全 一 样 ， 你 可 以 把 它们 一 块 做 掉 。 看 下 题目 : 
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538. 把 二 叉 搜 索 树 转换 为 累加 树 ” labuladong 题解 。 思路 
难度 中 等 中 420 家 收 藏 中 分 享 办 切换 为 英文 入 接收 动态 由 反馈 


给 出 二 又 搜索 树 的 根 节点 ， 该 树 的 节点 值 各 不 相同 ， 请 你 将 其 转换 为 累加 树 (Greater Sum 
Tree) ， 使 每 个 节点 node 的 新 值 等 于 原 树 中 大 于 或 等 于 node .val 的 值 之 和 。 


示例 1: 


题目 应 该 不 难 理解 ， 比 如 图 中 的 节点 5， 转 化 成 累加 树 的 话 ， 比 5 大 的 节点 有 6，7，8， 加 上 5 本 身 ， 所 以 
累加 树 上 这 个 节点 的 值 应 该 是 5+6+7+8=26。 


我 们 需要 把 BST 转化 成 累加 树 ， 函 数 签名 如 下 : 


TreeNode convertBST(TreeNode root) 


按照 二 叉 树 的 通用 思 要 思考 每 个 节点 应 该 做 什么 ， 但 是 这 道 题 上 很 难 想 到 什么 思路 。 


BST 的 每 个 节点 左 小 右 大 ， 这 似乎 是 一 个 有 用 的 信息 ， 既 然 累加 和 是 计算 大 于 等 于 当前 值 的 所 有 元 素 之 和 ， 
那么 每 个 节点 都 去 计算 右 子 树 的 和 ， 不 就 行 了 吗 ? 


这 是 不 行 的 。 对 于 一 个 节点 来 说 ， 确 实 右 子 树 都 是 比 它 大 的 元 素 ， 但 问题 是 它 的 父 节 点 也 可 能 是 比 它 大 的 元 
素 呀 ? 这 个 没 法 确定 的 我 们 又 没有 触 达 父 节点 的 指针 ， 所 以 二 叉 树 的 通用 思路 在 这 里 用 不 了 。 


其 实 ， 正 确 的 解法 很 简单 ， 还 是 利用 BST 的 中 序 遍 历 特 性 。 
刚才 我 们 说 了 BST 的 中 序 遍 历代 码 可 以 升序 打印 节点 的 值 : 
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void traverse(TreeNode root) { 
if (root == null) return; 
traverse(root. left); 
// 中 序 遍 历代 码 位 置 
print(root.val); 
traverse(root.right); 


那 如 果 我 想 降序 打印 节点 的 值 怎么 办 ? 
很 简单 ， 只 要 把 递归 顺序 改 一 下 就 行 了 : 


void traverse(TreeNode root) { 
fmoot == mu retun 
// 先 递 归 遍 历 右 子 树 
traverse(root.right ) ; 
// 中 序 遍 历代 码 位 置 
print(root.val); 
// 后 递归 遍历 左 子 树 
traverse(root. left); 


这 段 代 码 可 以 降序 打印 BST 节点 的 值 ， 如 果 维 护 一 个 外 部 累加 变量 sum， 然 后 把 sum 赋值 给 BST 中 的 每 一 
个 节点 ， 不 就 将 BST 转化 成 累加 树 了 吗 ? 


看 下 代码 就 明白 了 : 


TreeNode convertBST(TreeNode root) { 
traverse(root); 
return root; 


} 


// 记录 累加 和 

Lint sum =°0; 

void traverse(TreeNode root) { 
(oot no 

return; 

} 
traverse(root.right); 
// 维护 累加 和 
Sum += root,.val; 
// 将 BST 转化 成 累加 树 
root.val = sum; 
traverse(root. left); 
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这 道 题 就 解决 了 ， 核 心 还 是 BST 的 中 序 人 遍历 特性 ， 只 不 过 我 们 修改 了 递归 顺序 ， 降 序 人 遍历 BST 的 元 素 值 ， 
从 而 契合 题目 累加 树 的 要 求 。 


简单 总 结 下 吧 ，BST 相关 的 问题 ， 要 么 利用 BST 左 小 右 大 的 特性 提升 算法 效率 ， 要 么 利用 中 序 遍 历 的 特性 满 
足 题目 的 要 求 ， 也 就 这 么 些 事 儿 吧 。 


最 后 调查 下 ， 经 过 这 几 篇 二 又 树 相关 的 系列 文章 ， 大 家 刷 题 有 没有 点 感觉 了 ? 可 以 留言 和 我 交流 。 本 文 对 你 
有 帮助 的 话 ， 请 三 连 ~ 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车 ， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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labuladong 的 刷 题 三 


东 哥 带 你 刷 二 叉 搜索 树 (第 二 期 ) 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
450. 删除 二 叉 搜 索 树 中 的 节点 (中 等 ) 

701. 二 叉 搜索 树 中 的 插入 操作 (中 等 ) 

700. 二 叉 搜 索 树 中 的 搜索 (简单 ) 

98. 验证 二 叉 搜 索 树 (中 等 ) 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
又 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


我 们 前 文 手把手 刷 二 叉 搜 索 树 (第 一 期 ) 主要 是 利用 二 叉 搜 索 树 【中 序 遍 历 有 序 」 的 特性 来 解决 了 几 道 题 
目 ， 本 文 来 实现 BST 的 基础 操作 : 判断 BST 的 合法 性 、 增 、 删 、 查 。 其 中 I 删 ] 和 判断 合法 性 」 略微 复 


杂 。 


BST 简介 

所 谓 二 叉 搜索 树 (Binary Search Tree， 简 称 BST) 大 家 应 该 都 不 陌生 ， 它 是 一 种 特殊 的 二 叉 树 。 

特殊 在 哪里 呢 ? 简单 来 说 就 是 : 左 小 右 大 。 

BST 的 完整 定义 如 下 : 

1、BST 中 任意 一 个 节点 的 左 子 树 所 有 节点 的 值 都 小 于 该 节点 的 值 ， 右 子 树 所 有 节点 的 值 都 大 于 该 节点 的 值 。 
2、BST 中 任意 一 个 节点 的 左右 子 树 都 是 BST。 

有 了 BST 的 这 种 特性 ， 就 可 以 在 二 叉 树 中 做 类 似 二 分 搜索 的 操作 ， 搜 索 一 个 元 素 的 效率 很 高 。 

比如 下 面 这 就 是 一 棵 合法 的 二 叉 树 : 
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对 于 BST 相关 的 问题 ， 你 可 能 会 经 常 看 到 类 似 下 面 这 样 的 代码 逻辑 : 
void BST(TreeNode root, int target) { 
if (root.val == target) 
of (root.val target) 
BST(root.right, target); 


if (root.val > target) 
BST(root. Left, target); 


这 个 代码 框架 其 实 和 二 又 树 的 遍历 框架 差不多 ， 无 非 就 是 利用 了 BST 左 小 右 大 的 特性 而 已 。 

接 下 来 我 们 讲 几 道 二 叉 搜索 树 的 必 知 必 会 题目 。 

一 、 判 断 BST 的 合法 性 

这 里 是 有 坑 的 哦 ， 我 们 按照 刚才 的 思路 ， 每 个 节点 自己 要 做 的 事 不 就 是 比较 自己 和 左右 孩子 吗 ?看 起 来 应 该 
这 样 写 代码 : 
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boolean isValidBST(TreeNode root) { 
wiroot == return trUues 
if (root,left != nuLL AS root.val <= root. left.val) 
return false; 
frooterioghten = nmt enoote va >=mnoot rigntaval) 
return false; 


return isValidBST(root. Left) 
&& isValidBST(root,.right); 


但 是 这 个 算法 出 现 了 错误 ，BST 的 每 个 节点 应 该 要 小 于 右边 子 树 的 所 有 节点 ， 下 面 这 个 二 叉 树 显然 不 是 
BST， 因 为 节点 10 的 右 子 树 中 有 一 个 节点 6， 但 是 我 们 的 算法 会 把 它 判 定 为 合法 BST: 


出 现 问题 的 原因 在 于 ， 对 于 每 一 个 节点 ro0t， 代 码 值 检查 了 它 的 左右 孩子 节点 是 否 符合 左 小 右 大 的 原则 ; 但 
是 根据 BST 的 定义 ，root 的 整个 左 子 树 都 要 小 于 root .val， 整 个 右 子 树 都 要 大 于 root .val。 


问题 是 ， 对 于 某 一 个 节点 root， 他 只 能 管 得 了 自己 的 左右 子 节点 ， 怎 么 把 root 的 约束 传递 给 左右 子 树 呢 ? 
请 看 正确 的 代码 : 
boolean isValidBST(TreeNode root) { 


return isValidBST(root, null, null); 
} 


/六 限定 以 root 为 根 的 子 树 节点 必须 满足 max.val > root.val > min.val */ 
boolean isValidBST(TreeNode root, TreeNode min, TreeNode max) { 
// base case 


froote nrneturn tuer 

// 若 root.val 不 符合 max 和 min 的 限制 ， 说 明 不 是 合法 BST 
if (min != nuLL && root,.val <= min.val) return false; 
if (max != nuLL && root,.val >= max.val) return false; 


// 限定 左 子 树 的 最 大 值 是 root . vaL， 右 子 树 的 最 小 值 是 root.val 


262 / 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


return isValidBST(root. left, min, root) 
&& isValidBST(root.right, root, max); 


我 们 通过 使 用 辅助 浮 数 ， 增 加 消 数 参数 列表 ， 在 参数 中 携带 额外 信息 ， 将 这 种 约束 传递 给 子 树 的 所 有 节点 ， 
这 也 是 二 又 树 算法 的 一 个 小 技巧 吧 。 


在 BST 中 搜索 元 素 


力 扣 第 700 题 【二 叉 搜 索 树 中 的 搜索 」 就 是 让 你 在 BST 中 搜索 值 为 target 的 节点 ， 图 数 签名 如 下 : 
TreeNode searchBST(TreeNode root, int target); 
如 果 是 在 一 棵 普通 的 二 叉 树 中 寻找 ， 可 以 这 样 写 代 码 : 


TreeNode searchBST(TreeNode root, int target); 
if (root == null) return null; 
if (root.val == target) return root; 
// 当前 节点 没 找 到 就 递归 地 去 左右 子 树 寻找 
TreeNode left = searchBST(root.Left，target ) ; 
TreeNode right = searchBST(root.right，target) ; 


nexkurn teftte .nut Lefte ro 


这 样 写 完全 正确 ， 但 这 上段 代码 相当 于 穷 举 了 所 有 节点 ， 适 用 于 所 有 普通 二 叉 树 。 那 么 应 该 如 何 充 分 利用 信 
息 ， 把 BST 这 个 「 左 小 右 大 」 的 特性 用 上 ? 


很 简单 ， 其 实 不 需要 递归 地 搜索 两 边 ， 类 似 二 分 查找 思想 ， 根 据 target 和 root .val 的 大 小 比较 ， 就 能 排 
除 一 边 。 我 们 把 上 面 的 思路 稍稍 改动 : 


TreeNode searchBST(TreeNode root, int target) { 
joote now 
return null; 


// 去 左 子 树 搜索 
if (root.val > target) { 
return searchBST(root. left, target); 


// 去 右 子 树 搜索 
if (root.val < target) { 
return searchBST(root.right, target); 


} 


[eunnmanooi， 
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在 BST 中 插入 一 个 数 


对 数据 结构 的 操作 无 非 遍历 + 访问 ， 遍 历 就 是 【 找 」 ， 访 问 就 是 「 改 ] 。 具 体 到 这 个 问题 ， 插 入 一 个 数 ， 就 
是 先 找到 插入 位 置 ， 然 后 进行 插入 操作 。 


上 一 个 问题 ， 我 们 总 结 了 BST 中 的 遍历 框架 ， 就 是 「 找 」 的 问题 。 直 接 套 框架 ， 加 上 「 改 」 的 操作 即 可 。 一 
旦 涉及 「 改 } ， 遂 数 就 要 返回 TreeNode 类 型 ， 并 且 对 递归 调用 的 返回 值 进行 接收 。 


TreeNode insertIntoBST(TreeNode root, int val) { 
// 找到 空位 置 插 入 新 节点 
if (root == nuLL) return new TreeNode(val); 
/tnoor va .== va 
// BST 中 一 般 不 会 插入 已 存在 元 素 
wirooteval < va 
root.right = insertIntoBST(root.right, val); 
if (root,val > val) 
root,. left = insertIntoBST(root,. left, val); 
ekemnmoort 


三 、 在 BST 中 删除 一 个 数 
这 个 问题 稍微 复杂 ， 跟 插入 操作 类 似 ， 先 找 」 再 「 改 } ， 先 把 框架 写 出 来 再 说 : 


TreeNode deleteNode(TreeNode root, int key) { 

if (root.val == key) { 
// 找到 啦 ， 进 行 删除 

} else if (root.val > key) { 
// 去 左 子 树 找 
root. left = deleteNode(root. left, key); 

} else if (root.val < key) { 
// 去 右 子 树 找 
root.right = deleteNode(root.right, key); 


} 
return root; 
} 
找到 目标 节点 了 ， 比 方 说 是 节点 A， 如 何 删除 这 个 节点 ， 这 是 难点 。 因 为 删除 节点 的 同时 不 能 破坏 BST 的 性 


质 。 有 三 种 情况 ， 用 图 片 来 说 明 。 
情况 1: 人 恰好 是 末端 节点 ， 两 个 子 节 点 都 为 空 ， 那 么 它 可 以 当场 去 世 了 。 
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Case 1: No Child 


Linoot lef mu ee rootright nu, 
return null; 


情况 2: A 只 有 一 个 非 空 子 节 点 ， 那 么 它 要 让 这 个 孩子 接替 自己 的 位 置 。 


Case 2: One Child 


// 排除 了 情况 1 之 后 
if(rnootaltett == null return rootanight, 
if (root.right == nuLL) return root. left; 


情况 3: 人 有 两 个 子 节点 ， 麻 烦 了 ， 为 了 不 破坏 BST 的 性 质 ，A 必须 找到 左 子 树 中 最 大 的 那个 节点 ， 或 者 右 
子 树 中 最 小 的 那个 节点 来 接替 自己 。 我 们 以 第 二 种 方式 讲解 。 
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Case 3: Two Children 


delete 


f(root leften = nut Ossiroot rigntn = nou dt 

// 找到 右 子 树 的 最 小 节点 

TreeNode minNode = getMin(root. right) ; 

// 把 root 改 成 minNode 

root.val = minNode.val; 

// 转 而 去 删除 minNode 

root.right = deleteNode(root.right, minNode.val); 


三 种 情况 分 析 完 毕 ， 填 入 框架 ， 简 化 一 下 代码 : 


TreeNode deleteNode(TreeNode root, int key) { 


) 


Lf (root== null) returmmnuuls: 
if (root.val == key) { 
// 这 两 个 if 把 情况 1 和 2 都 正确 处 理 了 
wf (roote left == nu return ootdLioght, 
i (nootroght nu return root Lerft, 
// 处 理 情况 3 
// 获得 右 子 树 最 小 的 节点 
TreeNode minNode = getMin(root.right); 
// 删除 右 子 树 最 小 的 节点 
root.right = deleteNode(root.right, minNode.val); 
// 用 右 子 树 最 小 的 节点 替换 root 节点 
minNode.Left = root. left; 
minNode.right = root.right; 
root = minNode; 
} else if (root.val > key) { 
root.left = deleteNode(root.left, key); 
} else if (root.val < key) { 
root.right = deleteNode(root.right, key); 
br 


return root; 


TreeNode getMin(TreeNode node) { 


// BST 最 左边 的 就 是 最 小 的 
while (node.left != nuLL) node = node. left; 
return node; 
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labuladong 的 刷 题 三 件 套 


这 样 ， 删 除 操作 就 完成 了 。 


注意 一 下 ， 上 述 代码 在 处 理 情况 3 时 通过 一 系列 略微 复杂 的 链表 操作 交换 root 和 minNode 两 个 节点 : 


// 处 理 情况 3 

// 获得 右 子 树 最 小 的 节点 

TreeNode minNode = getMin(root,.right); 

// 删除 右 子 树 最 小 的 节点 

root.right = deleteNode(root.right, minNode.val); 
// 用 右 子 树 最 小 的 节点 替换 root 节点 

minNode. Left = root. left; 

minNode.right = root.right; 

root = minNode; 


有 的 读者 可 能 会 疑惑 ， 蔡 换 root 节点 为 什么 这 么 麻烦 ， 直 接 改 val 字段 不 就 行 了 ? 看 起 来 还 更 简洁 易 懂 : 


// 处 理 情 况 3 

// 获得 右 子 树 最 小 的 节点 

TreeNode minNode = getMin(root,.right); 

// 删除 右 子 树 最 小 的 节点 

root.right = deleteNode(root.right, minNode.val); 
// 用 右 子 树 最 小 的 节点 替换 root 节点 

root.val = minNode.val; 


仅 对 于 这 道 算法 题 来 说 是 可 以 的 ， 但 这 样 操作 并 不 完美 ， 我 们 一 般 不 会 通过 修改 节点 内 部 的 值 来 交换 节点 。 


因为 在 实际 应 用 中 ，BST 节点 内 部 的 数据 域 是 用 户 自 定义 的 ， 可 以 非常 复杂 ， 而 BST 作为 数据 结构 (一 
具 人 ) ， 其 操作 应 该 和 内 部 存储 的 数据 域 解 厢 ， 所 以 我 们 更 倾向 于 使 用 指针 操作 来 交换 节点 ， 根 本 没 必 要 关 
心 内 部 数据 。 


不 过 这 里 我 们 暂时 忽略 这 个 细节 ， 旨 在 突出 BST 基本 操作 的 共性 ， 以 及 借助 框架 逐 层 细 化 问题 的 思维 方式 。 
最 后 总 

通过 这 篇 文章 ， 我 们 总 结 出 了 如 下 几 个 技巧 : 

1、 如 果 当 前 节点 会 对 下 面 的 子 节点 有 整体 影响 ， 可 以 通过 辅助 函数 增长 参数 列表 ， 借 助 参数 传递 信息 

2、 在 二 义 树 递归 框架 之 上 ， 扩 展 出 一 套 BST 代码 框架 : 


void BST(TreeNode root, int target) { 
if (root.val == target) 
// 找到 目标 ， 做 点 什么 
if (root.val < target) 
BST(root. right target)s, 
if (root.val > target) 
BST(root. left, target); 
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3、 根 据 代码 框架 掌握 了 BST 的 增删 查 改 操作 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车 ， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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东 哥 带 你 刷 二 叉 搜索 树 (第 三 期 ) 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
96. 不 同 的 二 叉 搜 索 树 (简单 ) 

95. 不 同 的 二 叉 搜索 树 | (中 等 ) 


PS: 刷 题 插件 集成 了 手把手 刷 二 叉 树 功能 ， 按 照 公 式 和 套路 讲解 了 150 道 二 叉 树 题目 ， 可 手把手 带 你 刷 完 二 
叉 树 分 类 的 题目 ， 迅 速 掌握 递归 思维 。 


之 前 写 了 两 篇 手把手 刷 BST 算法 题 的 文章 ， 第 一 篇 讲 了 中 序 遍历 对 BST 的 重要 意义 ， 第 二 篇 写 了 BST 的 基 
本 操作 。 


本 文 就 来 写 手 把 手 刷 BST 系列 的 第 三 篇 ， 循 序 渐 进 地 讲 两 道 题 ， 如 何 计 算 所 有 有 效 BST。 

第 一 道 题 是 力 扣 第 96 题 【不 同 的 二 叉 搜 索 树 1 ， 给 你 输入 一 个 正 整数 0， 请 你 计算 ， 存 储 11,2,3...，n} 
这 些 值 共有 多 少 种 不 同 的 BST 结构 。 

图 数 签名 如 下 : 


int numTrees(int n); 


比如 说 输入 n = 3， 算 法 返回 5， 因 为 共有 如 下 5 种 不 同 的 BST 结构 存储 11,2,3: 
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n = 3 时 有 如 下 5 种 不 同 的 BST 结果 : 


这 就 是 一 个 正宗 的 穷 举 问题 ， 那 么 什么 方式 能 够 正确 地 穷 举 有 效 BST 的 数量 呢 ? 


我 们 前 文 说 过 ， 不 要 小 看 「 穷 举 ] ， 这 是 一 件 看 起 来 简单 但 是 比较 有 技术 含量 的 事情 ， 问 题 的 关键 就 是 不 能 
数 漏 ， 也 不 能 数 多 ， 你 咋 整 ? 
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2.3 图 论 

图 论 在 实际 笔试 中 考 的 不 多 ， 但 它 的 经 典 算法 比较 多 ， 比 如 什么 最 小 生成 树 ， 最 短路 径 ， 拓 扑 排序 ， 二 分 图 
判定 之 类 的 。 

所 以 本 章 围绕 图 论 的 经 典 算法 展开 ， 太 难 的 图 论 算法 我 觉得 咱 是 没 多 大 必要 掌握 的 。 
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© Stars 103k 知 乎 @labuladong 公众 号 @labuladong B 站 " @labuladong 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 
读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
797. 所 有 可 能 的 路 径 (中 等 ) 


经 常 有 读者 问 我 【图 | 这 种 数据 结构 ， 其 实 我 在 学 习 数 据 结构 和 算法 的 框架 思维 中 说 过 ， 虽 然 图 可 以 玩 出 更 
多 的 算法 ， 解 决 更 复杂 的 问题 ， 但 本 质 上 图 可 以 认为 是 多 又 树 的 延伸 。 


面试 笔试 很 少 出 现 图 相关 的 问题 ， 就 算 有 ， 大 多 也 是 简单 的 遍历 问题 ， 基 本 上 可 以 完全 照搬 多 又 树 的 遍历 。 


那么 ， 本 文 依然 秉持 我 们 号 的 风格 ， 只 讲 了 图 最 实用 的 ， 离 我 们 最 近 的 部 分 ， 让 你 心里 对 图 有 个 直观 的 认 
识 ， 文 末 我 给 出 了 其 他 经 典 图 论 算 法 ， 理 解 本 文 后 应 该 都 可 以 拿 下 的 。 


图 的 逻辑 结构 和 具体 实现 


一 幅 图 是 由 节点 和 边 构 成 的 ， 逻 辑 结 构 如 下 : 


WO 


什么 叫 【还 辑 结构 」 ? 就 是 说 为 了 方便 研究 ， 我 们 把 图 抽象 成 这 个 样子 。 


根据 这 个 逻辑 结构 ， 我 们 可 以 认为 每 个 节点 的 实现 如 下 : 
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/* 图 节点 的 逻辑 结构 */ 
class Vertex { 

wine to] 

Vertex[] neighbors; 


看 到 这 个 实现 ， 你 有 没有 很 熟悉 ? 它 和 我 们 之 前 说 的 多 叉 树 节点 几乎 完全 一 样 : 


/* 基本 的 N 叉 树 节点 x*/ 
class TreeNode { 

int val; 

TreeNode[] children; 


所 以 说 ， 图 真 的 没 蛤 高 深 的 ， 本 质 上 就 是 个 高 级 点 的 多 叉 树 而 已 ， 适 用 于 树 的 DFS/BFS 遍历 算法 ， 全 部 适用 
于 图 。 


不 过 呢 ， 上 面 的 这 种 实现 是 【逻辑 上 的 」 ， 实 际 上 我 们 很 少 用 这 个 Vertex 类 实现 图 ， 而 是 用 常 说 的 邻接 表 
和 邻接 矩阵 来 实现 。 


比如 还 是 刚才 那 幅 图 : 


用 邻接 表 和 邻接 矩阵 的 存储 方式 如 下 : 
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凶 接 表 


0 L431] 
了 [3,2,4] 
BR 
回 站 疡 
4| 0 


心 WwW NB 一 口 


公众 号 : labuladong 
邻接 表 很 直观 ， 我 把 每 个 节点 x 的 邻居 都 存 到 一 个 列表 里 ， 然 后 把 x 和 这 个 列表 关联 起 来 ， 这 样 就 可 以 通过 
一 个 节点 x 找到 它 的 所 有 相 邻 节点 。 


邻接 矩阵 则 是 一 个 二 维 布尔 数组 ， 我 们 权 且 称 为 matrix， 如 果 节 点 x 和 y 是 相连 的 ， 那 么 就 把 matrix[x1] 
y] 设 为 true (上 图 中 绿色 的 方 格 代 表 true) 。 如 果 想 找 节点 x 的 邻居 ， 去 扫 一 圈 matrix1x]1. .|] 就 行 
a 


如 果 用 代码 的 形式 来 表现 ， 令 接 表 和 邻接 矩阵 大 概 长 这 样 : 
// 邻接 表 
// graph[x] 存储 x 的 所 有 邻居 节点 
List<Integer>[] graph; 
// 邻接 矩 阵 


// matrix[x] [y] 记录 x 是 否 有 一 条 指向 y 的 边 
boolean[] [] matrix; 


那么 ， 为 什么 有 这 两 种 存储 图 的 方式 呢 ? 肯 定 是 因为 他 们 各 有 优 务 。 
对 于 邻接 表 ， 好 处 是 占用 的 空间 少 。 

你 看 邻接 矩阵 里 面 空 着 那么 多 位 置 ， 肯 定 需要 更 多 的 存储 空间 。 
但 是 ， 邻 接 表 无 法 快速 判断 两 个 节点 是 否 相 邻 。 


比如 说 我 想 判断 节点 1 是 否 和 节点 3 人 我 要 去 邻接 表 里 1 对 应 的 邻居 列表 里 查找 3 是 否 存 在 。 但 对 于 邻 
接 矩 阵 就 简单 了 ， 只 要 看 看 matrix[1][3] 就 知道 了 ， 效 率 高 。 


所 以 说 ， 使 用 哪 一 种 方式 实现 图 ， 要 看 具体 情况 。 
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PS: 在 常规 的 算法 题 中 ， 邻 接 表 的 使 用 会 更 频繁 一 些 ， 主 要 是 因为 操作 起 来 较为 简单 ， 但 这 不 意味 着 
邻接 矩阵 应 该 被 轻视 。 和 矩阵 是 一 个 强 有 力 的 数学 工具 ， 图 的 一 些 隐 星 性 质 可 以 借助 精妙 的 矩 阵 运算 展 
现 出 来 。 不 过 本 文 不 准备 引入 数学 内 容 ， 所 以 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 搜索 学 习 。 


最 后 ， 我 们 再 明确 一 个 图 论 中 特有 的 度 (degree) 的 概念 ， 在 无 向 图 中 ，「 度 」 就 是 每 个 节点 相连 的 边 的 条 
数 。 


由 于 有 向 图 的 边 有 方向 ， 所 以 有 向 图 中 每 个 节点 「 度 」 被 细 分 为 入 度 (indegree) 和 出 度 (outdegree) ， 比 
如 下 图 : 


其 中 节点 3 的 入 度 为 3 (有 三 条 边 指 向 它 ) ， 出 度 为 1 ( 它 有 1 条 边 指向 别 的 节点 ) 。 

好 了 ， 对 于 「 图 」 这 种 数据 结构 ， 能 看 懂 上 面 这 些 就 绰 绰 够 用 了 。 

那 你 可 能 会 问 ， 我 们 上 面 说 的 这 个 图 的 模型 仅仅 是 【有 向 无 权 图 ， 不 是 还 有 什么 加 权 图 ， 无 向 图 ， 等 等 …… 
其 实 ， 这 些 更 复杂 的 模型 都 是 基于 这 个 最 简单 的 图 衍生 出 来 的 。 

有 向 加 权 图 怎么 实现 ? 很 简单 呀 : 


如 果 是 邻接 表 ， 我 们 不 仅仅 存储 某 个 节点 x 的 所 有 邻居 节点 ， 还 存储 x 到 每 个 邻居 的 权重 ， 不 就 实现 加 权 有 
向 图 了 吗 ? 


如 果 是 邻接 矩阵，mat rix [x] [y] 不 再 是 布尔 值 ， 而 是 一 个 int 值 ，0 表示 没有 连接 ， 其 他 值 表 示 权 重 ， 不 
就 变 成 加 权 有 向 图 了 吗 ? 


如 果 用 代码 的 形式 来 表现 ， 大 概 长 这 样 : 


// matrix[x]j[y] 记录 x 指向 y 的 边 的 权重 ，6 表示 不 相 邻 
int[][] matrix; 
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无 向 图 怎么 实现 ? 也 很 简单 ， 所 谓 的 「 无 向 ， 是 不 是 等 同 于 「 双 向 ]? 


如 果 连 接 无 向 图 中 的 节点 x 和 y, 把 matrix[lxlj [yl] 和 matrixly]1[x] 都 变 成 true 不 就 行 了 ; 邻接 表 也 
是 类 似 的 操作 ， 在 x 的 邻居 列表 里 添加 y， 同 时 在 y 的 邻居 列表 里 添加 x。 


把 上 面 的 技巧 合 起 来 ， 就 变 成 了 无 向 加 权 图 .…… 

好 了 ， 关 于 图 的 基本 介绍 就 到 这 里 ， 现 在 不 管 来 什么 乱七八糟 的 图 ， 你 心里 应 该 都 有 底 了 。 
下 面 来 看 看 所 有 数据 结构 都 逃 不 过 的 问题 : 遍历 。 

图 的 遍历 


学 习 数 据 结构 和 算法 的 框架 思维 说 过 ， 各 种 数据 结构 被 发 明 出 来 无 非 就 是 为 了 遍历 和 访问 ， 所 以 「 马 历 」 是 
所 有 数据 结构 的 基础 。 


图 怎么 遍历 ? 还 是 那 句 话 ， 参 考 多 叉 树 ， 多 叉 树 的 遍历 框架 如 下 : 
/* 多 叉 树 遍历 框架 */ 


void traverse(TreeNode root) { 
1f "(root ==°"null) return: 


for (TreeNode child : root.children) { 
traverse(child); 
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图 和 多 叉 树 最 大 的 区 别 是 ， 图 是 可 能 包含 环 的 ， 你 从 图 的 某 一 个 节点 开始 遍历 ， 有 可 能 走 了 一 圈 又 回 到 这 个 
节点 


Wo 


所 以 ， 如 果 图 包含 环 ， 遍 历 框 架 就 要 一 个 visited 数组 进行 辅助 : 


// 记录 被 遍历 过 的 节点 
boolean[] visited; 

// 记录 从 起 点 到 当前 节点 的 路 径 
boolean[] onPath; 


/* 图 遍历 框架 */ 

void traverse(Graph graph, int s) { 
If stedlelb ets 
// 经 过 节点 s， 标 记 为 已 遍历 
visited[s] = true; 
// 做 选择 : 标记 节点 s 在 路 径 
onPath[s] = true; 
for (int neighbor : graph.neighbors(s)) { 

traverse(graph, neighbor); 

jf 
// 撤销 选择 : 节点 s 离开 路 径 
onPath[ls] = false; 


注意 visited 数组 和 onPath 数组 的 区 别 ， 因 为 二 叉 树 算是 特殊 的 图 ， 所 以 用 遍历 二 叉 树 的 过 程 来 理解 下 
这 两 个 数组 的 区 别 |: 


公众 号 : labuladong 
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上 述 GIF 描述 了 递归 遍历 二 叉 树 的 过 程 ， 在 visited 中 被 标记 为 true 的 节点 用 灰色 表示 ， 在 onPath 中 被 
标记 为 true 的 节点 用 绿色 表示 ， 这 下 你 可 以 理解 它们 二 者 的 区 别 了 吧 。 


如 果 让 你 处 理 路 径 相关 的 问题 ， 这 个 onPath 变量 是 肯定 会 被 用 到 的 ， 比 如 拓扑 排序 中 就 有 运用 。 


另外 ， 你 应 该 注意 到 了 ， 这 个 onPath 数组 的 操作 很 像 回溯 算法 核心 套路 中 做 【做 选择 和 撤销 选择 」 ， 
区 别 在 于 位 置 : 回溯 算法 的 「 做 选择 1 和“『「 撤 销 选择 」 在 for 循环 里 面 ， 而 对 onPath 数组 的 操作 在 for 循环 
外 面 。 


在 for 循环 里 面 和 外 面 唯一 的 区 别 就 是 对 根 节点 的 处 理 。 
比如 下 面 两 种 多 又 树 的 遍历 : 


void traverse(TreeNode root) { 
(root = nu re 
System.out.println("enter: + root.val); 
for (TreeNode child : root,.children) { 
traverse(child); 


$e 
System.out.println("leave: " + root.val); 
} 
void traverse(TreeNode root) { 
wroot == nu re 
for (TreeNode child : root.children) { 
System.out.println("enter: " + child.val); 
traverse(child); 
System.out.println("leave: " + child.val); 
} 


前 者 会 正确 打印 所 有 节点 的 进入 和 离开 信息 ， 而 后 者 唯 独 会 少 打印 整 棵 树 根 节点 的 进入 和 离开 信息 。 


为 什么 回溯 算法 框架 会 用 后 者 ? 因为 回溯 算法 关注 的 不 是 节点 ， 而 是 树枝 ， 不 信 你 看 回溯 算法 核心 套路 里 面 
的 图 。 


显然 ， 对 于 这 里 【图 」 的 遍历 ， 我 们 应 该 把 onPath 的 操作 放 到 for 循环 外 面 ， 否 则 会 漏 掉 记 录 起 始点 的 遍 
历 。 


说 了 这 么 多 onPath 数组 ， 再 说 下 Visited 数组 ， 其 目的 很 明显 了 ， 由 于 图 可 能 含有 环 ，visited 数组 就 
是 防止 递归 重复 遍历 同一 个 节点 进入 死 循环 的 。 


当然 ， 如 果 题 目 告诉 你 图 中 不 含 环 ， 可 以 把 visited 数组 都 省 掉 ， 基 本 就 是 多 叉 树 的 遍历 。 
题目 实践 
下 面 我 们 来 看 力 扣 第 797 题 i 所 有 可 能 路 径 ] ， 峭 数 签名 如 下 : 

List<List<Integer>> allPathsSourceTarget(int[][] graph); 
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题目 输入 一 幅 有 向 无 环 图 ， 这 个 图 包含 n 个 节点 ， 标 号 为 0，1，2,...，n 一 1， 请 你 计算 所 有 从 节点 0 
到 节点 由 二 1 的 路 径 。 


输入 的 这 个 graph 其 实 就 是 「 邻 接 表 」 表示 的 一 幅 图 ，g raph1i] 存储 这 节点 i 的 所 有 邻居 节点 。 


比如 输入 graph = [11,2],13],13],1|]]， 就 代表 下 面 这 幅 图 : 


算法 应 该 返回 [10,1,3],10,2,3]]， 即 0 到 3 的 所 有 路 径 。 
解法 很 简单 ， 以 0 为 起 点 遍历 图 ， 同 时 记录 遍历 过 的 路 径 ， 当 遍历 到 终点 时 将 路 径 记 录 下 来 即 可 。 
既然 输入 的 图 是 无 环 的 ， 我 们 就 不 需要 vis ited 数组 辅助 了 ， 直 接 套用 图 的 遍历 框架 : 


// 记录 所 有 路 径 
List<List<Integer>> res = new LinkedList<>(); 


public List<List<Integer>> allPathsSourceTarget(int[][] graph) { 
// 维护 递归 过 程 中 经 过 的 路 径 
LinkedList<Integer> path = new LinkedList<>(); 
traverse(graph, 0, path); 
returm nes 


yr 


/* 图 的 遍历 框架 x*/ 
void traverse(int[][] graph, int s, LinkedList<Integer> path) { 


// 添加 节点 s 到 路 径 
path.addLast(s); 


int n = graph. length; 

M(B sse MW 1) a 
res.add(new LinkedList<>(path)); 
path. removeLast(); 
return; 


} 


// 递归 每 个 相 邻 节点 
fory (inev oraphlsI) 
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traverse(graph, v, path); 


jr 


// 从 路 径 移出 节点 s 
path. removeLast(); 


这 道 题 就 这 样 解决 了 ， 注 意 Java 的 语言 特性 ， 向 res 中 添加 path 时 需要 拷贝 一 个 新 的 列表 ， 否 则 最 终 
res 中 的 列表 都 是 空 的 。 


最 后 总 结 一 下 ， 图 的 存储 方式 主要 有 邻接 表 和 领 接 矩 阵 ， 无 论 什么 花 里 胡 哨 的 图 ， 都 可 以 用 这 两 种 方式 存 
储 。 
在 笔试 中 ， 最 常 考 的 算法 是 图 的 遍历 ， 和 多 叉 树 的 遍历 框架 是 非常 类 似 的 。 


当然 ， 图 还 会 有 很 多 其 他 的 有 趣 算法 ， 比 如 二 分 图 判定 ， 环 检测 和 拓扑 排序 (编译 器 循环 引用 检测 就 是 类 似 
的 算法 ) ， 最 小 生成 树 ，Dijkstra 最 短路 径 算法 等 等 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 去 看 看 ， 本 文 就 到 这 了 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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知 乎 ”@labuladong 公众 号 @labuladong B 站 " @labuladong 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
207. 课程 表 
210. 课程 表 1 


图 这 种 数据 结构 有 一 些 比较 特殊 的 算法 ， 比 如 二 分 图 判断 ， 有 环 图 无 环 图 的 判断 ， 拓 扑 排序 ， 以 及 最 经 典 的 
最 小 生成 树 ， 单 源 最 短路 径 问 题 ， 更 难 的 就 是 类 似 网 络 流 这 样 的 问题 。 


不 过 以 我 的 经 验 呢 ， 像 网 络 流 这 种 问题 ， 你 又 不 是 打 竞 赛 的， 没 时 间 的 话 就 没 必 要 学 了 ; 像 最 小 生成 树 和 
最 短路 径 问 题 ， 虽 然 从 刷 题 的 角度 用 到 的 不 多 ， 但 它们 属于 经 典 算法 ， 学 有 余力 可 以 掌握 一 下 ; 像 二 分 图 判 
定 、 拓 扑 排序 这 一 类 ， 属 于 比较 基本 且 有 用 的 算法 ， 应 该 比较 熟练 地 掌握 。 


那么 本 文 就 结合 具体 的 算法 题 ， 来 说 两 个 图 论 算法 : 有 向 图 的 环 检测 、 拓 扑 排序 算法 。 


这 两 个 算法 既 可 以 用 DFS 思路 解决 ， 也 可 以 用 BFS 思路 解决 ， 相 对 而 言 BFS 解法 从 代码 实现 上 看 更 简洁 一 
些 ， 但 DFS 解法 有 助 于 你 进一步 理解 递归 遍历 数据 结构 的 奥义 ， 所 以 本 文中 我 先 讲 DFS 遍历 的 思路 ， 再 讲 
BFS 遍历 的 思路 。 


环 检测 算法 (DFS 版 本 ) 
先 来 看 看 力 扣 第 207 题 "课程 表 」 : 
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207. 课程 表 labuladong 题解 ”思路 
难度 中 等 吃 896 六 [DD EN fal 国 


你 这 个 学 期 必须 选修 numCourses 门 课程 ， 记 为 0 到 numCourses -1 


o 


在 选修 某 些 课程 之 前 需要 一 些 先 修 课 程 。 先 修 课 程 按 数组 prerequisites 给 出 ， 其 
中 prerequisites[i] = [ai， bi] ， 表 示 如 果 要 学 习 课 程 ai 则 必须 先 学 习 课 程 
Ba & 

。 例如 ， 先 修 课程 对 [0，1] 表示 : 想 要 学 习 课 程 0 ， 你 需要 先 完 成 课程 1 。 


请 你 判断 是 否 可 能 完成 所 有 课程 的 学 习 ? 如 果 可 以 ， 返 回 true ; 否则 ， 返 回 false 。 


示例 1: 


输入 : numCourses = 2, prerequisites = [[1,0]] 
输出 : true 
解释 : 总 共有 2 门 课 程 。 学 习 课程 1 之 前 ， 你 需要 完成 课程 0 。 这 是 可 能 的 。 


示例 2 : 


输入 : numCourses = 2, prerequisites = [[1,0], [0,1]] 

输出 : false 

解释 : 总 共有 2 门 课 程 。 学 习 课 程 1 之 前 ， 你 需要 先 完 成 课程 0 ;并 且 学 习 课程 0 
之 前 ， 你 还 应 先 完 成 课程 1 。 这 是 不 可 能 的 。 


了 数 签名 如 下 : 


boolean canFinish(int numCourses，int[][] prerequisites ) ; 


题目 应 该 不 难 理解 ， 什 么 时 候 无 法 修 完 所 有 课程 ? 当 存 在 循环 依赖 的 时 候 。 


其 实 这 种 场景 在 现实 生活 中 也 十 分 常见 ， 比 如 我 们 写 代码 import 包 也 是 一 个 例子 ， 必 须 合理 设计 代码 目录 结 
构 ， 否 则 会 出 现 循环 依赖 ， 编 译 器 会 报错 ， 所 以 编译 器 实际 上 也 使 用 了 类 似 算法 来 判断 你 的 代码 是 否 能 够 成 
功 编译 。 


看 到 依赖 问题 ， 首 先 想到 的 就 是 把 问题 转化 成 【有 向 图 」 这 种 数据 结构 ， 只 要 图 中 存在 环 ， 那 就 说 明 存 在 循 
环 依赖 。 


具体 来 说 ， 我 们 首先 可 以 把 课程 看 成 【有 向 图 | 中 的 节点 ， 节 点 编号 分 别 是 0，1，...，numCourses- 
1， 把 课程 之 间 的 依赖 关系 看 做 节点 之 间 的 有 向 边 。 
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比如 说 必须 修 完 课程 1 才能 去 修 课 程 3， 那 么 就 有 一 条 有 向 边 从 节点 1 指向 3。 


所 以 我 们 可 以 根据 题目 输入 的 preregquisites 数组 生成 一 幅 类 似 这 样 的 图 : 


公众 号 : labuladong 


如 果 发 现 这 幅 有 向 图 中 存在 环 ， 那 就 说 明 课 程 之 间 存 在 循环 依赖 ， 肯 定 没 办 法 全 部 上 完 ， 反之， 如 果 没 有 
环 ， 那 么 肯定 能 上 完全 部 课程 。 


好 ， 那 么 想 解决 这 个 问题 ， 首 先 我 们 要 把 题目 的 输入 转化 成 一 幅 有 向 图 ， 然 后 再 判断 图 中 是 否 存在 环 。 
如 何 转换 成 图 呢 ? 我 们 前 文 图 论 基础 写 过 图 的 两 种 存储 形式 ， 邻 接 和 矩阵 和 领 接 表 。 
以 我 刷 题 的 经 验 ， 常 见 的 存储 方式 是 使 用 邻接 表 ， 比 如 下 面 这 种 结构 : 


List<Integer>[] graph; 


graph[s] 是 一 个 列表 ， 存 储 着 节点 s 所 指向 的 节点 。 


所 以 我 们 首先 可 以 写 一 个 建 图 函数 : 


List<Integer>[] buildGraph(int numCourses, int[][] prerequisites) { 
// 图 中 共有 numCourses 个 节点 
List<Integer>[] graph = new LinkedList[numCourses]; 
for (int i = 0; i < numCourses; i++) { 
graph[i] = new LinkedList<>(); 
J 
for (int[] edge : prerequisites) { 
int from = edge[1], to = edge[0]; 
// 添加 一 条 从 from 指向 to 的 有 向 边 
// 边 的 方向 是 「 被 依赖 1 关系 ， 即 修 完 课程 from 才能 修 课程 to 
graph [from] .add(to); 


283 /692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


} 


return graph; 


图 建 出 来 了 ， 怎 么 判断 图 中 有 没有 环 呢 ? 
先 不 要 急 ， 我 们 先 来 思考 如 何 遍 历 这 幅 图 ， 只 要 会 遍历 ， 就 可 以 判断 图 中 是 否 存 在 环 了 。 


前 文 图 论 基础 写 了 DFS 算法 遍历 图 的 框架 ， 无 非 就 是 从 多 又 树 遍 历 框 架 扩展 出 来 的 ， 加 了 个 visited 数组 
轻 了 : 


// 防止 重复 遍历 同一 个 节点 
bootLean[] visited; 
// 从 节点 s 开始 DFS 遍历 ， 将 遍历 过 的 节点 标记 为 true 
void traverse(List<Integer>[] graph, int s) { 
if (visited[s]) { 
return; 
} 
/* 前 序 遍 历代 码 位 置 */ 
// 将 当前 节点 标记 为 已 遍历 
visited[s] = true; 
form (mt te omaphlsi 
traverse(graph, t); 


} 
/# 后 序 遍 历代 码 位 置 */ 


那么 我 们 就 可 以 直接 套用 这 个 遍历 代码 : 


// 防止 重复 遍历 同一 个 节点 
boolean[] visited; 


boolean canFinish(int numCourses, int[][] prerequisites) { 
List<Integer>[] graph = buildGraph(numCourses, prerequisites); 


visited = new boolean[numCourses]; 
for (int i = 0; i < numCourses; i++) { 
traverse(graph, i); 
jp 
} 


void traverse(List<Integer>[] graph, int s) { 
// 代码 见 上 文 
注意 图 中 并 不 是 所 有 节点 都 相连 ， 所 以 要 用 一 个 for 循环 将 所 有 节点 都 作为 起 点 调用 一 次 DFS 搜索 算法 。 
这 样 ， 就 能 遍历 这 幅 图 中 的 所 有 节点 了 ， 你 打印 一 下 visited 数组 ， 应 该 全 是 true。 
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前 文 学 习 数据 结构 和 算法 的 框架 思维 说 过 ， 图 的 遍历 和 遍历 多 叉 树 差不多 ， 所 以 到 这 里 你 应 该 都 能 很 容易 理 
解 。 


现在 可 以 思考 如 何 判断 这 幅 图 中 是 否 存在 环 。 


我 们 前 文 回溯 算法 核心 套路 详解 说 过 ， 你 可 以 把 递归 函数 看 成 一 个 在 递归 树 上 游 走 的 指针 ， 这 里 也 是 类 似 
的 : 


你 也 可 以 把 traverse 看 做 在 图 中 节点 上 游 走 的 指针 ， 只 需要 再 添加 一 个 布尔 数组 onPath 记录 当前 
traverse 经 过 的 路 径 : 


boolean[] onPath ; 
boolean[] visited; 


boolean hasCycle = false; 


void traverse(List<Integer>[] graph, int s) { 
if (onPath[s]) { 
// 发 现 环 ! ! ! 
hasCycle = true; 


} 

Lf (vsitedlslnl hasereLle nt 
return; 

} 


// 将 节点 s 标记 为 已 遍历 

visited[s] = true; 

// 开始 遍历 节点 s 

onpPath[s] = true; 

for (me tee oraphl[lsI) 
traverse(graph, t); 


} 
// 节点 5s 遍历 完成 
onPath[ls] = false; 


这 里 就 有 点 回溯 算法 的 味道 了 ， 在 进入 节点 s 的 时 候 将 0nPath1s] 标记 为 true， 离 开 时 标记 回 false， 如 果 
发 现 onPath1s] 已 经 被 标记 ， 说 明 出 现 了 环 。 


注意 visited 数组 和 onPath 数组 的 区 别 ， 因 为 二 叉 树 算是 特殊 的 图 ， 所 以 用 遍历 二 叉 树 的 过 程 来 理解 下 
这 两 个 数组 的 区 别 |: 
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公众 号 : labuladong 


上 述 GIF 描述 了 递归 遍历 二 叉 树 的 过 程 ， 在 visited 中 被 标记 为 true 的 节点 用 灰色 表示 ， 在 onPath 中 被 
标记 为 true 的 节点 用 绿色 表示 。 


PS: 类 比 贪 吃 蛇 游 戏 ，visited 记录 蛇 经 过 过 的 格子 ， 而 onPath 仅仅 记录 蛇 身 。onPath 用 于 判断 
是 否 成 环 ， 类 比 当 贪 吃 蛇 自 己 咬 到 自己 (成 环 ) 的 场景 。 


这 样 ， 就 可 以 在 遍历 图 的 过 程 中 顺便 判断 是 否 存 在 环 了 ， 完 整 代码 如 下 : 


// 记录 一 次 递归 堆栈 中 的 节点 
boolean[] onPath ; 

// 记录 遍历 过 的 节点 ， 防 止 走 回头 路 
bootLean[] visited; 

// 记录 图 中 是 否 有 环 

boolean hasCycle = false; 


boolean canFinish(int numCourses, int[][] prerequisites) { 
List<Integer>[] graph = buildGraph(numCourses, prerequisites); 


visited = new boolean[numCourses]; 
onPath = new boolean[numCourses]; 


for (int i = 0; i < numCourses; i++) { 
// 遍历 图 中 的 所 有 节点 
traverse(graph, i); 

} 

// 只 要 没有 循环 依赖 可 以 完成 所 有 课程 

return !hasCycle; 


yr 


void traverse(List<Integer>[] graph, int s) { 
if (onPath[s]) { 
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// 出 现 环 
hasCycle = true; 
} 


if (visited[s] || hasCycle) { 
// 如 果 已 经 找到 了 环 ， 也 不 用 再 遍历 了 
return; 

} 

// 前 序 代 码 位 置 

visited[s] = true; 

onpPath[s] = true; 

hom (nt tomaphlsl et 
traverse(graph, t); 

J 

// 后 序 代 码 位 置 

onPath[s] = false; 

} 


List<Integer>[] buildGraph(int numCourses, int[][] prerequisites) { 
// 代码 见 前 文 
jr 


这 道 题 就 解决 了 ， 核 心 就 是 判断 一 幅 有 向 图 中 是 否 存在 环 。 
不 过 如 果 出 题 人 继续 恶心 你 ， 让 你 不 仅 要 判断 是 否 存在 环 ， 还 要 返回 这 个 环 具体 有 哪些 节点 ， 怎 么 办 ? 
你 可 能 说 ，onPath 里 面 为 true 的 索引 ， 不 就 是 组 成 环 的 节点 编号 吗 ? 


不 是 的 ， 假 设 下 图 中 绿色 的 节点 是 递归 的 路 径 ， 它 们 在 onPath 中 的 值 都 是 true， 但 显然 成 环 的 节点 只 是 其 
中 的 一 部 分 : 


公众 号 : labuladong 


这 个 问题 留 给 大 家 思考 ， 我 会 在 公众 号 留言 区 置顶 正确 的 答案 。 
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那么 接 下 来 ， 我 们 来 再 讲 一 个 经 典 的 图 算法 : 拓扑 排序 。 
拓扑 排序 算法 (DFS 版 本 ) 


看 下 力 扣 第 210 题 "课程 表 lI] : 


210. 课程 表 || labuladong 题解 思路 
难度 中 等 应 447 从 加 了 [al 有 


现在 你 总 共有 n 门 课 需要 选 ， 记 为 0 到 n-l 。 


在 选修 某 些 课程 之 前 需要 一 些 先 修 课程 。 例 如 ， 想 要 学 习 课程 0 ， 你 需要 先 完 成 课程 1 ， 我 
们 用 一 个 匹配 来 表示 他 们 : [0,1] 


给 定 课程 总 量 以 及 它们 的 先决 条 件 ， 返 回 你 为 了 学 完 所 有 课程 所 安排 的 学 习 顺 序 。 


可 能 会 有 多 个 正确 的 顺序 ， 你 只 要 返回 一 种 就 可 以 了 。 如 果 不 可 能 完成 所 有 课程 ， 返 回 一 个 
空 数组 。 


示例 1: 


输入 : 2，[[1,0]] 

输出 : [0,1] 

解释 : 总 共有 2 门 课程 。 要 学 习 课 程 1， 你 需要 先 完成 课程 6。 因此， 正确 的 课程 顺 
序 为 [0,1] 。 


示例 2: 


输入 FA [ITO 20 [3.11 lS2]] 
输出 0253 05 [0;2751,3] 
解释 : 总 共有 4 门 课 程 。 要 学 习 课 程 3， 你 应 该 先 完成 课程 1 和 课程 2。 并 且 课 程 
1 和 课程 2 都 应 该 排 在 课程 6 之 后 。 
因此 ， 一 个 正确 的 课程 顺序 是 [0,1,2,3] 。 另 一 个 正确 的 排序 
是 [0,2,1,3] 。 


这 道 题 就 是 上 道 题 的 进 阶 版 ， 不 是 仅仅 让 你 判断 是 否 可 以 完成 所 有 课程 ， 而 是 进一步 让 你 返回 一 个 合理 的 上 
课 顺 序 ， 保 证 开始 修 每 个 课程 时 ， 前 置 的 课程 都 已 经 修 完 。 


图 数 签名 如 下 : 


int[] findorder(int numCourses, int[][] prerequisites ) ; 
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这 里 我 先 说 一 下 拓扑 排序 (Topological Sorting) 这 个 名 词 ， 网 上 搜 出 来 的 定义 很 数学 ， 这 里 干脆 用 百度 百科 
的 一 幅 图 来 让 你 直观 地 感受 下 : 


C0 C6 yy Ca 


Cl C4 G5 
(a) | 关 G38 


Go C1 WW OE “oy 
(b) 图 G9 的 拓 补 议 序 排列 


表示 误 程 之 间 依 束 关 系 的 有 问 图 


直观 地 说 就 是 ， 让 你 把 一 幅 图 【拉平 4 ， 而 且 这 个 【拉平 」 的 图 里 面 ， 所 有 箭头 方向 都 是 一 致 的 ， 比 如 上 图 
所 有 箭头 都 是 朝 右 的 。 


很 显然 ， 如 果 一 幅 有 向 图 中 存在 环 ， 是 无 法 进行 拓扑 排序 的 ， 因 为 肯定 做 不 到 所 有 箭头 方向 一 致 ， 反 过 来 ， 
如 果 一 幅 图 是 【有 向 无 环 图 | ， 那 么 一 定 可 以 进行 拓扑 排序 。 
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但 是 我 们 这 道 题 和 拓扑 排序 有 什么 关系 呢 ? 


其 实 也 不 难看 出 来 ， 如 果 把 课程 抽象 成 节点 ， 课 程 之 间 的 依赖 关系 抽象 成 有 向 边 ， 那 么 这 幅 图 的 拓扑 排序 结 
果 就 是 上 课 顺 序 。 


首 务 ， 我 们 先 判断 一 下 题目 输入 的 课程 依赖 是 否 成 环 ， 成 环 的 话 是 无 法 进行 拓扑 排序 的 ， 所 以 我 们 可 以 复 用 
上 一 道 题 的 主 函 数 : 


public int[] findOrder(int numCourses, int[][] prerequisites) { 
if (!canFinish(numCourses, prerequisites)) { 
// 不 可 能 完成 所 有 课程 
return new int[]{}; 


那么 关键 问题 来 了 ， 如 何 进 行 拓扑 排序 ? 是 不 是 又 要 秀 什么 高 大 上 的 技巧 了 ? 
其 实 特别 简单 ， 将 后 序 遍历 的 结果 进行 反 转 ， 就 是 拓扑 排序 的 结果 。 
‖ Ps: 有 的 读者 提 到 ， 他 在 网 上 看 到 的 拓扑 排序 算法 不 用 对 后 序 遍历 结果 进行 反 转 ， 这 是 为 什么 呢 ? 


你 确实 可 以 看 到 这 样 的 解法 ， 原 因 是 他 建 图 的 时 候 对 边 的 定义 和 我 不 同 。 我 建 的 图 中 箭头 方向 是 「 被 依赖 ] 
关系 ， 比 如 节点 1 指向 2， 含 义 是 节点 1 被 节点 2 依赖 ， 即 做 完 1 才能 去 做 2， 


如 果 你 反 过 来 ， 把 有 向 边 定义 为 【依赖 4 关系 ， 那 么 整 幅 图 中 边 全 部 反 转 ， 就 可 以 不 对 后 序 遍 历 结 果 反 转 。 
具体 来 说 ， 就 是 把 我 的 解法 代码 中 graph[from].addlto); 改 成 graph[tol.addl(from); 就 可 以 不 反 
转 了 。 


不 过 呢 ， 现 实 中 一 般 都 是 从 初级 任务 指向 进 阶 任务 ， 所 以 像 我 这 样 把 边 定义 为 【被 依赖 4 关系 可 能 比较 符合 
我 们 的 认 知 习惯 。 


直接 看 解法 代码 吧 ， 在 上 一 题 环 检测 的 代码 基础 上 添加 了 记录 后 序 遍 历 结 果 的 逻辑 : 


// 记录 后 序 遍 历 结果 

List<Integer> postorder = new ArrayList<>(); 
// 记录 是 否 存 在 环 

boolean hasCycle = false; 

boolean[] visited, onPath; 


// 主 图 数 
public int[] findOrder(int numCourses, int[][] prerequisites) { 
List<Integer>[] graph = buildGraph(numCourses, prerequisites); 
visited = new boolean[numCourses]; 
onPath = new boolean[numCourses]; 
// 遍历 图 
for (int i = 0; i < numCourses; i++) { 
traverse(graph, i); 
$e 
// 有 环 图 无 法 进行 拓扑 排序 
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if (hasCycle) { 
return new int[]{}; 

jf 

// 逆 后 序 遍 历 结 果 即 为 拓扑 排序 结 

Collections.reverse(postorder); 

int[] res = new int[numCourses]; 

for (int i = 0; i < numCourses; i++) { 
res[i] = postorder.get(i); 

jp 

Feumne nesy 


} 


// 图 遍历 孜 数 
void traverse(List<Integer>[] graph, int s) { 
if (onPath[s]) { 
// 发 现 环 
hasCycle = true; 


} 

if (visited[s] || hasCycle) { 
Peturmn 

} 


// 前 序 遍 历 位 置 
onPath[s] = true; 
visited[s] = true; 
tore(umt te orapnlsi 
traverse(graph, t); 

} 
// 后 序 遍历 位 置 
postorder.add(s); 
onPath[s] = false; 

} 


// 建 图 孙 数 

List<Integer>[] buildGraph(int numCourses, int[][] prerequisites) { 
// 代码 见 前 文 

J 


代码 虽然 看 起 来 多 ， 但 是 逻辑 应 该 是 很 清楚 的 ， 只 要 图 中 无 环 ， 那 么 我 们 就 调用 traverse 图 数 对 图 进行 
DFS 遍历 ， 记 录 后 序 遍 历 结果 ， 最 后 把 后 序 遍 历 结果 反 转 ， 作 为 最 终 的 答案 。 


那么 为 什么 后 序 遍 历 的 反 转 结果 就 是 拓扑 排序 呢 ? 
我 这 里 也 避免 数学 证 明 ， 用 一 个 直观 地 例子 来 解释 ， 我 们 就 说 二 叉 树 ， 这 是 我 们 说 过 很 多 次 的 二 叉 树 遍历 框 


架 : 


void traverse(TreeNode root) { 
// 前 序 遍 历代 码 位 置 
traverse(root. lLeft) 
// 中 序 遍 历代 码 位 置 
traverse(root.right) 
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1 / 乒 度 六 厅 优 碍 信守 
// 后 序 遍 历代 码 位 置 


二 叉 树 的 后 序 遍历 是 什么 时 候 ?” 遍历 完 左右 子 树 之 后 才 会 执行 后 序 遍历 位 置 的 代码 。 换 句 话 说 ， 当 左右 子 树 
的 节点 都 被 装 到 结果 列表 里 面 了 ， 根 节点 才 会 被 装 进去 。 


后 序 遍 历 的 这 一 特点 很 重要 ， 之 所 以 拓扑 排序 的 基础 是 后 序 遍历 ， 是 因为 一 个 任务 必须 等 到 它 依赖 的 所 有 任 
务 都 完成 之 后 才能 开始 开始 执行 。 


你 把 二 又 树 理解 成 一 幅 有 向 图 ， 边 的 方向 是 由 父 节点 指向 子 节点 ， 那 么 就 是 下 图 这 样 : 


rootleft root.right et 
SPE Re 


可口 加 口中 


公众 号 : labuladong 


按照 我 们 的 定义 ， 边 的 含义 是 【被 依赖 | 关系 ， 那 么 上 图 的 拓扑 排序 应 该 首先 是 节点 1， 然 后 是 2，3， 以 此 
类 推 。 


但 显然 标准 的 后 序 遍 历 结果 不 满足 拓扑 排序 ， 而 如 果 把 后 序 遍 历 结果 反 转 ， 就 是 拓扑 排序 结果 了 : 
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reversePostorder 


公众 号 : labuladong 


以 上 ， 我 直观 解释 了 一 下 为 什么 「 拓 扑 排 序 的 结果 就 是 反 转 之 后 的 后 序 遍 历 结 果 」， 当 然 ， 我 的 解释 并 没有 
严格 的 数学 证 明 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 查 一 下 。 


环 检测 算法 (BFS 版 本 ) 


刚才 讲 了 用 DFS 算法 利用 onPath 数组 判断 是 否 存在 环 ;) 也 讲 了 用 DFS 算法 利用 逆 后 序 遍 历 进行 拓扑 排 
序 。 


其 实 BFS 算法 借助 indegree 数组 记录 每 个 节点 的 【入 度 」 ， 也 可 以 实现 这 两 个 算法 。 不 熟悉 BFS 算法 的 
读者 可 阅读 前 文 BFS 算法 核心 框架 。 


所 谓 【出 度 ; 和 [入 度 」 是 【有 向 图 上 中 的 概念 ， 很 直观 : 如 果 一 个 节点 x 有 a 条 边 指 向 别 的 节点 ， 同 时 被 
b 条 边 所 指 ， 则 称 节点 x 的 出 度 为 3， 入 度 为 b。 


先 说 环 检测 算法 ， 直 接 看 BFS 的 解法 代码 : 


// 主 遂 数 
public boolean canFinish(int numCourses, int[][] prerequisites) { 
// 建 图 ， 有 向 边 代 表 「 被 依赖 ] 关系 
List<Integer>[] graph = buildGraph (numCourses, prerequisites); 
// 构建 入 度数 组 
int[] indgree = new int[numCourses]; 
for (int[] edge : prerequisites) { 
int from = edgel[1], to = edge[0]; 
// 节点 to 的 入 度 加 一 
indgreel[tol]++; 


h 


// 根据 入 度 初 始 化 队列 中 的 节点 
Queue<Integer> q = new LinkedList<>(); 
for (int i = 0; i < numCourses; i++) { 
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if (indgree[il == 0) { 
// 节点 i 没有 入 度 ， 即 没有 依赖 的 节点 
// 可 以 作为 拓扑 排序 的 起 点 ， 加 入 队列 
q.offer(i); 


} 


// 记录 遍历 的 节点 个 交 
int count = 0; 
// 开始 执行 BFS 循环 
while (!q.isEmpty()) { 
// 弹出 节点 cur， 并 将 它 指向 的 节点 的 入 度 减 一 
Ime oqo, 
count++; 
for (int next : graph[cur]) { 
indgree[lnext]—-; 
if (indgree[next] == 0) { 


// 如 果 入 度 变 为 0， 说 明 next 依赖 的 节点 都 已 被 遍历 


q.offer(next); 


} 


// 如 果 所 有 节点 都 被 遍历 过 ， 说 明 不 成 环 
return count == numCourses; 


// 建 图 轴 数 
List<Integer>[] buildGraph(int n, int[][] edges) { 
// 见 前 文 


我 先 总 结 下 这 段 BFS 算法 的 思路 : 


1、 构 建 邻接 表 ， 和 之 前 一 样 ， 边 的 方向 表示 「 被 依赖 关系 。 


2、 构 建 一 个 indegree 数组 记录 每 个 节点 的 入 度 ， 即 indedgree [il 记录 节点 i 的 入 度 。 


3、 对 BFS 队列 进行 初始 化 ， 将 入 度 为 0 的 节点 首先 装 入 队列 。 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


4、 开 始 执 行 BFS 循环 ， 不 断 弹 出 队列 中 的 节点 ， 减 少 相 邻 节点 的 入 度 ， 并 将 入 度 变 为 0 的 节点 加 入 队列 。 


5、 如 果 最 终 所 有 节点 都 被 遍历 过 (count 等 于 节点 数 ) ， 则 说 明 不 存在 环 ， 反 之 则 说 明 存 在 环 。 


我 画 个 图 你 就 容易 理解 了 ， 比 如 下 面 这 幅 图 ， 节 点 中 的 数字 代表 该 节点 的 入 度 : 
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C 未 入 队 (0) 
@ 队列 中 
@ 已 离队 


入 1) 


公众 号 : labuladong 


队列 进行 初始 化 后 ， 入 度 为 0 的 节点 首先 被 加 入 队列 : 


C) 未 入 队 
@ 队列 中 
@@ 已 离队 


公众 号 : labuladong 


开始 执行 BFS 循环 ， 从 队列 中 弹出 一 个 节点 ， 减 少 相 邻 节 点 的 入 度 ， 同 时 将 新 产生 的 入 度 为 0 的 节点 加 入 队 
列 : 
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A @) 


@ 队列 中 
@ 已 离队 


@ oo——© 
@ 


继续 从 队列 弹出 节点 ， 并 减少 相 邻 节点 的 入 度 ， 这 一 次 没有 新 产生 的 入 度 为 0 的 节点 : 


〇 未 入 队 © 


@ 队列 中 
@ 已 离队 


公众 号 : labuladong 


0 
(D 


继续 从 队列 弹出 节点 ， 并 减少 相 邻 节点 的 入 度 ， 同 时 将 新 产生 的 入 度 为 0 的 节点 加 入 队列 : 


公众 号 : labuladong 
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条 入 隐 @) 


@ 队列 中 
(0) 


@ 已 离队 


(©) 


公众 号 : labuladong 


继续 弹出 节点 ， 直 到 队列 为 空 : 


〇 未 入 队 -局 


@ 队列 中 
@ 已 离队 中 


9 


四 
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这 时 候 ， 所 有 节点 都 被 遍历 过 一 遍 ， 也 就 说 明 图 中 不 存在 环 。 
反 过 来 说 ， 如 果 按照 上 述 逻 辑 执行 BFS 算法 ， 存 在 节点 没有 被 遍历 ， 则 说 明成 环 。 
比如 下 面 这 种 情况 ， 队 列 中 最 初 只 有 一 个 入 度 为 0 的 节点 : 
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(《 )》 -未 入 队 
@ 队列 中 
@@ 已 高 队 


公众 号 : labuladong 


当 弹 出 这 个 节点 并 减 小 相 邻 节点 的 入 度 之 后 队列 为 空 ， 但 并 没有 产生 新 的 入 度 为 0 的 节点 加 入 队列 ， 所 以 


BFS 算法 终止 : 


OO 未 入 队 
@ 队列 中 
@ 已 高 人 


公众 号 : labuladong 


你 看 到 了 ， 如 果 存 在 节点 没有 被 遍历 ， 那 么 说 明 图 中 存在 环 ， 现 在 回头 去 看 BFS 的 代码 ， 你 应 该 就 很 容易 理 
解 其 中 的 逻辑 了 。 


拓扑 排序 算法 (BFS 版 本 ) 


如 果 你 能 看 懂 BFS 版 本 的 环 检测 算法 ， 那 么 就 很 容易 得 到 BFS 版 本 的 拓扑 排序 算法 ， 因 为 节点 的 遍历 顺序 
就 是 拓扑 排序 的 结果 。 
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比如 刚才 举 的 第 一 个 例子 ， 下 图 每 个 节点 中 的 值 即 入 队 的 顺序 : 


是 


2 (4) . 
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显然 ， 这 个 顺序 就 是 一 个 可 行 的 拓扑 排序 结果 。 


所 以 ， 我 们 稍微 修改 一 下 BFS 版 本 的 环 检测 算法 ， 记 录 节 点 的 遍历 顺序 即 可 得 到 拓扑 排序 的 结果 : 


// 主 遂 数 
public int[] findOrder(int numCourses, int[][] prerequisites) { 
// 建 图 ， 和 环 检 测算 法 相同 
List<Integer>[] graph = buildGraph(numCourses, prerequisites); 
// 计算 入 度 ， 和 环 检测 算法 相同 
int[] indgree = new int [numCourses]; 
for (int[] edge : prerequisites) { 
int from = edge[1]，to = edge[0]; 
indgreel[tol]++; 


} 


// 根据 入 度 初始 化 队列 中 的 节点 ， 和 环 检测 算法 相同 
Queue<Integer> q = new LinkedList<>(); 
for (int i = 0; i < numCourses; i++) { 
if (indgree[il == 0) { 
q.offer(i); 
} 
} 


// 记录 拓扑 排序 结 
int[] res = new int[numCourses]; 
// 记录 遍历 节点 的 顺序 (索引 ) 
nt CoOUuNte = 0» 
// 开始 执行 BFS 算法 
while (!q.isEmpty()) { 
Tnteur eo ou) 
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// 弹出 节点 的 顺序 即 为 拓扑 排序 结果 
res[count] = cur; 
count++; 
for (mtimext ee qraphleul 
indgree[lnext]—-; 
if (indgree[next] == 0) { 
q.offer(next); 


} 
} 
} 
if (count != numCourses) { 
// 存在 环 ， 拓 扑 排序 不 存在 
return new int[]{}; 
} 


return res; 


} 
// 建 图 函数 
List<Integer>[] buildGraph(int n，int[][] edges) { 


// 见 前 文 
} 


按 道理 ， 图 的 遍历 都 需要 visited 数组 防止 走 回头 路 ， 这 里 的 BFS 算法 其 实 是 通过 indegree 数组 实现 的 
visited 数组 的 作用 ， 只 有 入 度 为 0 的 节点 才能 入 队 ， 从 而 保证 不 会 出 现 死 循环 。 


好 了 ， 到 这 里 环 检测 算法 、 拓 扑 排序 算法 的 BFS 实现 也 讲 完了 ， 继 续 留 一 个 思考 题 : 
对 于 BFS 的 环 检测 算法 ， 如 果 问 你 形成 环 的 节点 具体 是 哪些 ， 你 应 该 如 何 实现 呢 ? 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


QQ labuladong 公 众 号 
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一 分 图 判定 
二 分 图 判定 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


公众 号 @labuladong B 站 | @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
785. 判断 二 分 图 (中 等 ) 

886. 可 能 的 二 分 法 (中 等 ) 

我 之 前 写 了 好 几 篇 图 论 相 关 的 文章 : 

图 遍历 算法 


并 查 集 算法 计算 连通 分 量 

环 检测 和 拓扑 排序 

Dijkstra 最 短路 径 算法 

今天 继续 来 讲 一 个 经 典 图 论 算法 : 二 分 图 判定 。 
-一 人 AN 人 与 人 

一 分 图 简介 


在 讲 二 分 图 的 判定 算法 之 前 ， 我 们 先 来 看 下 百度 百科 对 「 二 分 图 」 的 定义 : 


二 分 图 的 顶点 集 可 分 割 为 两 个 互 不 相交 的 子 集 ， 图 中 每 条 边 依附 的 两 个 顶点 都 分 属于 这 两 个 子 集 ， 且 
两 个 子 集 内 的 顶点 不 相 邻 。 
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给 你 一 幅 【图 上 ， 请 你 用 两 种 颜色 将 图 中 的 所 有 顶点 着 色 ， 且 使 得 任意 一 条 边 的 两 个 端点 的 颜色 都 不 相同 ， 
你 能 做 到 吗 ? 


这 就 是 图 的 「 双 色 问 题 ] ， 其 实 这 个 问题 就 等 同 于 二 分 图 的 判定 问题 ， 如 果 你 能 够 成 功 地 将 图 染色 ， 那 么 这 
幅 图 就 是 一 幅 二 分 图 ， 反 之 则 不 是 : 
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二 分 图 非 二 分 图 


公众 号 : labuladong 


在 具体 讲解 二 分 图 判定 算法 之 前 ， 我 们 先 来 说 说 计算 机 大 佬 们 闲 着 无 聊 解 决 双色 问题 的 目的 是 什么 。 


首 务 ， 二 分 图 作为 一 种 特殊 的 图 模型 ， 会 被 很 多 高 级 图 算法 (比如 最 大 流 算法 ) 用 到 ， 不 过 这 些 高 级 算法 我 
们 不 是 特别 有 必要 去 掌握 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 搜索 。 


从 简单 实用 的 角度 来 看 ， 二 分 图 结构 在 某 些 场景 可 以 更 高 效 地 存储 数据 。 
比如 前 文 介绍 《算法 4》 文章 中 的 例子 ， 如 何 存储 电影 演员 和 电影 之 间 的 关系 ? 


如 果 用 哈 希 表 存储 ， 需 要 两 个 哈 希 表 分 别 存 储 【每 个 演员 到 电影 列表 4 的 映射 和 【每 部 电影 到 演员 列表 J」 的 
映射 。 


但 如 果 用 「 图 」 结构 存储 ， 将 电影 和 参 演 的 演员 连接 ， 很 自然 地 就 成 为 了 一 幅 二 分 图 
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@ :电影 
:5 


公众 号 : labuladong 
每 个 电影 节点 的 相 邻 节点 就 是 参 演 该 电影 的 所 有 演员 ， 每 个 演员 的 相 邻 节点 就 是 该 演员 参 演 过 的 所 有 电影 ， 
非常 方便 直观 。 


类 比 这 个 例子 ， 其 实生 活 中 不 少 实体 的 关系 都 能 自然 地 形成 二 分 图 结构 ， 所 以 在 某 些 场景 下 图 结构 也 可 以 作 
为 存储 键 值 对 的 数据 结构 (符号 表 ) 。 


好 了 ， 接 下 来 进入 正题 ， 说 说 如 何 判定 一 幅 图 是 否 


二 分 图 判定 思路 


判定 二 分 图 的 算法 很 简单 ， 就 是 用 代码 解决 【双色 问题 上 」 。 


过 
网 


说 白 了 就 是 遍历 一 遍 图 ， 一 边 遍历 一 边 染色 ， 看 看 能 不 能 用 两 种 颜色 给 所 有 节点 染色 ， 且 相 邻 节点 的 颜色 都 
不 相同 。 


既然 说 到 遍历 图 ， 也 不 涉及 最 短路 径 之 类 的 ， 当 然 是 DFS 算法 和 BFS 皆 可 了 ，DFS 算法 相对 更 常用 些 ， 所 
以 我 们 先 来 看 看 如 何 用 DFS 算法 判定 双色 图 。 


首先 ， 基 于 学 习 数 据 结构 和 算法 的 框架 思维 写 出 图 的 遍历 框架 : 


* 二 叉 树 人 遍历 框架 */ 

void traverse(TreeNode root) { 
Tf (rooe ==not return 
traverse(root. left); 
traverse(root.right); 


) 


/# 多 叉 树 遍 历 框 架 */ 
void traverse(Node root) { 
frmoot = nw et 
for (Node child : root,.children) 
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traverse(child); 


} 


/* 图 遍历 框架 x*/ 
bootLean[] visited; 
void traverse(Graph graph, int v) { 
// 防止 走 回 头 路 进入 死 循环 
if (visited[v] ) return; 
// 前 序 遍 历 位 置 ， 标 记 节 点 V 已 访问 
visited[v] = true; 
for (TreeNode neighbor : graph.neighbors(v) ) 
traverse(graph, neighbor); 


因为 图 中 可 能 存在 环 ， 所 以 用 visited 数组 防止 走 回头 路 。 


这 里 可 以 看 到 我 习惯 把 return 语句 都 放 在 函数 开头 ， 因 为 一 般 return 语句 都 是 base case， 集 中 放 在 一 起 
可 以 让 算法 结构 更 清晰 。 


其 实 ， 如 果 你 愿意 ， 也 可 以 把 if 判断 放 到 其 它 地方 ， 比 如 图 遍历 框架 可 以 稍微 改 改 : 


/* 图 遍历 框架 */ 
boolean[] visited; 
void traverse(Graph graph, int v) { 
// 前 序 遍 历 位 置 ， 标 记 节 点 V 已 访问 
visited[v] = true; 
for (int neighbor : graph.neighbors(v)) { 
if (!visited[neighbor]) { 
// 只 遍历 没 标记 过 的 相 邻 节点 
traverse(graph, neighbor); 


这 种 写法 把 对 visited 的 判断 放 到 递归 调用 之 前 ， 和 之 前 的 写法 唯一 的 不 同 就 是 ， 你 需要 保证 调用 
traverse(Vv) 的 时 候 ，visited[v] == false。 


为 什么 要 特别 说 这 种 写法 呢 ? 因为 我 们 判断 二 分 图 的 算法 会 用 到 这 种 写法 。 


回顾 一 下 二 分 图 怎么 判断 ， 其 实 就 是 让 traverse 国 数 一 边 遍历 节点 ， 一 边 给 节点 染色 ， 尝 试 让 每 对 相 邻 节 
点 的 颜色 都 不 一 样 。 


所 以 ， 判 定 二 分 图 的 代码 逻辑 可 以 这 样 写 : 


/# 图 遍历 框架 */ 

void traverse(Graph graph, boolean[] visited, int v) { 
visited[v] = true; 
// 遍历 节点 v 的 所 有 相 邻 节点 neighbor 
for (int neighbor : graph.neighbors(v)) { 
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if (!visited[neighbor]) { 
// 相 邻 节点 neighbor 没有 被 访问 过 
// 那么 应 该 给 节点 neighbor 涂 上 和 节点 v 不 同 的 颜色 
traverse(graph, visited, neighbor); 
} else { 
// 相 邻 节点 neighbor 已 经 被 访问 过 
// 那么 应 该 比较 节点 neighbor 和 节点 v 的 颜色 
// 若 相 同 ， 则 此 图 不 是 二 分 图 


如 果 你 能 看 懂 上 面 这 段 代 码 ， 就 能 写 出 二 分 图 判定 的 具体 代码 了 ， 接 下 来 看 两 道具 体 的 算法 题 来 实 操 一 下 。 
题目 实践 

力 扣 第 785 题 [判断 二 分 图 」 就 是 原 题 ， 题 目 给 你 输入 一 个 邻接 表 表示 一 幅 无 向 图 ， 请 你 判断 这 幅 图 是 否 
是 二 分 图 。 

函数 签名 如 下 : 


boolean isBipartite(int[][] graph); 


比如 题目 给 的 例子 ， 输 入 的 邻接 表 graph = [[1,2,31,10,21,10,1,3],10,2]]， 也 就 是 这 样 一 幅 图 : 


显然 无 法 对 节点 着 色 使 得 每 两 个 相 邻 节点 的 颜色 都 不 相同 ， 所 以 算法 返回 false。 


但 如 果 输 入 graph = [[1,3],10,21,11,3],10,2]]， 也 就 是 这 样 一 幅 图 : 
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如 果 把 节点 {0，2 上 涂 一 个 颜色 ， 和 节点 {1，37 涂 另 一 个 颜色 ， 就 可 以 解决 「 双 色 问 题 ] ， 所 以 这 是 一 幅 二 
分 图 ， 算 法 返回 true。 


结合 之 前 的 代码 框架 ， 我 们 可 以 额外 使 用 一 个 coLor 数组 来 记录 每 个 节点 的 颜色 ， 从 而 写 出 解法 代码 : 


// 记录 图 是 否 符合 二 分 图 性 质 

private boolean ok = true; 

// 记录 图 中 节点 的 颜色 ，false 和 true 代表 两 种 不 同 颜色 
private boolean[] color; 

// 记录 图 中 节点 是 否 被 访问 过 

private boolean[] visited; 


// 主 函 数 ， 输 入 邻接 表 ， 判 断 是 否 是 二 分 图 
public boolean isBipartite(int[][] graph) { 
nt =aqraphelength; 
color = new boolean[n]; 
visited = new boolean[n]; 
// 因为 图 不 一 定 是 联通 的 ， 可 能 存在 多 个 子 图 
// 所 以 要 把 每 个 节点 都 作为 起 点 进行 一 次 遍历 
// 如 果 发 现任 何 一 个 子 图 不 是 二 分 图 ， 整 幅 图 都 不 算 二 分 图 
for (int v= 0; Vv < n; Vv++) { 
if (!visited[v]) { 
traverse(graph, v); 
} 
} 
return ok; 


} 


// DFS 遍历 框架 

private void traverse(int[][] graph, int v) { 
// 如 果 已 经 确定 不 是 二 分 图 了 ， 就 不 用 浪费 时 间 再 递归 遍历 了 
if (!ok) return; 


visited[v] = true; 
for (int w : graph[v]) { 
if (!visited[w]) { 
// 相 邻 节点 w 没有 被 访问 过 
// 那么 应 该 给 节点 w 涂 上 和 节点 v 不 同 的 颜色 
colorlwl = color Tvl; 
// 继续 遍历 w 
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traverse(graph, w); 
} else { 
// 相 邻 节点 w 已 经 被 访问 过 
// 根据 v 和 w 的 颜色 判断 是 否 是 二 分 图 
Tf eolor lw seolor ld 
// 若 相 同 ， 则 此 图 不 是 二 分 图 
ok = false; 


这 就 是 解决 「 双 色 问 题 」 的 代码 ， 如 果 能 成 功 对 整 幅 图 染色 ， 则 说 阴 这 是 一 幅 二 分 图 ， 否 则 就 不 是 二 分 图 。 


接 下 来 看 一 下 BFS 算法 的 逻辑 : 


// 记录 图 是 否 符合 二 分 图 性 质 

private boolean ok = true; 

// 记录 图 中 节点 的 颜色 ，false 和 true 代表 两 种 不 同 颜色 
private boolean[] color; 

// 记录 图 中 节点 是 否 被 访问 过 

private boolean[] visited; 


public boolean isBipartite(int[][] graph) { 
int n = graph. Length; 
color = new boolean[n]; 
visited = new boolean[n]; 


for (int v= 0; Vv < ni Vv++) { 
if (!visited[v]) { 
// 改 为 使 用 BFS 函数 
bfs(graph, v); 


上 


return ok; 


} 


// 从 start 节点 开始 进行 BFS 遍历 

private volorfs(imtill ra int start)nt 
Queue<Integer> q = new LinkedList<>(); 
visited[start] = true; 
q.offer(start); 


while (!q.isEmpty() && ok) { 
ne we eere (0) 
// 从 节点 v 向 所 有 相 邻 节点 扩散 
for (int w : graph[v]) { 
if (!visited[w]) { 
// 相 令 节点 w 没有 被 访问 过 
// 那么 应 该 给 节点 w 涂 上 和 节点 v 不 同 的 颜色 
color[w] = !color[v]; 
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// 标记 w 节点 ， 并 放 入 队列 
visited[w] = true; 
q.offer(w); 
} else { 
// 相 邻 节点 w 已 经 被 访问 过 
// 根据 v 和 w 的 颜色 判断 是 否 是 二 分 图 
gf (couorkl =—Seolor [vt 
// 若 相 同 ， 则 此 图 不 是 二 分 图 
ok = false; 


核心 逻辑 和 刚才 实现 的 traverse 函数 (DFS 算法 ) 完全 一 样 ， 也 是 根据 相 邻 节点 v 和 w 的 颜色 来 进行 判断 
的 。 关 于 BFS 算法 框架 的 探讨 ， 详 见 前 文 BFS 算法 框架 和 Dijkstra 算法 模板 ， 这 里 就 不 展开 了 。 


最 后 再 来 看 看 力 扣 第 886 题 【可 能 的 二 分 法 」 : 


886. 可 能 的 二 分 法 “ labuladong 题解 ”思路 
难度 中 等 上册 138 闪 上 器 次 位 四 


给 定 一 组 N 人 (编号 为 1，2，...，N) ， 我 们 想 把 每 个 人 分 进 任意 大 小 的 两 组 。 


每 个 人 都 可 能 讨 大 其 他 人 ， 那 么 他 们 不 应 该 属于 同一 组 。 


形式 上 ， 如 果 dislikes[i] = [a，b] ,表示 a 和 b 互相 讨 大 对方， 不 应 该 把 他 们 分 进 
同一 组 。 


当 可 以 将 所 有 人 分 进 两 组 时 ， 返 回 true ;否则 返回 false 。 


示例 1: 
输入 : N = 4, dislikes = [[1,2],[1,3],[2,4]] 


输出 : true 
解释 : group1 [1,4], group2 [2,3] 


示例 2 : 


输入 N= 一 S30 disWikes = 21 [Sle IDZESI 
输出 : false 
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函数 签名 如 下 : 


boolean possibleBipartition(int n, int[][] dislikes); 


其 实 这 题 考察 的 就 是 二 分 图 的 判定 : 
如 果 你 把 每 个 人 看 做 图 中 的 节点 ， 相 互 讨 大 的 关系 看 做 图 中 的 边 ， 那 么 dis Likes 数组 就 可 以 构成 一 幅 图 ; 
又 因为 题目 说 互相 讨 大 的 人 不 能 放 在 同一 组 里 ， 相 当 于 图 中 的 所 有 相 邻 节点 都 要 放 进 两 个 不 同 的 组 ; 


那 就 回 到 了 「 双 色 问 题 ] ， 如 果 能 够 用 两 种 颜色 着 色 所 有 节点 ， 且 相 邻 节点 颜色 都 不 同 ， 那 么 你 按照 颜色 把 
这 些 节 点 分 成 两 组 不 就 行 了 嘛 。 


所 以 解法 就 出 来 了 ， 我 们 把 dis Likes 构造 成 一 幅 图 ， 然 后 执行 二 分 图 的 判定 算法 即 可 : 


private boolean ok = true; 
private boolean[] color; 
private boolean[] visited; 


public boolean possibleBipartition(int n, int[][] dislikes) { 
// 图 节点 编号 从 1 开始 
color = new boolean[n + 1]; 
visited = new boolean[n + 1]; 
// 转化 成 邻接 表 表 示 图 结构 
List<Integer>[] graph = buildGraph(n, dislikes); 


Ror (mt nvr) dl 
if (!visited[v]) { 
traverse(graph, v); 


— 
=- 


} 
} 


return ok; 


J 


// 建 图 遂 数 
private List<Integer>[] buildGraph(int n, int[] [] dislikes) { 
// 图 节点 编号 为 1...n 
List<Integer>[] graph = new LinkedList[n + 1]; 
Te) 
graph[i] = new LinkedList<>(); 
J 
for (int[] edge : dislikes) { 
int v = edge[1]; 
int w = edge[0]; 
// [无 向 图 | 相当 于 【双向 图 


//Vv -> W 
graph[v] .add(w); 
//W->V 


graph [w] .add(v); 
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return graph; 


} 


// 和 之 前 的 traverse 函数 完全 相同 
private void traverse(List<Integer>[] graph, int v) { 
if (!ok) return; 
visited[v] = true; 
for (int w : graph[v]) { 
if (!visited[w]) { 
color[w] = !colorl[v]; 
traverse(graph, w); 
} else 1 
LTfkcouomiwlEEE=EcoUo YA 
ok = false; 
} 


此 ， 这 道 题 也 使 用 DFS 算法 解决 了 ， 如 果 你 想 用 BFS 算法 ， 和 之 前 写 的 解法 是 完全 一 样 的， 可 以 自己 尝试 


二 分 图 的 判定 算法 就 讲 到 这 里 ， 更 多 二 分 图 的 高 级 算法 ， 敬 请 期 待 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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过 储 4 、 
并 查 集 算法 详解 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 


号 @labuladong Bi 站 @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 
323. 无 向 图 中 的 连通 分 量 数目 (中 等 ) 

130. 被 围绕 的 区 域 (中 等 ) 

990. 等 式 方程 的 可 满足 性 (中 等 ) 


今天 讲 讲 Union-Find 算法 ， 也 就 是 常 说 的 并 查 集 算法 ， 主 要 是 解决 图 论 中 【动态 连通 性 上 问题 的 。 名 词 很 高 
端 ， 其 实 特别 好 理解 ， 等 会 解释 ， 另 外 这 个 算法 的 应 用 都 非常 有 趣 。 


Vere Union-Find， 应 该 算是 我 的 「 启 蒙 算 法 | 了 ， 因 为 《算法 4》 的 开头 就 介绍 了 这 款 算法 ， 可 是 把 我 
秀 翻 了 ， 感 觉 好 精妙 啊 ! 


后 来 刷 了 LeetCode， 并 查 集 相关 的 算法 题目 都 非常 有 意思 ， 而 且 《 算 法 4》 给 的 解法 竟然 还 可 以 进一步 优 
化 ， 只 要 加 一 个 微小 的 修改 就 可 以 把 时 间 复 杂 度 降 到 O(1)。 


废话 不 多 说 ， 直 接 上 干货 ， 先 解释 一 下 什么 叫 动态 连通 性 吧 ，。 
一 、 问 题 介绍 


简单 说 ， 动 态 连通 性 其 实 可 以 抽象 成 给 一 幅 图 连 线 。 比 如 下 面 这 幅 图 ， 总 共有 10 个 节点 ， 他 们 互 不 相连 ， 分 
别 用 0~9 标记 : 
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: labuladong 
现在 我 们 的 Union-Find 算法 主要 需要 实现 这 两 个 APl: 


class UF { 
/# 将 p 和 q 连接 */ 
public void union(int p, int 9q); 
/ 判断 p 和 q 是 否 连 通 */ 
public boolean connected(int p, int q); 
/ 返回 图 中 有 多 少 个 连通 分 量 x*/ 
public int count(); 


这 里 所 说 的 【连通 | 是 一 种 等 价 关 系 ， 也 就 是 说 具有 如 下 三 个 性 质 : 
1、 自 反 性 : 节点 p 和 p 是 连通 的 。 

2、 对 称 性 : 如 果 节 点 p 和 9 连通 ， 那 么 gq 和 p 也 连通 。 

3、 传 递 性 : 如 果 节点 p 和 qd 连通 ，a 和 r 连通 ， 那 么 p 和 r 也 连 


比如 说 之 前 那 幅 图 ，0~9 任意 两 个 不 同 的 点 都 不 连通 ， 调 用 connected 都 会 返回 false， 连 通 分 量 为 10 


个 


| 。 


如 果 现 在 调用 union(0，1)， 那 么 0 和 1 被 连通 ， 连 通 分 量 降 为 9 个 。 


再 调用 union(1，2)， 这 时 0,1,2 都 被 连通 ， 调 用 connected(0，2) 也 会 返回 true， 连 通 分 量变 为 8 


个 


| 。 
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公众 号 : labuladong 


Se eg 


判断 这 种 【等 价 关 系 」 非常 实用 ， 比 如 说 编译 器 判断 同一 个 变量 的 不 同 引 用 ， 比 如 社交 网 络 中 的 朋友 圈 计 算 


这 样 ， 你 应 该 大 概 明 白 什 么 是 动态 连通 性 了 ，Union-Find 算法 的 关键 就 在 于 union 和 connected 了 数 的 效 
率 。 那 么 用 什么 模型 来 表示 这 幅 图 的 连通 状态 呢 ? 用 什么 数据 结构 来 实现 代码 呢 ? 


、 基本 思路 


注意 我 刚才 把 「 模 型 1 和 具体 的 【数据 结构 」 分 开 说 ， 这 么 做 是 有 原因 的 。 因 为 我 们 使 用 森林 (若干 棵 树 ) 
来 表示 图 的 动态 连通 性 ， 用 数组 来 具体 实现 这 个 森林 。 


怎么 用 森林 来 表示 连通 性 呢 ? 我们 设 定 树 的 每 个 节点 有 一 个 指针 指向 其 父 节点 ， 如 果 是 根 节 点 的 话 ， 这 个 指 
针 指向 自己 。 比 如 说 刚才 那 幅 10 个 节点 的 图 ， 一 开始 的 时 候 没有 相互 连通 ， 就 是 这 样 : 
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class UF { 
// 记录 连通 分 量 
private int count; 
// 节点 X 的 节点 是 parent [x] 
private int[] parent; 


/# 构造 图 数 ，n 为 图 的 节点 总 数 站/ 
public UF(int n) { 
// 一 开始 互 不 连通 
tLs deount =n; 
// 父 节点 指针 初始 指向 自己 
parent = new int[n]; 
for (int i = 0; i < ni i++) 
parent[i] = i; 


} 


/* 其 他 孜 数 x*/ 


如 果 某 两 个 节点 被 连通 ， 则 让 其 中 的 (任意) 一 个 节点 的 根 节 点 接 到 另 一 个 
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CG 
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节点 的 根 节点 上 : 


在 线 网 站 


union(1, 5) 


局 mn YootQ 
1 oto 
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Q 
(2 


qa 
WO 


公 


pubacavoaduunnionmaneaiDEant eq 
int rootP = find(p); 
int rootQ = find(q) ; 
(roo == rooto) 
return; 
// 将 两 棵 树 合 并 为 一 棵 
parent [rootP] = rootQ; 
// parent[rootQ] = rootP 也 一 样 
count--; // 两 个 分 量 合 二 为 一 


J 


/六 返回 某 个 节点 x 的 根 节点 */ 
private int find(int x) { 
// 根 节点 的 parent[x] == x 
while (parent[x] != x) 
= parent [x]; 
redkurm 


} 


/# 返回 当前 的 连通 分 量 个 数 x*/ 
public int count() { 
return count; 


yr 


这 样 ， 如 果 节 点 p 和 d 连通 的 话 ， 它 们 一 定 拥有 相同 的 根 节 点 : 
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rootP != rootQ rogo 忆 已 三 三 上 OO 名 


C) () union(1,5) 全 

©) 

6) (8) lo 
ofoRok 
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public boolean connected(int p, int q) { 
lntoroote = find(p)s 
Ti nootor = fmdtol) 
return rootP == rootQ; 


至 此 ，Union-Find 算法 就 基本 完成 了 。 是 不 是 很 神奇 ? 竟然 可 以 这 样 使 用 数组 来 模拟 出 一 个 森林 ， 如 此 巧妙 
的 解决 这 个 比较 复杂 的 问题 ! 


那么 这 个 算法 的 复杂 度 是 多 少 呢 ? 我 们 发 现 ， 主 要 APl connected 和 union 中 的 复杂 度 都 是 find 函数 造 
成 的 ， 所 以 说 它们 的 复杂 度 和 find 一 样 。 


find 主要 功能 就 是 从 某 个 节点 向 上 遍历 到 树 根 ， 其 时 间 复杂 度 就 是 树 的 高 度 。 我 们 可 能 习惯 性 地 认为 树 的 高 
度 就 是 10oN， 但 这 并 不 一 定 。100N 的 高 度 只 存在 于 平衡 二 叉 树 ， 对 于 一 般 的 树 可 能 出 现 极端 不 平衡 的 情 
况 ， 使 得 「 树 几乎 退化 成 『 链 表 」， 树 的 高 度 最 坏 情况 下 可 能 变 成 N。 
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| 


所 以 说 上 面 这 种 解法 ，find, union, connected 的 时 间 复 杂 度 都 是 O(N)。 这 个 复杂 度 很 不 理想 的 ， 你 想 
图 论 解 决 的 都 是 诸如 社交 网 络 这 样 数据 规模 巨大 的 问题 ， 对 于 union 和 connected 的 调用 非常 频繁 ， 每 次 
调用 需要 线性 时 间 完 全 不 可 忍受 。 


问题 的 关键 在 于 ， 如 何 想 办 法 避免 树 的 不 平衡 呢 ? 只 需要 略 施 小 计 即 可 。 
三 、 平 衡 性 优化 


我 们 要 知道 哪 种 情况 下 可 能 出 现 不 平衡 现象 ， 关 键 在 于 union 过 程 : 


public void union(int p, int q) { 
Lnt ootp > find(p)s 
int rootQ = find(qg); 
if (rootP == rootQ) 
return; 
// 将 两 棵 树 合并 为 一 棵 
parent [rootP] = rootQ; 
// parent [rootQ] = rootP 也 可 以 
count——; 


我 们 一 开始 就 是 简单 粗暴 的 把 p 所 在 的 树 接 到 9 所 在 的 树 的 根 节点 下 面 ， 那 么 这 里 就 可 能 出 现 「 头 重 脚 轻 ] 
的 不 平衡 状况 ， 比 如 下 面 这 种 局 面 : 
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| (2) 
union(O, 2) 2 Good 
@ 四 (2) 


Bad 
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长 此 以 往 ， 树 可 能 生长 得 很 不 平衡 。 我 们 其 实 是 希望 ， 小 一 些 的 树 接 到 大 一 些 的 树 下 面 ， 这 样 就 能 避免 头 重 
脚 轻 ， 更 平衡 一 些 。 解 决 方法 是 额外 使 用 一 个 Size 数组 ， 记 录 每 棵 树 包含 的 节点 数 ， 我 们 不 妨 称 为 「 重 


量 ] : 


class UF { 
private int count; 
private int[] parent; 
// 新 增 一 个 数组 记录 树 的 “重量 ” 
private int[] size; 


pubnluenUe(nt nd 
this.count = n; 
parent = new int[n]; 
// 最 初 每 棵 树 只 有 一 个 节点 
// 重量 应 该 初始 化 1 
size = new int[n]; 
om (mt 0 


parent[i] = i; 
siz = /| 
} 
} 
/# 其 他 图 数 */ 
} 
比如 说 sijze131] = 5 表示 ， 以 节点 3 为 根 的 那 棵 树 ， 总 共有 5 个 节点 。 这 样 我 们 可 以 修改 一 下 union 方 


法 : 


public void union(int p, int q) { 
ne nootp = fmnd( py 
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nt rootQ = find(og)s 
(nootp .== root0) 
return; 


// 小 树 接 到 大 树 下 面 ， 较 平衡 
if (Size[rootP] > size[rootQ]) { 
parent[rootQ] = rootP; 
size[rootP] += size[rootQ]; 
} else { 
parent[rootP] = rootQ; 
size[rootQ] += size[rootP]; 
} 


COUnt==， 


= 


这 样 ， 通 过 比较 树 的 重量 ， 就 可 以 保证 树 的 生长 相对 平衡 ， 树 的 高 度 大致 在 Lo0gN 这 个 数量 级 ， 极 大 提升 执 
行 效率 。 


此 时 ，find,union,connected 的 时 间 复 杂 度 都 下 降 为 O(logN)， 即 便 数 据 规模 上 亿 ， 所 需 时 间 也 非常 


a 
少 : 


四 、 路 径 压 缩 
这 步 优化 特别 简单 ， 所 以 非常 巧妙 。 我 们 能 不 能 进一步 压缩 每 棵 树 的 高 度 ， 使 树 高 始终 保持 为 常数 ? 


Dd 
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这 样 find 就 能 以 0(1) 的 时 间 找 到 某 一 节点 的 根 节点 ， 相 应 的 ，connected 和 union 复杂 度 都 下 降 为 
O(1)。 


要 做 到 这 一 点 ， 非 常 简 单 ， 只 需要 在 find 中 加 一 行 代码 : 
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在 线 网 站 


private int find(int x) { 
while (parent[x] != x) { 
// 进行 路 径 压 缩 
parent [x] = parent[parent[x]]; 
x = parent[x]; 


y 


return x; 


这 个 操作 有 点 匪夷所思 ， 看 个 GIF 就 明白 它 的 作用 了 (为 清晰 起 见 ， 这 棵 树 比 较 极 端 : 


. 
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可 见 ， 调 用 find 函数 每 次 向 树 根 遍 历 的 同时 ， 顺 手 将 树 高 缩短 了 ， 最 终 所 有 树 高 都 不 会 超过 3 (union 的 
时 候 树 高 可 能 达到 3) ， 树 高 为 常数 ， 那 么 所 有 方法 的 复杂 度 也 就 都 是 O(1)。 
PS: 读者 可 能 会 问 ， 这 个 GIF 图 的 find 过 程 完成 之 后 ， 树 高 恰好 等 于 3 了 ， 但 是 如 果 更 高 的 树 ， 压 
缩 后 高 度 依然 会 大 于 3 呀 ? 不 能 这 么 想 。 这 个 GIF 的 情景 是 我 编 出 来 方便 大 家 理解 路 径 压 缩 的 ， 但 是 
实际 中 ， 每 次 find 都 会 进行 路 径 压 缩 ， 所 以 树 本 来 就 不 可 能 增长 到 这 么 高 ， 你 的 这 种 担心 应 该 是 多 


余 的 。 
当然 ， 如 果 路 径 压 缩 技巧 将 树 高 保持 为 常数 了 ， 那 么 size 数组 的 平衡 化 优化 就 不 是 特别 必要 了 。 


你 一 般 看 到 的 Union Find 算法 应 该 是 使 用 路 径 压 缩 的 实现 : 


class UF { 
// 连通 分 量 个 数 
private int count; 
// 存储 每 个 节点 的 父 节点 


private int[] parent; 
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//_n 为 图 中 节点 的 个 娄 
pubnne Veint nt 
this,.count = n; 
parent = new int[n]; 
omni On 
parent[i] = i; 
} 
} 


// 将 世 点 p 和 节点 q 连通 

public void union(int p, int q) { 
jnte rootp = fnal(p 
merootO = fmol 


f(rnoote mootO) 
returnmes 


parent[rootQ] = rootP; 
// 两 个 连通 分 量 合 并 成 一 个 连通 分 量 
COUnt==， 


} 


// 判断 节点 p 和 节点 q 是 否 连通 

public boolean connected(int p, int q) { 
jint erootp = fnal( py 
im root f(D 
return rootP == rootQ; 


} 


// 返回 节点 x 的 连通 分 量 根 节 点 
private int find(int x) { 
while (parent[x] != x 
// 进行 路 径 讨 缩 
parent[x] = parent[parent[x]]; 
x = parent[x]; 


jy 
PeEurn x 


} 


// 返回 图 中 的 连通 分 量 个 数 
public int count() { 
return count; 


} 


Union-Find 算法 的 复杂 度 可 以 这 样 分 析 : 构造 函数 初始 化 数据 结构 需要 O(N) 的 时 间 和 空间 复杂 度 ; 连通 两 
个 节点 union、 判 断 两 个 节点 的 连通 性 connected、 计 算 连 通 分 量 count 所 需 的 时 间 复 杂 度 均 为 O(1)。 


到 这 里 ， 相 信 你 已 经 掌握 了 Union-Find 算法 的 核心 逻辑 ， 总 结 一 下 我 们 优化 算法 的 过 程 : 


1、 用 parent 数组 记录 每 个 节点 的 父 节点 ， 相 当 于 指向 父 节点 的 指针 ， 所 以 parent 数组 内 实际 存储 着 一 个 
森林 (若干 棵 多 叉 树 ) 。 
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2、 用 size 数组 记录 着 每 棵 树 的 重量 ， 目 的 是 让 union 后 树 依然 拥有 平衡 性 ， 保 证 各 个 API 时 间 复 杂 度 为 
O(logN)， 而 不 会 退化 成 链表 影响 操作 效率 。 


3、 在 find 函数 中 进行 路 径 压缩 ， 保 证 任意 树 的 高 度 保持 在 常数 ， 使 得 各 个 API 时 间 复 杂 度 为 0(1)。 使 用 了 
路 径 压 缩 之 后 ， 可 以 不 使 用 51ze 数组 的 平衡 优化 。 


下 面 我 们 看 一 些 具体 的 并 查 集 题目 。 
题目 实践 
力 扣 第 323 题 【无 向 图 中 连通 分 量 的 数目 」 就 是 最 基本 的 连通 分 量 题目 : 


给 你 输入 一 个 包含 n 个 节点 的 图 ， 用 一 个 整数 n 和 一 个 数组 edges 表示 ， 其 中 edges1i|] = [ali，bil 表 
示 图 中 节点 ai 和 bi 之 间 有 一 条 边 。 请 你 计算 这 幅 图 的 连通 分 量 个 数 。 


图 数 签名 如 下 : 
int countComponents(int n，int[][] edges) 
这 道 题 我 们 可 以 直接 套用 UF 类 来 解决 : 


public int countComponents(int n, int[] [] edges) { 
UF uf = new UF(n); 
// 将 每 个 节点 进行 连通 
for (int[] e : edges) { 
uf.union(e[0], el[1]); 


} 
// 返回 连通 分 量 的 个 数 
return uf.count () ; 
} 
class UF { 
ES 


另外 ， 一 些 使 用 DFS 深度 优先 算法 解决 的 问题 ， 也 可 以 用 Union-Find 算法 解决 。 
比如 力 扣 第 130 题 [被 围绕 的 区 域 」 : 
给 你 一 个 MxN 的 二 维和 矩阵 ， 其 中 包含 字符 X 和 0， 让 你 找到 和 矩阵 中 四 面 被 X 围 住 的 0， 并 且 把 它们 替换 成 
X。 

void sotLve(char[] [] board); 
注意 哦 ， 必 须 是 四 面 被 围 的 0 才能 被 换 成 X， 也 就 是 说 边 角 上 的 0 一 定 不 会 被 围 ， 进 一 步 ， 与 边 角 上 的 0 相 
连 的 0 也 不 会 被 X 围 四 面 ， 也 不 会 被 蔡 换 。 
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PS: 这 让 我 想起 小 时 候 玩 的 棋 类 游戏 「 黑 白 棋 1 ， 只 要 你 用 两 个 棋子 把 对 方 的 棋子 夹 在 中 间 ， 对 方 的 
子 就 被 替换 成 你 的 子 。 可 见 ， 占 据 四 角 的 棋子 是 无 敌 的 ， 与 其 相连 的 边 棋 子 也 是 无 敌 的 (无 法 被 来 
掉 ) 。 


其 实 这 个 问题 应 该 归 为 岛屿 系列 问题 使 用 DFS 算法 解决 : 


先 用 for 循环 遍历 棋盘 的 四 边 ， 用 DFS 算法 把 那些 与 边界 相连 的 0 换 成 一 个 特殊 字符 ， 比 如 #; 然后 再 遍历 
整个 棋盘 ， 把 剩 下 的 0 换 成 X， 把 # 恢复 成 0。 这 样 就 能 完成 题目 的 要 求 ， 时 间 复 杂 度 O(MN)。 


但 这 个 问题 也 可 以 用 Union-Find 算法 解决 ， 虽 然 实现 复杂 一 些 ， 甚 至 效率 也 略 低 ， 但 这 是 使 用 Union-Find 
算法 的 通用 思想 ， 值 得 一 学 。 


你 可 以 把 那些 不 需要 被 替换 的 0 看 成 一 个 拥有 独门 绝技 的 门派 ， 它 们 有 一 个 共同 【祖师 区 上 叫 dummy， 这 些 
0 和 dummy 互相 连通 ， 而 那些 需要 被 替换 的 0 与 dummy 不 连通 。 
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这 就 是 Union-Find 的 核心 思路 ， 阴 白 这 个 图 ， 就 很 容易 看 懂 代 码 了 。 


首先 要 解决 的 是 ， 根 据 我 们 的 实现 ，Union-Find 底层 用 的 是 一 维 数 组 ， 构 造 函 数 需要 传 入 这 个 数组 的 大 小 ， 
而 题目 给 的 是 一 个 二 维 棋盘 。 


这 个 很 简单 ， 二 维 坐标 (x,y) 可 以 转换 成 x * n + y 这 个 数 (m 是 棋盘 的 行 数 ，n 是 棋盘 的 列 数 ) ， 敲 黑 
板 ， 这 是 将 二 维 坐标 映射 到 一 维 的 常用 技巧 。 


其 次 ， 我 们 之 前 描述 的 「 祖 师爷 」 是 虚构 的 ， 需 要 给 他 老人 家 留 个 位 置 。 索 引 [0. ，m#n-1] 都 是 棋盘 内 坐 
标的 一 维 映射 ， 那 就 让 这 个 虚拟 的 dummy 节点 占据 索引 m * n 好 了 。 


看 解法 代码 : 


void solve(char[][] board) { 
if (board.length == 0) return; 


Luntom = boarda tengths 
int n = board[0]. length; 
// 给 dummy 留 一 个 额外 位 置 
UF uf = new UF(m * n + 1); 

int dummy =m* mn， 

// 将 首 列 和 末 列 的 0 与 dummy 连通 
for (int i = 0; i < m; i++) { 


if (board[i][0] == '0') 
uf.union(i x* n, dummy); 
won(boaradlalln W000) 


uf.union(i * n+n—- 1, dummy); 

} 
// 将 首 行 和 末 行 的 0 与 dummy 连通 
om (mt 0 ne 
if (board[0][j] == '0') 
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uf.union(j, dummy); 
l(boamnalme l=.00) 
uf.union(n x* (m — 1) + j, dummy); 
J 
// 方向 数组 d 是 上 下 左右 搜索 的 常用 手法 
mt a = newe mt [ol 0 1 0 
for (amen) 
fiom (Gnnt = <n 
if (board[i][j] == '0') 
// 将 此 0 与 上 下 左右 的 0 连通 
ior (unt kk Tork < A) 
int x=i+dI[Ik][0]; 
une = eo [i ee 
if (board[x][y] == '0') 
uf.union(x* n+y,ix* n+]j); 


} 
// 所 有 不 和 dummy 连通 的 0， 都 要 被 蔡 换 
fOr (GME mt 
form (mt = 1 < 
if (!uf.connected(dummy, i x*¥ n + j)) 
boarndla a 


} 

class UF { 
// 见 上 文 

} 


这 段 代 码 很 长 ， 其 实 就 是 刚才 的 思路 实现 ， 只 有 和 边界 0 相连 的 0 才 具 有 和 dummy 的 连通 性 ， 他 们 不 会 被 

替换 。 

其 实用 Union-Find 算法 解决 这 个 简单 的 问题 有 点 杀 鸡 用 牛刀 ， 它 可 以 解决 更 复杂 ， 更 具有 技巧 性 的 问题 ， 主 
思路 是 适时 增加 虚拟 节点 ， 想 办 法 让 元 素 「 分 门 别 类 」， 建 立 动态 连通 关系 。 

力 扣 第 990 题 "等 式 方程 的 可 满足 性 1 用 Union-Find 算法 就 显得 十 分 优美 了 ， 题 目 是 这 样 : 

给 你 一 个 数组 equations， 装 着 若干 字符 串 表 示 的 算式 。 每 个 算式 edquations [i] 长 度 都 是 4， 而 且 只 

这 两 种 情况 : a==b 或 者 a1=b， 其 中 a,b 可 以 是 任意 小 写字 母 。 你 写 一 个 算法 ， 如 果 equations 中 所 有 算 

式 都 不 会 互相 冲突 ， 返 回 true， 否 则 返回 false。 


~ 


回 false， 因 为 这 三 个 算式 不 可 能 同时 正确 。 


疯 


比如 说 ， 输 入 ["a==b","b!=c","c==a"]， 算 法 


~ 


回 true， 因 为 这 三 个 算式 并 不 会 造成 逻辑 冲突 。 


岗 


再 比如 ， 输 入 ["c==c", "b==d", "x!=z"]， 算 法 


我 们 前 文 说 过 ， 动 态 连通 性 其 实 就 是 一 种 等 价 关 系 ， 具 有 「 自 有 反 性 ] 【传递 性 和 『「 对 称 性 ] ， 其 实 == 关 
系 也 是 一 种 等 价 关 系 ， 具 有 这 些 性 质 。 所 以 这 个 问题 用 Union-Find 算法 就 很 自然。 


核心 思想 是 ， 将 equations 中 的 算式 根据 == 和 != 分 成 两 部 分 ， 先 处 理 == 算式 ， 使 得 他 们 通过 相等 关系 


AAA 


各 自 勾 结 成 门派 (连通 分 量 ) ; 然后 处 理 ! = 算式 ， 检 查 不 等 关系 是 否 破坏 了 相等 关系 的 连通 性 。 


boolean equationsPossible(String[] equations) { 
// 26 个 英文 字母 
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UF uf = new UF(26); 
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// 先 让 相等 的 字母 形成 连通 分 量 


for (String eq : equations) { 
ufm(eqnehnarAt( == = 
char x = eq.charAt(0); 

char y = eq.charAt(3); 


uf.union(x — 
外 
} 


// 检查 不 等 关系 是 否 打破 相等 关系 的 连通 


alu y- Lal )) 


区 


for (String eq : equations) { 
ueqenanAt() == 
char x = eq.charAt(0); 
char y = eq.charAt (3); 
// 如 果 相等 关系 成 立 ， 就 是 逻辑 冲突 
if (uf.connected(x - 'a', y—- 'a')) 
return false; 


y 
J 
neturn trues 
} 
class UF { 
/DUE 
Vb 


至 此 ， 这 道 判断 算式 合法 性 的 问题 就 解决 了 ， 借 助 Union-Find 算法 ， 是 不 是 很 简单 呢 ? 


最 后 ，Union-Find 算法 也 会 在 一 些 其 他 经 典 图 论 算法 中 用 到 ， 比 如 判断 【图 | 和 『 树 | ， 以 及 最 小 生成 树 的 
计算 ， 详 情 见 Kruskal 最 小 生成 树 算法 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 


抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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Ac 人、 
Kruskal 最 小 生成 树 算 法 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
261. 以 图 判 树 (中 等 ) 

1135. 最 低 成 本 联通 所 有 城市 (中 等 ) 

1584. 连接 所 有 点 的 最 小 费用 (中 等 ) 


图 论 中 知名 度 比较 高 的 算法 应 该 就 是 Dijkstra 最 短路 径 算法 ， 环 检测 和 拓扑 排序 ， 二 分 图 判定 算法 以 及 今天 
要 讲 的 最 小 生成 树 (Minimum Spanning Tree) 算法 了 。 


最 小 生成 树 算法 主要 有 Prim 算法 ( 普 里 姆 算法 ) 和 Kruskal 算法 ( 克 鲁 斯 卡尔 算法 ) 两 种 ， 这 两 种 算法 虽然 
都 运用 了 贪心 思想 ， 但 从 实现 上 来 说 差异 还 是 蛮 大 的 。 


本 文 先 来 讲 比较 简单 易 懂 的 Kruskal 算法 ， 然 后 在 下 一 篇 文章 Prim 算法 模板 中 聊 Prim 算法 。 


Kruskal 算法 其 实 很 容易 理解 和 记忆 ， 其 关键 是 要 熟悉 并 查 集 算法 ， 如 果 不 熟 悉 ， 建 议 先 看 下 前 文 Union- 
Find 并 查 集 算法 。 


接 下 来 ， 我 们 从 最 小 生成 树 的 定义 说 起 。 

什么 是 最 小 生成 树 

先 说 「 树 ] 和 [图 」 的 根本 区 别 : 树 不 会 包含 环 ， 图 可 以 包含 环 。 

如 果 一 幅 图 没有 环 ， 完 全 可 以 拉 伸 成 一 棵 树 的 模样 。 说 的 专业 一 点 ， 树 就 是 【无 环 连通 图 」 。 


那么 什么 是 图 的 【生成 树 」 呢 ， 其 实 按 字面 意思 也 好 理解 ， 就 是 在 图 中 找 一 棵 包含 图 中 的 所 有 节点 的 树 。 专 
业 点 说 ， 生 成 树 是 含有 图 中 所 有 顶点 的 「 无 环 连通 子 图 」。 


容易 想到 ， 一 幅 图 可 以 有 很 多 不 同 的 生成 树 ， 比 如 下 面 这 幅 图 ， 红 色 的 边 就 组 成 了 两 棵 不 同 的 生成 树 : 
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对 于 加 权 图 ， 每 条 边 都 有 权重 ， 所 以 每 棵 生成 树 都 有 一 个 权重 和 。 比 如 上 图 ， 右 侧 生 成 树 的 权重 和 显然 比 左 
侧 生成 树 的 权重 和 要 小 。 


那么 最 小 生成 树 很 好 理解 了 ， 所 有 可 能 的 生成 树 中 ， 权 重 和 最 小 的 那 棵 生成 树 就 叫 【最 小 生成 树 」 。 


PS: 一 般 来 说 ， 我 们 都 是 在 无 向 加 权 图 中 计算 最 小 生成 树 的 ， 所 以 使 用 最 小 生成 树 算法 的 现实 场景 
中 ， 图 的 边 权 重 一 般 代表 成 本 、 距 离 这 样 的 标量 。 


在 讲 Kruskal 算法 之 前 ， 需 要 回顾 一 下 Union-Find 并 查 集 算法 。 


Union-Find 并 查 集 算 法 


那么 说 到 连通 性 ， 相 信 老 读者 应 该 可 以 想到 Union-Find 并 查 集 算法 ， 用 来 高 效 处 理 图 中 联通 分 量 的 问题 。 


前 文 Union-Find 并 查 集 算法 详解 详细 介绍 了 Union-Find 算法 的 实现 原理 ， 主 要 运用 size 数组 和 路 径 压缩 
技巧 提高 连通 分 量 的 判断 效率 。 


如 果 不 了 解 Union-Find 算法 的 读者 可 以 去 看 前 文 ， 为 了 节约 篇 幅 ， 本 文 直接 给 出 Union-Find 算法 的 实现 : 


class UF { 
// 连通 分 量 个 数 
private int count; 
// 存储 一 棵 树 
private int[] parent; 
// 记录 树 的 【重量 | 
private int[] size; 
DuUDIECa VF(imnt nt 
hms count = ns 
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parent = new int[n]; 

size = new int[n]; 

hom (Gumnt 0 - < nNn; i++) { 
En 
size[il] = 


} 


// 将 节点 p 和 节点 q 连通 
publie vond union(int op nto) na 
int rootP = find(p); 
Tm ootoe = fname 
if(rootp ==0nooto,) 
Feturns 


// 小 树 接 到 大 树 下 面 ， 较 平衡 
if (size[rootP] > size[rootQ]) { 
parent [rootQ] = rootP; 
size[rootP] += size[rootQ]; 
} else { 
parent [rootP] = rootQ; 
size[rootQ] += size[rootP]; 
} 
// 两 个 连通 分 量 合 并 成 一 个 连通 分 量 
count——; 


jr 


// 判断 节点 p 和 节点 q 是 否 连通 

public boolean connected(int p, int q) { 
mtnoot pe = fmol( 
Tm ooton= fmo(o; 
return rootP == rootQ; 


上 


// 返回 节点 x 的 连通 分 量 根 节点 
private int find(int x) { 
while (parent[x] != x) { 
// 进行 路 径 讨 缩 
parent[x] = parent[parent[x]]; 
= parent[x]; 
} 
Pe x 


上 


// 返回 图 中 的 连通 分 量 个 类 
pubilie int count(d 
return count; 


} 


前 文 Union-Find 并 查 集 算法 详解 介绍 过 Union-Find 算法 的 一 些 算法 场景 ， 而 它 在 Kruskal 算法 中 的 主要 作 
用 是 保证 最 小 生成 树 的 合法 性 。 
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在 线 网 站 
因为 在 构造 最 小 生成 树 的 过 程 中 ， 你 首先 得 保证 生成 的 那 玩 意 是 棵 树 (不 包含 环 ) 对 吧 ， 那 么 Union-Find 算 


法 就 是 帮 你 干 这 个 事 儿 的 。 


怎么 做 到 的 呢 ? 先 来 看 看 力 扣 第 261 题 「 以 图 判 树 I ， 我 描述 下 题目 : 
给 你 输入 编号 从 0 到 n -1 的 nn 个 结 点 ， 和 一 个 无 向 边 列 表 edges (每 条 边 用 节点 二 元 组 表示 ) ， 请 你 判 


四 > 旦 


断 输 入 的 这 些 边 组 成 的 结构 是 否 是 一 棵 树 。 


孜 数 签名 如 下 : 


boolean validTree(int n, int[][] edges); 


比如 输入 如 下 : 


N= 5 


edges = [[0,1], [0,2], [0,3], [1,4]] 


这 些 边 构成 的 是 一 棵 树 ， 算 法 应 该 返回 true: 


但 如 果 输 入 : 


hi 医 三 本 5 
edgese lon en 2 2 Sl 


形成 的 就 不 是 树 结 构 了 ， 因 为 包含 环 : 
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对 于 这 道 题 ， 我 们 可 以 思考 一 下 ， 什 么 情况 下 加 入 一 条 边 会 使 得 树 变 成 图 (出 现 环 ) ? 


显然 ， 像 下 面 这 样 添加 边 会 出 现 环 : 


而 这 样 添加 边 则 不 会 出 现 环 : 
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总 结 一 下 规律 就 是 : 


een si 点 本 来 就 在 同一 连通 分 量 里 ， 那 么 添加 这 条 边 会 产生 环 ， 反之， 如 果 
边 的 两 个 节点 不 在 同一 连通 分 量 里 ， 则 添加 这 条 边 不 会 产生 环 。 


而 判断 两 个 节点 是 否 连通 (是 否 在 同一 个 连通 分 量 中 ) 就 是 Union-Find 算法 的 拿手 绝活 ， 所 以 这 道 题 的 解法 
代码 如 下 : 


// 判断 输入 的 若干 条 边 是 否 能 构造 出 一 棵 树 结构 
boolean validTree(int n, int[][] edges) { 
// 初始 化 0...n-1 共 n 个 节点 
UF uf = new UF(n); 
// 遍历 所 有 边 ， 将 组 成 边 的 两 个 节点 进行 连接 
for (int[] edge : edges) Pe 
int u = edge[0]; 
int v = edge[1]; 
// 若 两 个 节点 已 经 在 同一 连通 分 量 中 ， 会 产生 环 
if (uf.connected(u, v)) { 
return false; 


J 


333 / 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


ufeunionm(u Vv) 


jf 

netkummeui eount( .== 
} 
class UF 

// 见 上 文 代 码 实 现 
} 


如 果 你 能 够 看 懂 这 道 题 的 解法 思路 ， 那 么 掌握 Kruskal 算法 就 很 简单 了 。 
Kruskal 算法 


所 谓 最 小 生成 树 ， 就 是 图 中 若干 边 的 集合 (我 们 后 文 称 这 个 集合 为 mst， 最 小 生成 树 的 英文 缩写 ) ， 你 要 保 
证 这 些 边 : 


1、 包 含 图 中 的 所 有 节点 。 
2、 形 成 的 结构 是 树 结构 ( 即 不 存在 环 ) 。 
3、 权 重 和 最 小 。 


有 之 前 题目 的 铺垫 ， 前 两 条 其 实 可 以 很 容易 地 利用 Union-Find 算法 做 到 ， 关 键 在 于 第 3 点 ， 如 何 保证 得 到 的 
这 棵 生成 树 是 权重 和 最 小 的 。 
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我 写 了 个 模板 ， 把 Dijkstra 算法 变 成 了 默写 题 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

743. 网 络 延 迟 时 间 (中 等 ) 

1514. 概率 最 大 的 路 径 (中 等 ) 

1631. 最 小 体力 消耗 路 径 (中 等 ) 

其 实 ， 很 多 算法 的 底层 原理 异常 简单 ， 无 非 就 是 一 步 一 步 延伸 ， 变 得 看 起 来 好 像 特别 复杂 ， 特 别 牛 逼 。 


但 如 果 你 看 过 历史 文章 ， 应 该 可 以 对 算法 形成 自己 的 理解 ， 就 会 发 现 很 多 算法 都 是 换 汤 不 换 药 ， 毫 无 新 意 ， 
非常 枯燥 。 


比如 ， 我 们 说 二 叉 树 非常 重要 ， 你 把 这 个 结构 掌握 了 ， 就 会 发 现 动态 规划 ， 分 治 算法 ， 回 溯 (DFS) 算法 ， 
BFS 算法 框架 ，Union-Find 并 查 集 算 法 ， 二 叉 堆 实现 优先 级 队列 就 是 把 二 叉 树 翻来覆去 的 运用 。 


那么 本 文 又 要 告诉 你 ，Dijkstra 算法 (一 般 音译 成 迪 杰 斯 特 拉 算 法 ) 无 非 就 是 一 个 BFS 算法 的 加 强 版 ， 它 们 
都 是 从 二 叉 树 的 层 序 遍历 衍生 出 来 的 。 


这 也 是 为 什么 我 在 学 习 数 据 结 构 和 算法 的 框架 思维 中 这 么 强调 二 叉 树 的 原因 。 


下 面 我 们 由 浅 入 深 ， 从 二 又 树 的 层 序 遍历 聊 到 Dijkstra 算法 ， 给 出 Dijkstra 算法 的 代码 框架 ， 顺 手 秒杀 几 道 
运用 Dijkstra 算法 的 题目 。 


图 的 抽象 


前 文 图 论 第 一 期 : 遍历 基础 说 过 【图 这 种 数据 结构 的 基本 实现 ， 图 中 的 节点 一 般 就 抽象 成 一 个 数字 ( 索 
引 ) ， 图 的 具体 实现 一 般 是 【邻接 算 阵 」 或 者 「 邻 接 表 」。 
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比如 上 图 这 幅 图 用 邻接 表 和 邻接 矩阵 的 存储 方式 如 下 : 


凶 接 表 


[4, 3, 1] 
[3, 2, 4] 
[3] 

[4] 

[] 


WN-=O 


公众 号 : labuladong 


前 文 图 论 第 二 期 : 拓扑 排序 告诉 你 ， 我 们 用 邻接 表 的 场景 更 多 ， 结 合 上 图 ， 一 幅 图 可 以 用 如 下 Java 代码 表 


示 : 


// graph[s] 存储 节点 s 指向 的 节点 (出 度 ) 
List<Integer>[] graph; 


如 果 你 想 把 一 个 问题 抽象 成 【图 」 的 问题 ， 那 么 首先 要 实现 一 个 API adj : 
// 输入 节点 s 返回 s 的 相 邻 节点 


List<Integer> adj(int s); 


336 / 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


类 似 多 叉 树 节点 中 的 chi ldren 字段 记录 当前 节点 的 所 有 子 节点 ，adj (s) 就 是 计算 一 个 节点 s 的 相 邻 


比如 上 面 说 的 用 邻接 表 表 示 「 图 」 的 方式 ，adj 函数 就 可 以 这 样 表示 : 


List<Integer>[] graph; 


// 输入 节点 s， 返 回 s 的 相 邻 节点 
List<Integer> adj(int s) { 
return graphls]; 


) 


当然 ， 对 于 [加 权 图 ) ， 我 们 需要 知道 两 个 节点 之 间 的 边 权重 是 多 少 ， 所 以 还 可 以 抽象 出 一 个 weight 方 
法 : 


Th 


// 返回 节点 from 到 节点 to 之 间 的 边 的 权重 
int weight(int from, int to); 


这 个 weight 方法 可 以 根据 实际 情况 而 定 ， 因 为 不 同 的 算法 题 ， 题 目 给 的 「 权 重 」 含义 可 能 不 一 样 ， 我 们 存 
储 权重 的 方式 也 不 一 样 。 


有 了 上 述 基 础 知识 ， 就 可 以 搞定 Dijkstra 算法 了 ， 下 面 我 给 你 从 二 叉 树 的 层 序 遍 历 开 始 推演 出 Dijkstra 算法 
的 实现 。 


二 叉 树 层级 遍历 和 BFS 算法 
我 们 之 前 说 过 二 叉 树 的 层级 遍历 框架 : 


// 输入 一 棵 二 叉 树 的 根 节点 ， 层 序 遍 历 这 棵 二 叉 树 

void levelTraverse(TreeNode root) { 
froote ==S no retumn os 
Queue<TreeNode> q = new LinkedList<>(); 
q.offer(root); 


unktedepthe = 
// 从 上 到 下 遍历 二 叉 树 的 每 一 层 
while (!q.isEmpty()) { 
Jnt Sz oozel( 
// 从 左 到 右 遍 历 每 一 层 的 每 个 节点 
fom (amt Oz 
TreeNode cur = q.poll(); 
printf(" 节 点 %s 在 第 %s 层 "，cur，depth ) ; 


// 将 下 一 层 节 点 放 入 队列 
Tf(eursteft mu 
qeortien(eur tent 
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} 
eu oh nu 
q.offer(cur.right); 
J 
} 
depth++; 


我 们 先 来 思考 一 个 问题 ， 注 意 二 叉 树 的 层级 遍历 while 循环 里 面 还 套 了 个 for 循环 ， 为 什么 要 这 样 ? 


while 循环 和 for 循环 的 配合 正 是 这 个 遍历 框架 设计 的 巧妙 之 处 : 


while 
for 


公众 号 : labuladong 


while 循环 控制 一 层 一 层 往 下 走 ，for 循环 利用 sz 变量 控制 从 左 到 右 遍历 每 一 层 二 叉 树 节点 。 


到 3 


注意 我 们 代码 框架 中 的 depth 变量 ， 其 实 就 记录 了 当前 遍历 到 的 层 数 。 换 句 话 说 ， 每 当 我 们 遍历 到 一 个 节点 
cur， 都 知道 这 个 节点 属于 第 几 层 。 


算法 题 经 常会 问 二 叉 树 的 最 大 深度 呀 ， 最 小 深度 呀 ， 层 序 遍 历 结 果 呀 ， 等 等 问题 ， 所 以 记录 下 来 这 个 深度 
depth 是 有 必要 的 。 


基于 二 叉 树 的 遍历 框架 ， 我 们 又 可 以 扩展 出 多 叉 树 的 层 序 遍历 框架 


// 输入 一 棵 多 叉 树 的 根 节点 ， 层 序 遍 历 这 棵 多 叉 树 

void levelTraverse(TreeNode root) { 
winoot .== mul eturn 
Queue<TreeNode> q = new LinkedList<>(); 
q.offer(root); 


lnk denthe= 
// 从 上 到 下 遍历 多 叉 树 的 每 一 层 
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基于 多 又 树 的 遍历 框架 ， 我 们 又 可 以 扩展 出 BFS (广度 优先 搜索 ) 的 算法 框架 : 


while (!q.isEmpty()) { 
Mt S70 = 0 Sze( 
// 从 左 到 右 遍历 每 一 层 的 每 个 节点 
Formm(me = 0 < zo )nl 
TreeNode cur = q.poll(); 


printf(" 节 点 %s 在 第 %s 层 "，cur，depth) ; 


// 将 下 一 层 节 点 放 入 队列 


for (TreeNode child : cur.children) { 


qaofifier(ehid)s 
J 
} 
depth++; 


// 输入 起 点 ， 进 行 BFS 搜索 
int BFS(Node start) { 


Queue<Node> q; // 核心 数据 结构 
Set<Node> visited; // 避免 走 回头 路 


q.offer(start); // 将 起 点 加 入 队列 
visited.add(start); 


int step = 0; // 记录 搜索 的 步 数 
while (q not empty) { 
rE SZ 0 Sze() 
/# 将 当前 队列 中 的 所 有 节点 向 四 周 扩散 一 步 x*/ 
for (nt = 0 SS 是 
Node cur = q.poll(); 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


printf(" 从 %s 到 %s 的 最 短 距离 是 %s"，start, cur, step); 


/# 将 cur 的 相 邻 节点 加 入 队列 x*/ 
for (Node x : cur.adj()) { 
if (x not in visited) { 
q.offer(x); 
visited.add(x); 


jp 
上 
由 
SEE 
J 
Dy 
如 果 对 BFS 算法 不 熟悉 ， 可 以 看 前 文 BFS 算法 框架 ， 
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这 里 只 是 为 了 让 你 做 个 对 比 ， 所 谓 BFS 算法 ， 就 是 把 
算法 问题 抽象 成 一 幅 「 无 权 图 ] ， 然 后 继续 玩 二 叉 树 层级 遍历 那 一 套 罢 了 。 
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注意 ， 我 们 的 BFS 算法 框架 也 是 while 循环 钳 套 for 循环 的 形式 ， 也 用 了 一 个 step 变量 记录 for 循环 执 
行 的 次 数 ， 无 非 就 是 多 用 了 一 个 visited 集合 记录 走 过 的 节点 ， 防 止 走 回头 路 罢了 。 


为 什么 这 样 呢 ? 


所 谓 【无 权 图 | ， 与 其 说 每 条 【 边 」 没有 权重 ， 不 如 说 每 条 「【 边 」 的 权重 都 是 1， 从 起 点 start 到 任意 一 个 
节点 之 间 的 路 径 权 重 就 是 它们 之 间 「 边 」 的 条 数 ， 那 可 不 就 是 step 变量 记录 的 值 么 ? 


再 加 上 BFS 算法 利用 for 循环 一 层 一 层 向 外 扩散 的 逻辑 和 visited 集合 防止 走 回头 路 的 逻辑 ， 当 你 每 次 从 
队列 中 拿 出 节点 cur 的 时 候 ， 从 start 到 cur 的 最 短 权重 就 是 step 记录 的 步 数 。 


但 是 ， 到 了 「 加 权 图 」 的 场景 ， 事 情 就 没有 这 么 简单 了 ， 因 为 你 不 能 默认 每 条 边 的 「 权 重 」 都 是 1 了 ， 这 个 
权重 可 以 是 任意 正 数 (Dijkstra 算法 要 求 不 能 存在 负 权 重 边 ) ， 比 如 下 图 的 例子 : 


公众 号 : labuladong 
如 果 沿 用 BFS 算法 中 的 step 变量 记录 【 步 数 」 ， 显 然 红色 路 径 一 步 就 可 以 走 到 终点 ， 但 是 这 一 步 的 权重 很 
大 ; 正确 的 最 小 权重 路 径 应 该 是 绿色 的 路 径 ， 虽 然 需要 走 很 多 步 ， 但 是 路 径 权重 依然 很 小 。 


其 实 Dijkstra 和 BFS 算法 差不多 ， 不 过 在 讲解 Dijkstra 算法 框架 之 前 ， 我 们 首先 需要 对 之 前 的 框架 进行 如 下 
改造 : 


想 办 法 去 掉 while 循环 里 面 的 for 循环 。 
为 什么 ? 有 了 刚才 的 铺垫 ， 这 个 不 难 理解 ， 刚 才 说 for 循环 是 干什么 用 的 来 着 ? 


是 为 了 让 二 叉 树 一 层 一 层 往 下 遍历 ， 让 BFS 算法 一 步 一 步 向 外 扩散 ， 因 为 这 个 层 数 depth， 或 者 这 个 步 数 
step， 在 之 前 的 场景 中 有 用 。 


但 现在 我 们 想 解 决 [加 权 图 」 中 的 最 短路 径 问题 ，『 步 数 」 已 经 没有 参考 意义 了 ， 【路径 的 权重 之 和 4 才 有 
意义 ， 所 以 这 个 for 循环 可 以 被 去 掉 。 


怎么 去 掉 ? 就 拿 二 又 树 的 层级 遍历 来 说 ， 其 实 你 可 以 直接 去 掉 for 循环 相关 的 代码 : 
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// 输入 一 棵 二 义 树 的 根 节点 ， 遍 历 这 棵 二 叉 树 所 有 节点 

void LeveLTraverse(TreeNode root) { 
whoote == nu return os 
Queue<TreeNode> q = new LinkedList<>(); 
q.offer(root); 


// 遍历 二 叉 树 的 每 一 个 节点 

while (!q.isEmpty()) { 
TreeNode cur = q.poll(); 
printf(" 我 不 知道 节点 %s 在 第 几 层 "，cur); 


// 将 子 节点 放 入 队列 

h(n tef ee moe 
qsomrien(eur Lenty, 

} 

a (emmatole us it 
qnortfenr(eur mr iont 

} 


但 问题 是 ， 没 有 for 循环 ， 你 也 没 办 法 维护 depth 变量 了 。 


如 果 你 想 同 时 维护 depth 变量 ， 让 每 个 节点 cur 知道 自己 在 第 几 层 ， 可 以 想 其 他 办 法 ， 比 如 新 建 一 个 
State 类 ， 记 录 每 个 节点 所 在 的 层 数 : 


class State { 
// 记录 node 节点 的 深度 
int depth; 
TreeNode node; 


State(TreeNode node, int depth) { 
this.depth = depth; 
this.node = node; 


} 


// 输入 一 棵 二 义 树 的 根 节点 ， 遍 历 这 棵 二 叉 树 所 有 节点 
void LeveLTraverse(TreeNode root) { 
Tf (root =="nu return os 
Queue<State> q = new LinkedList<>(); 
q.offer(new State(root, 1)); 


// 遍历 二 叉 树 的 每 一 个 节点 
while (!q.isEmpty()) { 
State cur ="q Dou 
TreeNode cur_node = cur.node; 
int cur_depth = cur.depth ; 
printf(" 节 点 %s 在 第 %s 层 "，cur_node，cur depth ) ; 


// 将 子 节点 放 入 队列 
341 /692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


if (cur_node.left != null) { 

q.offer(new State(cur node.left, cur_ depth + 1)); 
} 
uf eurimnodes rght nt 

q.offer(new State(cur node.right, cur_depth + 1)); 


} 


这 样 ， 我 们 就 可 以 不 使 用 for 循环 也 确切 地 知道 每 个 二 叉 树 节点 的 深度 了 。 
如 果 你 能 够 理解 上 面 这 段 代 码 ， 我 们 就 可 以 来 看 Dijkstra 算法 的 代码 框架 了 。 
Dijkstra 算法 框架 

首先 ， 我 们 先 看 一 下 Dijkstra 算法 的 签名 : 


// 输入 一 幅 图 和 一 个 起 点 start， 计 算 start 到 其 他 节点 的 最 短 距离 
int[] dijkstra(int start, List<Integer>[] graph); 


输入 是 一 幅 图 graph 和 一 个 起 点 start， 返 回 是 一 个 记录 最 短路 径 权 重 的 数组 。 


比方 说 ， 输 入 起 点 start = 3， 国 数 返 回 一 个 int |] 数组， 假设 赋值 给 distTo 变量 ， 那 么 从 起 点 3 到 节 
点 6 的 最 短路 径 权 重 的 值 就 是 distTo161]。 


是 的 ， 标 准 的 Dijkstra 算法 会 把 从 起 点 start 到 所 有 其 他 节点 的 最 短路 径 都 算出 来 。 


当然 ， 如 果 你 的 需求 只 是 计算 从 起 点 start 到 某 一 个 终点 end 的 最 短路 径 ， 那 么 在 标准 Dijkstra 算法 上 稍 作 
修改 就 可 以 更 高 效 地 完成 这 个 需求 ， 这 个 我 们 后 面 再 说 。 


其 次 ， 我 们 也 需要 一 个 State 类 来 辅助 算法 的 运行 : 


class State { 
// 图 节点 的 id 
nje altro ln 
// 从 start 节点 到 当前 节点 的 距离 
int distFromStart; 


State(int id, int distFromStart) { 


mem = dp 
this.distFromStart = distFromStart; 


类 似 刚 才 二 叉 树 的 层 序 人 遍历， 我 们 也 需要 用 State 类 记录 一 些 额 外 信息 ， 也 就 是 使 用 distFromstart 变 
量 记 录 从 起 点 start 到 当前 这 个 节点 的 距离 。 
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刚才 说 普通 BFS 算法 中 ， 根 据 BFS 的 逻辑 和 无 权 图 的 特点 ， 第 一 次 遇 到 某 个 节点 所 走 的 步 数 就 是 最 短 距离 ， 
所 以 用 一 个 visited 数组 防止 走 回头 路 ， 每 个 节点 只 会 经 过 一 次 。 


加 权 图 中 的 Dijkstra 算法 和 无 权 图 中 的 普通 BFS 算法 不 同 ， 在 Dijkstra 算法 中 ， 你 第 一 次 经 过 某 个 节点 时 的 
路 径 权重 ， 不 见得 就 是 最 小 的 ， 所 以 对 于 同一 个 节点 ， 我 们 可 能 会 经 过 多 次 ， 而 且 每 次 的 distFromStart 
可 能 都 不 一 样 ， 比 如 下 图 : 


CO Ot distFromStart = 11 
8 


5 DO distFrom Start 


distFromStart 


10 


1 之 


1 
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我 会 经 过 节点 5 三 次 ， 每 次 的 distFrom5tart 值 都 不 一 样 ， 那 我 取 distFromStart 最 小 的 那 次 ， 不 就 是 
从 起 点 start 到 节点 5 的 最 短路 径 权 重 了 么 ? 


好 了 ， 明 白 上 面 的 几 点 ， 我 们 可 以 来 看 看 Dijkstra 算法 的 代码 模板 。 
其 实 ，Dijkstra 可 以 理解 成 一 个 带 dp table (或 者 说 备忘录 ) 的 BFS 算法 ， 伪 码 如 下 : 


// 返回 节点 from 到 节点 to 之 间 的 边 的 权重 
int weight(int from, int to); 


// 输入 节点 s 返回 s 的 相 邻 节点 
List<Integer> adj (int s); 


// 输入 一 幅 图 和 一 个 起 点 start， 计 算 start 到 其 他 节点 的 最 短 距离 
int[] dijkstra(int start, List<Integer>[] graph) { 
// 图 中 节点 的 个 炎 
int V = graph. length; 
// 记录 最 短路 径 的 权重 ， 你 可 以 理解 为 dp table 
// 定义 : distTo[li] 的 值 就 是 节点 start 到 达 节 点 i 的 最 短路 径 权重 
int[] distTo = new int[V]; 
// 求 最 小 值 ， 所 以 dp table 初始 化 为 正 无 穷 
Arrays.fill(distTo, Integer.MAX_ VALUE); 
// base case，start 到 start 的 最 短 距离 就 是 0 
dnst rolstartl = 0 
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// 优先 级 队列 ，distFromStart 较 小 的 排 在 前 面 
Queue<State> pq = new PriorityQueue<>((a, b) -> { 
return a.distFromStart - b.distFromStart; 


jo 


// 从 起 点 start 开始 进行 BFS 
pq.offer(new State(start, 0)); 


while (!pq.isEmpty()) { 
State curState = pq.poll(); 
int curNodeID = curState,. id; 
int curDistFromStart = curState.distFromStart; 


if (curDistFromStart > distTo[curNodeID]) { 
// 已 经 有 一 条 更 短 的 路 径 到 达 curNode 节点 了 
continue; 
} 
// 将 curNode 的 相 邻 节点 装 入 队列 
for (int nextNodeID : adj(curNodeID)) { 
// 看 看 从 curNode 达到 nextNode 的 距离 是 否 会 更 短 
int distToNextNode = distTo[curNodeID] + weight(curNodeID， 


nextNodeID); 

if (distTo[nextNodeID] > distToNextNode) { 
// 更 新 dp table 
distTo[nextNodeID] = distToNextNode; 
// 将 这 个 节点 以 及 距离 放 入 队列 
pq.offer(new State(nextNodeID, distToNextNode)); 

} 

} 
} 


return distTo; 


对 比 普通 的 BFS 算法 ， 你 可 能 会 有 以 下 疑问 : 


1、 没 有 visited 集合 记录 已 访问 的 节点 ， 所 以 一 个 节点 会 被 访问 多 次 ， 会 被 多 次 加 入 队列 ， 那 会 不 会 导 
队列 永远 不 为 空 ， 造 成 死 循 环 ? 


2、 为 什么 用 优先 级 队列 PriorityQueue 而 不 是 LinkedList 实现 的 普通 队列 ? 为 什么 要 按照 
distFromStart 的 值 来 排序 ? 


3、 如 果 我 只 想 计 算 起 点 start 到 某 一 个 终点 end 的 最 短路 径 ， 是 否 可 以 修改 算法 ， 提 升 一 些 效率 ? 
我 们 先 回 答 第 一 个 问题 ， 为 什么 这 个 算法 不 用 visited 集合 也 不 会 死 循 环 。 
对 于 这 类 问题 ， 我 教 你 一 个 思考 方法 : 


循环 结束 的 条 件 是 队列 为 空 ， 那 么 你 就 要 注意 看 什么 时 候 往 队 列 里 放 元 素 (调用 offer) 方法 ， 再 注意 看 什 
么 时 候 从 队列 往外 拿 元 素 (调用 po11 方法 ) 。 


while 循环 每 执行 一 次 ， 都 会 往外 拿 一 个 元 素 ， 但 想 往 队 列 里 放 元 素 ， 可 就 有 很 多 限制 了 ， 必 须 满足 下 面 这 
个 条 件 : 
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// 看 看 从 curNode 达到 nextNode 的 距离 是 否 会 更 短 

if (distTo[nextNodeID] > distToNextNode) { 
// 更 新 dp table 
distTo[nextNodeID] = distToNextNode; 
pq.offer(new State(nextNodeID, distToNextNode)); 


这 也 是 为 什么 我 说 distTo 数组 可 以 理解 成 我 们 熟悉 的 dp table， 因 为 这 个 算法 逻辑 就 是 在 不 断 的 最 小 化 
distTo 数组 中 的 元 素 : 


如 果 你 能 让 到 达 nextNodeID 的 距离 更 短 ， 那 就 更 新 distTo [nextNodeID1] 的 值 ， 让 你 入 队 ， 否 则 的 话 对 
不 起 ， 不 让 入 队 。 


因为 两 个 节点 之 间 的 最 短 距离 (路 径 权 重 ) 肯定 是 一 个 确定 的 值 ， 不 可 能 无 限 减 小 下 去 ， 所 以 队列 一 定 会 
空 ， 队 列 空 了 之 后 ，distTo 数组 中 记录 的 就 是 从 start 到 其 他 节点 的 最 短 距离 。 


接 下 来 解答 第 二 个 问题 ， 为 什么 要 用 Priority0ueue 而 不 是 LinkedList 实现 的 普通 队列 ? 


如 果 你 非 要 用 普通 队列 ， 其 实 也 没 问题 的 ， 你 可 以 直接 把 Priority0ueue 改 成 LinkedList， 也 能 得 到 正 
确 答案 ， 但 是 效率 会 低 很 多 。 


Dijkstra 算法 使 用 优先 级 队列 ， 主 要 是 为 了 效率 上 的 优化 ， 类 似 一 种 贪心 算法 的 思路 。 
为 什么 说 是 一 种 贪心 思路 呢 ， 比 如 说 下 面 这 种 情况 ， 你 想 计算 从 起 点 start 到 终点 end 的 最 短路 径 权 重 : 


distFromStart = 6 
distFromStart = 8 


start distFromStart = 9 


CO 
ee 


AS 
QU J CR 


公众 号 : labuladong 
假设 你 当前 只 遍历 了 图 中 的 这 几 个 节点 ， 那 么 你 下 一 步 准 备 人 遍历 那个 节点 ? 这 三 条 路 径 都 可 能 成 为 最 短路 径 
的 一 部 分 ， 但 你 觉得 哪 条 路 径 更 有 [潜力 」 成 为 最 短路 径 中 的 一 部 分 ? 


从 目前 的 情况 来 看 ， 显 然 栖 色 路 径 的 可 能 性 更 大 嘛 ， 所 以 我 们 希望 节点 2 排 在 队列 靠 前 的 位 置 ， 优 先 被 拿 出 
来 向 后 遍历 。 
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所 以 我 们 使 用 Priority0ueue 作为 队列 ,让 distFromstart 的 值 较 小 的 节点 排 在 前 面 ， 这 就 类 似 我 们 之 
前 讲 贪心 算法 说 到 的 贪心 思路 ， 可 以 很 大 程度 上 优化 算法 的 效率 。 


大 家 应 该 听 过 Bellman-Ford 算法 ， 这 个 算法 是 一 种 更 通用 的 最 短路 径 算 法 ， 因 为 它 可 以 处 理 带 有 人 负 权 重 边 的 
图 ，Bellman-Ford 算法 逻辑 和 Dijkstra 算法 非常 类 似 ， 用 到 的 就 是 普通 队列 ， 本 文 就 提 一 句 ， 后 面 有 空 再 具 
体 写 。 


接 下 来 说 第 三 个 问题 ， 如 果 只 关心 起 点 sta rt 到 某 一 个 终点 end 的 最 短路 径 ， 是 否 可 以 修改 代码 提升 算法 
效率 。 


肯定 可 以 的 ， 因 为 我 们 标准 Dijkstra 算法 会 算出 start 到 所 有 其 他 节点 的 最 短路 径 ， 你 只 想 计 算 到 end 的 最 
短路 径 ， 相 当 于 减少 计算 量 ， 当 然 可 以 提升 效率 。 


需要 在 代码 中 做 的 修改 也 非常 少 ， 只 要 改 改 函数 签名 ， 再 加 个 if 判断 就 行 了 : 


// 输入 起 点 start 和 终点 end， 计 算 起 点 到 终点 的 最 短 距 离 
int dijkstra(int start, int end，List<Integer>[] graph) { 


// .:.。 


while (!pq.isEmpty()) { 
State curState = pq.poll(); 
int CurNodeID = curState,. id; 
int curDistFromStart = curState.distFromStart; 


// 在 这 里 加 一 个 判断 就 行 了 ， 其 他 代码 不 用 改 
if (curNodeID == end) { 
return curDistFromStart; 


} 

if (curDistFromStart > distTo[curNodeID]) { 
continue; 

} 

NA 


yr 


// 如 果 运 行 到 这 里 ， 说 明 从 start 无 法 走 到 end 
return Integer.MAX_VALUE; 


因为 优先 级 队列 自动 排序 的 性 质 ， 每 次 从 队列 里 面 拿 出 来 的 都 是 distFromStart 值 最 小 的 ， 所 以 当 你 第 一 
次 从 队列 中 拿 出 终点 end 时 ， 此 时 的 distFrom5tart 对 应 的 值 就 是 从 start 到 end 的 最 短 距 离 。 


这 个 算法 较 之 前 的 实现 提前 return 了 ， 所 以 效率 有 一 定 的 提高 。 
时 间 复 杂 度 分 析 


Dijkstra 算法 的 时 间 复 杂 度 是 多 少 ? 你 去 网 上 查 ， 可 能 会 告诉 你 是 0(ELogV)， 其 中 E 代表 图 中 边 的 条 数 ，V 
代表 图 中 节点 的 个 数 。 
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因为 理想 情况 下 优先 级 队列 中 最 多 装 V 个 节点 ， 对 优先 级 队列 的 操作 次 数 和 E 成 正比 ， 所 以 整体 的 时 间 复 杂 
度 就 是 0(ElogV)。 


不 过 这 是 理想 情况 ，Dijkstra 算法 的 代码 实现 有 很 多 版 本 ， 不 同 编程 语言 或 者 不 同 数据 结构 API 都 会 导致 算法 
的 时 间 复 杂 度 发 生 一 些 改 变 。 


比如 本 文 实现 的 Dijkstra 算法 ， 使 用 了 Java 的 Priority0ueue 这 个 数据 结构 ， 这 个 容器 类 底层 使 用 二 叉 堆 
实现 ， 但 没有 提供 通过 索引 操作 队列 中 元 素 的 API， 所 以 队列 中 会 有 重复 的 节点 ， 最 多 可 能 有 E 个 节点 存在 
队列 中 。 


所 以 本 文 实现 的 Dijkstra 算法 复杂 度 并 不 是 理想 情况 下 的 0(ELogV)， 而 是 0(ELogE) ， 可 能 会 略 大 一 些 ， 
因为 图 中 边 的 条 数 一 般 是 大 于 节点 的 个 数 的 。 


不 过 就 对 数 函 数 来 说 ， 就 算 真 数 大 一 些 ， 对 数 函 数 的 结果 也 大 不 了 多 少 ， 所 以 这 个 算法 实现 的 实际 运行 效率 
也 是 很 高 的 ， 以 上 只 是 理论 层面 的 时 间 复 杂 度 分 析 ， 供 大 家 参考 。 


秒杀 三 道 题目 
以 上 说 了 Dijkstra 算法 的 框架 ， 下 面 我 们 套用 这 个 框架 做 几 道 题 ， 实 践 出 真知 。 


第 一 题 是 力 扣 第 743 题 【网 络 延迟 时 间 」 ， 题 目 如 下 : 


347 /692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


743. 网 络 延迟 时 间 labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 中 425 安 收 藏 ” [0 分享。 六 切换 为 英文 从 接收 动态 。 四 反馈 


有 n 个 网 络 节 点 , 标记 为 1 到 n 。 


给 你 一 个 列表 times ， 表 示 信 号 经 过 有 向 边 的 传递 时 间 。 times[i] = (ui， Vi， wi) ， 其 中 ui 是 
源 节点 ， vi 是 目标 节点 ， wi 是 一 个 信号 从 源 节点 传递 到 目标 节点 的 时 间 。 


现在 ， 从 某 个 节点 K 发 出 一 个 信和 号。 需要 多 久 才 能 使 所 有 节点 都 收 到 信号 ? 如 果 不 能 使 所 有 节点 收 到 信号 ， 
返回 |=1 。 


示例 1: 


输入 : times = [[2,1,1],[2,3,1],[3,4,1]], n=4,k=2 
输出 : 2 


函数 签名 如 下 : 


// times 记录 边 和 权重 ，n 为 节点 个 数 (从 1 开始 ) ，k 为 起 点 
// 计算 从 k 发 出 的 信号 至 少 需要 多 久 传 遍 整 幅 图 
int networkDelayTime(int[][] times, int n, int k) 


让 你 求 所 有 节点 都 收 到 信号 的 时 间 ， 你 把 所 谓 的 传递 时 间 看 做 距离 ， 实 际 上 就 是 问 你 【从 节点 K 到 其 他 所 有 
节点 的 最 短路 径 中 ， 最 长 的 那 条 最 短路 径 距 离 是 多 少 」 ， 说 白 了 就 是 让 你 算 从 节点 出 发 到 其 他 所 有 节点 的 
最 短路 径 ， 就 是 标准 的 Dijkstra 算法 。 


在 用 Dijkstra 之 前 ， 别 志 了 要 满足 一 些 条 件 ， 加 权 有 向 图 ， 没 有 负 权 重 边 ，OK， 可 以 用 Dijkstra 算法 计算 最 
短路 径 。 


根据 我 们 之 前 Dijkstra 算法 的 框架 ,我们 可 以 写 出 下 面 代码 : 


int networkDelayTime(int[][] times, int n, int k) { 
// 节点 编号 是 从 1 开始 的 ， 所 以 要 一 个 大 小 为 n + 1 的 邻接 表 


348 / 692 


} 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


List<int[]>[] graph = new LinkedList[n + 1]; 
for (ant = nr 
graph[i] = new LinkedList<>(); 
} 
// 构造 图 
for (int[] edge : times) { 
int from = edge[0]; 
int to = edge[1]; 
int weight = edge[2]; 
// from -> List<(to, weight)> 
// 邻接 表 存 储 图 结构 ， 同 时 存储 权重 信息 
graph[from] .add(new int[]{to, weight}); 


} 
// 启动 dijkstra 算法 计算 以 节点 k 为 起 点 到 其 他 节点 的 最 短路 径 
jmel onstrio dnikstra(k graph) 


// 找到 最 长 的 那 一 条 最 短路 径 
nt es .=O 
fom (nt 1 1 distno tengthe rr 
if (distTo[i] == Integer.MAX VALUE) { 
// 有 节点 不 可 达 ， 返 回 -1 
return -1; 
} 
res = Math.max(res, distTo[i]); 
} 


hexkurmn nesy 


// 输入 一 个 起 点 start， 计 算 从 start 到 其 他 节点 的 最 短 距离 
int[] dijkstra(int start, List<int[]>[] graph) 人 


上 述 代 码 首先 利用 题目 输入 的 数据 转化 成 邻接 表 表 示 一 幅 图 ， 接 下 来 我 们 可 以 直接 套用 Dijkstra 算法 的 框 


口 . 
De 


class State { 


J 


// 图 节点 的 id 

int id; 

// 从 start 节点 到 当前 节点 的 距离 
int distFromStart; 


State(int id, int distFromStart) { 
CLs Lo = jo 
this.distFromStart = distFromStart; 


// 输入 一 个 起 点 start， 计 算 从 start 到 其 他 节点 的 最 短 距离 
int[] dijkstra(int start, List<int[]>[] graph) { 


// 定义 : distTo[i] 的 值 就 是 起 点 start 到 达 节 点 i 的 最 短路 径 权重 
int[] distTo = new int[lgraph. Length]; 
Arrays.fill(distTo, Integer.MAX_VALUE); 
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// base case，start 到 start 的 最 短 距离 就 是 0 
distTo[start] = 0; 


// 优先 级 队列 ，distFromStart 较 小 的 排 在 前 面 
Queue<State> pq = new PriorityQueue<>((a, b) -> { 
return a.distFromStart - b.distFromStart; 

br) 
// 从 起 点 start 开始 进行 BFS 
pq.offer(new State(start, 0)); 


while (!pq.isEmpty()) { 
State curState = pq.poll(); 
int curNodeID = curState. id; 
int curDistFromStart = curState.distFromStart; 


if (curDistFromStart > distTo[curNodeID]) { 
continue; 


} 


// 将 curNode 的 相 邻 节点 装 入 队列 
for (int[] neighbor : graph[curNodeID]) { 
int nextNodeID = neighbor[0]; 
int distToNextNode = distTo[curNodeID] + neighbor[1]; 
// 更 新 dp table 
if (distTo[nextNodeID] > distToNextNode) { 
distTo[nextNodeID] = distToNextNode; 
pq.offer(new State(nextNodeID, distToNextNode)); 


} 
jp 


return distTo; 


你 对 比 之 前 说 的 代码 框架 ， 只 要 稍稍 修改 ， 就 可 以 把 这 道 题目 解决 了 。 


ma 、 
感觉 这 


道 题 完全 没有 难度 ， 下 面 我 们 再 看 一 道 题目 ， 力 扣 第 1631 题 【最 小 体力 消耗 路 径 」 : 
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1631. 最 小 体力 消耗 路 径 labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 凡 233 位 收藏 [3 分 享 尔 切换 为 英文 自 接收 动态 崩 反馈 


你 准备 参加 一 场 远足 活动 。 给 你 一 个 二 维 rows x columns 的 地 图 heights ， 其 中 heights[row][col] 表示 格 
子 (row，col) 的 高 度 。 一 开始 你 在 最 左上 角 的 格子 (0，0) ， 且 你 希望 去 最 右 下 角 的 格子 (rows-1，columns- 
1) 注意 下 标 从 0 开始 编号 ) 。 你 每 次 可 以 往 上 ， 下 ， 左 ， 右 四 个 方向 之 一 移动 ， 你 想 要 找到 耗费 体力 最 小 的 一 条 路 
径 。 


一 条 路 径 耗 费 的 体力 值 是 路 径 上 相 邻 格子 之 间 高 度 差 绝对 值 的 最 大 值 决定 的 。 
请 你 返回 从 左上 角 走 到 右 下 角 的 最 小 体力 消耗 值 。 


示例 1: 


输入 : heights = [[1;2,2], [3,8,2],15,3,5]] 

输出 : 2 

解释 : 路 径 [1,3,5,3,5] 连续 格子 的 差 值 绝对 值 最 大 为 2 。 

这 条 路 径 比 路 径 [1,2,2,2,5] 更 优 ， 因 为 另 一 条 路 径 差 值 最 大 值 为 3 。 


图 数 签名 如 下 : 


// 输入 一 个 二 维和 矩阵 ， 计 算 从 左上 角 到 右 下 角 的 最 小 体力 消耗 
int minimumEffortPath(int[][] heights); 


我 们 常见 的 二 维和 矩阵 题目 ， 如 果 让 你 从 左上 角 走 到 右 下 角 ， 比 较 简 单 的 题 一 般 都 会 限制 你 只 能 向 右 或 向 下 
走 ， 但 这 道 题 可 没有 限制 哦 ， 你 可 以 上 下 左右 随便 走 ， 只 要 路 径 的 【体力 消耗 」 最 小 就 行 。 


如 果 你 把 二 维 数组 中 每 个 (x，y) 坐标 看 做 一 个 节点 ， 它 的 上 下 左右 坐标 就 是 相 邻 节点 ， 它 对 应 的 值 和 相 邻 
坐标 对 应 的 值 之 差 的 绝对 值 就 是 题目 说 的 【体力 消耗 ， 你 就 可 以 理解 为 边 的 权重 。 


这 样 一 想 ， 是 不 是 就 在 让 你 以 左上 角 坐 标 为 起 点 ， 以 右 下 角 坐 标 为 终点 ， 计 算 起 点 到 终点 的 最 短路 径 ? 
Dijkstra 算法 是 不 是 可 以 做 到 ? 
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// 输入 起 点 start 和 终点 end， 计 算 起 点 到 终点 的 最 短 距离 
int dijkstra(int start, int end, List<Integer>[] graph) 


只 不 过 ， 这 道 题 中 评判 一 条 路 径 是 长 还 是 短 的 标准 不 再 是 路 径 经 过 的 权重 总 和 ， 而 是 路 径 经 过 的 权重 最 大 
值 。 


明白 这 一 点 ， 再 想 一 下 使 用 Dijkstra 算法 的 前 提 ， 加 权 有 向 图 ， 没 有 负 权 重 边 ， 求 最 短路 径 ，OK， 可 以 使 
用 ， 咱 们 来 套 框 架 。 


二 维 矩 阵 抽 象 成 图 ， 我 们 先 实现 一 下 图 的 adj 方法 ， 之 后 的 主要 逻辑 会 清晰 一 些 : 


// 方向 数组 ， 上 下 左右 的 坐标 偏 移 量 
rt [onse = mewe nt Om Tr lO 0 1 


// 返回 坐标 (x，y) 的 上 下 左右 相 邻 坐标 
List<inell adj (rinepllnmatrix nt xn yt 
int m = matrix. length, n = matrix[0]. length; 
// 存储 相 邻 节点 
List<int[]> neighbors = new ArrayList<>(); 
fom (unt dr dis) 
Tm nx Xdirlol: 
me ny rr ls 


Tnx mn Ony nn 0 
// 索引 越界 
continue; 

J 


neighbors.add(new int[]{nx, ny}); 


} 


neturnmerghnborse 


类 似 的 ， 我 们 现在 认为 一 个 二 维 坐标 (x，y) 是 图 中 的 一 个 节点 ， 所 以 这 个 State 类 也 需要 修改 一 下 : 


class State { 
// 矩阵 中 的 一 个 位 置 
EX 
// 从 起 点 (0，0) 到 当前 位 置 的 最 小 体力 消耗 (距离 ) 
int effortFromStart; 


State(int x, int y, int effortFromStart) { 
tmLs eX = Xe 
this.y = y; 
this.effortFromStart = effortFromStart; 


接 下 来 ， 就 可 以 套用 Dijkstra 算法 的 代码 模板 了 : 
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// Dijkstra 算法 , 计算 (0，0) 到 (m - 1，n-=- 1) 的 最 小 体力 消耗 
int minimumEffortPpPath(int[] [] heights) { 

int m = heights. length, n = heights[0].length; 

// 定义 : 从 (686，0) 到 (i，j) 的 最 小 体力 消耗 是 effortTo[il [jj] 

int[][] effortTo = new int[m] [n]; 

// dp table 初始 化 为 正 无 穷 

for (int i = 0; i < m; i++) { 

Arrays.fill(effortTo[il], Integer.MAX_VALUE); 

} 

// base case， 起 点 到 起 点 的 最 小 消耗 就 是 0 

effortTo[0] [6] = 0; 


// 优先 级 队列 ，effortFromStart 较 小 的 排 在 前 面 
Queue<State> pq = new PriorityQueue<>((a, b) -> { 

return a.effortFromStart - b.effortFromStart; 
b>) 


// 从 起 点 (0，0) 开始 进行 BFS 
pq.offer(new State(0, 0, 0)); 


while (!pq.isEmpty()) { 
State curState = pq.poll(); 
int curX = curState,.,x; 
umntweurY = eunStateny, 
int curEffortFromStart = curState.effortFromStart; 


// 到 达 终 点 提前 结束 
feurX ==m eu mn 
return curEffortFromStart; 


} 


Tf(curEfforteromSstart > effortToleurXl eurv 
continue; 
} 
// 将 (curX，curY) 的 相 邻 坐标 装 入 队列 
for (int[] neighbor :; adj(heights, curX, curY)) { 
int nextX = neighbor[0]; 
int nextY = neighbor[{1]; 
// 计算 从 (curX，curY) 达到 (nextX，nextY) 的 消耗 
int effortToNextNode = Math.max( 
effortTo[curX] [curY], 
Math.abs (heights [curX] [curY] - heights [nextX] [nextY]) 
) 
// 更 新 dp table 
if (effortTo [nextX] [nextY] > effortToNextNode) { 
effortTo [nextX] [nextY] = effortToNextNode; 
pq.offer(new State(nextX, nextY, effortToNextNode)); 


jr 


jr 
// 正常 情况 不 会 达到 这 个 return 
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return -1; 


你 看 ， 稍 微 改 一 改 代 码 模 板 ， 这 道 题 就 解决 了 。 
最 后 看 一 道 题 吧 ， 力 扣 第 1514 题 「 概 率 最 大 的 路 径 ] ， 看 下 题目 : 


1514. 概率 最 大 的 路 径 labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 吃 68 倍 收藏 中 分 享 欢 切换 为 英文 自 接收 动态 同 反馈 


给 你 一 个 由 n 个 节点 (下 标 从 0 开始 ) 组 成 的 无 向 加 权 图 ， 该 图 由 一 个 描述 边 的 列表 组 成 ， 其 中 
edges[i] = [a，b] 表示 连接 节点 a 和 b 的 一 条 无 向 边 ， 且 该 边 遍历 成 功 的 概率 为 succProb[i] 。 


指定 两 个 节点 分 别 作为 起 点 start 和 终点 end ， 请 你 找 出 从 起 点 到 终点 成 功 概率 最 大 的 路 径 ， 并 返回 其 
成 功 概率 。 


如 果 不 存 在 从 start 到 end 的 路 径 ， 请 返回 0 。 只 要 答案 与 标准 答案 的 误差 不 超过 1e-5 ， 就 会 被 视 作 
正确 答案 。 


示例 1: 


输入 : n = 3，edges = [1[0,1],[1,2],[0,2]j], succProb = [0.5,0.5,0.2], start = 
0, ‘end. = 2 

输出 : 0.25000 

解释 : 从 起 点 到 终点 有 两 条 路 径 ， 其 中 一 条 的 成 功 概率 为 0.2 ， 而 另 一 条 为 0.5 k 0.5 = 0.25 


图 数 签名 如 下 : 


// 输入 一 幅 无 向 图 ， 边 上 的 权重 代表 概率 ， 返 回 从 start 到 达 end 最 大 的 概率 
double maxProbability(int n, int[][] edges, double[] succProb, int start， 
int end) 


我 说 这 题 一 看 就 是 Dijkstra 算法 ， 但 聪明 的 你 肯定 会 反驳 我 : 
1、 这 题 给 的 是 无 向 图 ， 也 可 以 用 Dijkstra 算法 吗 ? 
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2、 更 重要 的 是 ，Dijkstra 算法 计算 的 是 最 短路 径 ， 计 算 的 是 最 小 值 ， 这 题 让 你 计算 最 大 概率 是 一 个 最 大 值 ， 
怎么 可 能 用 Dijkstra 算法 呢 ? 


问 得 好 ! 


首先 关于 有 向 图 和 无 向 图 ， 前 文 图 算法 基础 说 过 ， 无 向 图 本 质 上 可 以 认为 是 【双向 图 | ， 从 而 转化 成 有 向 
图 。 


重点 说 说 最 大 值 和 最 小 值 这 个 问题 ， 其 实 Dijkstra 和 很 多 最 优化 算法 一 样 ， 计 算 的 是 【最 优 值 ; ， 这 个 最 优 
值 可 能 是 最 大 值 ， 也 可 能 是 最 小 值 。 


标准 Dijkstra 算法 是 计算 最 短路 径 的 ， 但 你 有 想 过 为 什么 Dijkstra 算法 不 允许 存在 负 权 重 边 么 ? 
因为 Dijkstra 计算 最 短路 径 的 正确 性 依赖 一 个 前 提 : 路 径 中 每 增加 一 条 边 ， 路 径 的 总 权重 就 会 增加 。 


这 个 前 提 的 数学 证 明 大 家 有 兴趣 可 以 自己 搜索 一 下 ， 我 这 里 只 说 结论 ， 其 实 
的 : 


全 


冰 把 这 个 结论 反 过 来 也 是 OK 


如 果 你 想 计算 最 长 路 径 ， 路 径 中 每 增加 一 条 边 ， 路 径 的 总 权重 就 会 减少 ， 要 是 能 够 满足 这 个 条 件 ， 也 可 以 用 
Dijkstra 算法 。 


你 看 这 道 题 是 不 是 符合 这 个 条 件 ? 边 和 边 之 间 是 乘法 关系 ， 每 条 边 的 概率 都 是 小 于 1 的 ， 所 以 肯定 会 越 乘 越 


只 不 过 ， 这 道 题 的 解法 要 把 优先 级 队列 的 排序 顺序 反 过 来 ， 一 些 if 大 小 判断 也 要 反 过 来 ， 我 们 直接 看 解法 代 
码 吧 : 


double maxProbability(int n, int[][] edges, double[] succProb, int start, 
int end) { 
List<double[l]>[] graph = new LinkedList[n]; 
for (int i = 0; i < ni i++) { 
graph[i] = new LinkedList<>(); 
} 
// 构造 邻接 表 结构 表示 图 
for (int i = 0; i < edges. length; i++) { 
int from = edges[i] [0]; 
int to = edges[i][1]; 
double weight = succProbl[i]; 
// 无 向 图 就 是 双向 图 ; 先 把 int 统一 转 成 doupbLe， 待 会 再 转 回 来 
graph[from].add(new double[]{(double)to, weight}); 
graph[to]l.add(new double[]{(double)from, weight}); 
je 


return dijkstra(start, end, graph); 


} 


class State { 
// 图 节点 的 id 
ni ids 
// 从 start 节点 到 达 当 前 节点 的 概率 
double probFromStart; 
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State(int id, double probFromStart) { 
tnese 0 = jd 
this.probFromStart = probFromStart; 


} 


double dijkstra(int start, int end, List<double[]>[] graph) { 
// 定义 : probTo[i] 的 值 就 是 节点 start 到 达 节 点 i 的 最 大 概率 
double[] probTo = new double[graph. length]; 
// dp table 初始 化 为 一 个 取 不 到 的 最 小 值 
Arrays.fill(probTo, -1); 
// base case，start 到 start 的 概率 就 是 1 
probTo[start] = 1; 


// 优先 级 队列 ，probFromStart 较 大 的 排 在 前 面 
Queue<State> pq = new PriorityQueue<>((a, b) -> { 
return Double.compare(b.probFromStart, a.probFromStart); 
jp) 
// 从 起 点 start 开始 进行 BFS 
pq.offer(new State(start, 1)); 


while (!pq.isEmpty()) { 
State curState = pq.poll(); 
int curNodeID = curState. id; 
double curProbFromStart = curState.probFromStart; 


// 遇 到 终点 提前 返回 
if (curNodeID == end) { 
return curProbFromStart; 


} 


if (curProbFromStart < probTo[curNodeID]) { 
// 已 经 有 一 条 概率 更 大 的 路 径 到 达 curNode 节点 了 
continue; 
} 
// 将 curNode 的 相 邻 节点 装 入 队列 
for (double[] neighbor : graph[curNodeID]) { 
int nextNodeID = (int)neighbor[0]; 
// 看 看 从 curNode 达到 nextNode 的 概率 是 否 会 更 大 
double probToNextNode = probTo[curNodeID] * neighbor[1]; 
if (probTo[nextNodeID] < probToNextNode) { 
probTo [nextNodeID] = probToNextNode; 
pq.offer(new State(nextNodeID, probToNextNode)); 


} 
jf 
// 如 果 到 达 这 里 ， 说 明 从 start 开始 无 法 到 达 end， 返 回 0 
return 0.0; 


好 了 ， 到 这 里 本 文 就 结束 了 ， 总 共 6000 多 字 ， 这 三 道 例 题 都 是 比较 困难 的 ， 如 果 你 能 够 看 到 这 里 ， 真 得 给 
你 鼓掌 。 
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其 实 前 文 毕业 旅行 省 钱 算法 中 讲 过 限制 之 下 的 最 小 路 径 问 题 ， 当 时 是 使 用 动态 规划 思路 解决 的 ， 但 文 末 也 给 
了 Dijkstra 算法 代码 ， 仅 仅 在 本 文 模 板 的 基础 上 做 了 一 些 变换 ， 你 理解 本 文 后 可 以 对 照 着 去 看 看 那 道 题 目 。 


最 后 还 是 那 句 话 ， 做 题 在 质 不 在 量 ， 和 希望 大 家 能 够 透彻 理解 最 基本 的 数据 结构 ， 以 不 变 应 万 变 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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~ AN 
众 里 寻 他 干 百 度 : 名 流 问题 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

277. 搜索 名 人 (中 等 ) 

今天 来 讨论 经 典 的 【名 流 问 题 」 : 

给 你 n 个 人 的 社交 关系 (你 知道 任意 两 个 人 之 间 是 否认 识 ) ， 然 后 请 你 找 出 这 些 人 中 的 [名 人 1 。 
所 谓 [名 人 J」 有 两 个 条 件 : 

1、 所 有 其 他 人 都 认识 [名 人 J」。 

2、 [名 人 1 不 认识 任何 其 他 人 。 

这 是 一 个 图 相关 的 算法 问题 ， 社 交 关 系 嘛 ， 本 质 上 就 可 以 抽象 成 一 幅 图 。 


如 果 把 每 个 人 看 做 图 中 的 节点 ，『「 认 识 」 这 种 关系 看 做 是 节点 之 间 的 有 向 边 ， 那 么 名 人 就 是 这 幅 图 中 一 个 特 
殊 的 节点 : 
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这 个 节点 没有 一 条 指向 其 他 节点 的 有 向 边 ; 且 其 他 所 有 节点 都 有 一 条 指向 这 个 节点 的 有 向 边 。 
或 者 说 的 专业 一 点 ， 名 人 节点 的 出 度 为 0， 入 度 为 n - 1。 
那么 ， 这 站 个 人 的 社交 关系 是 如 何 表 示 的 呢 ? 


前 文 图 论 算法 基础 说 过 ， 图 有 两 种 存储 形式 ， 一 种 是 邻接 表 ， 一 种 是 邻接 矩阵 ， 邻 接 表 的 主要 优势 是 节约 存 
储 空间 ;邻接 矩阵 的 主要 优势 是 可 以 迅速 判断 两 个 节点 是 否 相 邻 。 


对 于 名 人 问题 ， 显 然 会 经 常 需要 判断 两 个 人 之 间 是 否认 识 ， 也 就 是 两 个 节点 是 否 相 邻 ， 所 以 我 们 可 以 用 邻接 
表 来 表示 人 和 人 之 间 的 社交 关系 。 


那么 ， 把 名 流 问 题 描 述 成 算法 的 形式 就 是 这 样 的 : 


给 你 输入 一 个 大 小 为 n x_n 的 二 维 数组 (邻接 矩阵 ) graph 表示 一 幅 有 n 个 节点 的 图 ， 每 个 人 都 是 图 中 的 
一 个 节点 ， 编 号 为 0 到 n - 1。 


如 果 graph[i][j] == 1 代表 第 i 个 人 认识 第 j 个 人 ， 如 果 graph[i][j] == 0 代表 第 i 个 人 不 认识 第 
j 个 人 。 


有 了 这 幅 图 表示 人 与 人 之 间 的 关系 ， 请 你 计算 ， 这 n 个 人 中 ， 是 否 存在 ' 名 人 J」? 
如 果 存 在 ， 算 法 返回 这 个 名 人 的 编号 ， 如 果 不 存 在 ， 算 法 返回 -1。 


冰 数 签名 如 下 : 
int findCelebrity(int[][] graph); 
比如 输入 的 邻接 答 阵 长 这 样 : 
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那么 算法 应 该 返回 2。 


力 扣 第 277 题 搜寻 名 人 J」 就 是 这 个 经 典 问题 ， 不 过 并 不 是 直接 把 邻接 矩阵 传 给 你 ， 而 是 只 告诉 你 总 人 数 
n， 同 时 提供 一 个 API knows 来 查询 人 和 人 之 间 的 社交 关系 : 


// 可 以 直接 调用 ， 能 够 返回 i 是 否认 识 j 
boolean knows(int i, int j); 


// 请 你 实现 : 返回 [名 人 J 的 编号 
int findCelebrity(int n) { 
// todo 


Yr 


很 明显 ，knows API 本 质 上 还 是 在 访问 邻接 和 矩阵。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 后 面 就 按 力 扣 的 题目 形式 来 探讨 一 下 
这 个 经 典 问 题 。 


二 Ci 


暴力 解法 
我 们 拍 拍 脑袋 就 能 写 出 一 个 简单 粗暴 的 算法 : 


int findCelebrity(int n) { 
for (int cand = 0; cand < n; cand++) { 


int other; 
for (other = 0; other < n; other++) { 
if (cand == other) continue; 


// 保证 其 他 人 都 认识 cand， 且 cand 不 认识 任何 其 他 人 

// 否则 cand 就 不 可 能 是 名 人 

if (knows(cand, other) || !knows(other, cand)) 区 
break; 
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if (other == n) 1 
return cand ; 


} 


A 人 FA AL 人 用 十 | 
| \_ < 下 


return 一 1; 


cand 是 候选 人 (candidate) 的 缩写 ， 我 们 的 暴力 算法 就 是 从 头 开始 穷 举 ， 把 每 个 人 都 视 为 候选 人 ， 判 断 是 
否 符合 [名 人 J 的 条 件 。 


刚才 也 说 了 ，Kknows 函数 底层 就 是 在 访问 一 个 二 维 的 邻接 矩阵 ， 一 次 调用 的 时 间 复 杂 度 是 0(1)， 所 以 这 个 暴 
力 解 法 整体 的 最 坏 时 间 复 杂 度 是 O(N^2)。 


那么 ， 是 否 有 其 他 高 明 的 办 法 来 优化 时 间 复 杂 度 呢 ? 其 实 是 有 优化 空间 的 ， 你 想 想 ， 我 们 现在 最 耗 时 的 地 方 
在 哪里 ? 


对 于 每 一 个 候选 人 cand， 我 们 都 要 用 一 个 内 层 for 循环 去 判断 这 个 cand 到 底 符 不 符合 【名 人 1 的 条 件 。 


这 个 内 层 for 循环 看 起 来 就 春 ， 虽 然 判 断 一 个 人 【是 名 人 4 必须 用 一 个 for 循环 ， 但 判断 一 个 人 【不 是 名 人 1 
就 不 用 这 么 麻烦 了 。 


因为 【名 人 J 的 定义 保证 了 [名 人 1J 的 唯一 性 ， 所 以 我 们 可 以 利用 排除 法 ， 先 排除 那些 显然 不 是 【名 人 1 的 
人 ， 从 而 避免 for 循环 的 谋 套 ， 降 低 时 间 复 杂 度 。 


优化 解法 

我 再 重复 一 遍 所 谓 [名 人 J 的 定义 : 

1、 所 有 其 他 人 都 认识 名 人 。 

2、 名 人 不 认识 任何 其 他 人 。 

个 定义 就 很 有 意思 ， 它 保证 了 人 群 中 最 多 有 一 个 名 人 。 


沈 了 


很 好 理解 ， 如 果 有 两 个 人 同时 是 名 人 ， 那 么 这 两 条 定义 就 自 相 矛盾 了 。 
换 句 话说 ， 只 要 观察 任意 两 个 候选 人 的 关系 ， 我 一 定 能 确定 其 中 的 一 个 人 不 是 名 人 ， 把 他 排除 。 


至 于 另 一 个 候选 人 是 不 是 名 人 ， 只 看 两 个 人 的 关系 肯定 是 不 能 确定 的 ， 但 这 不 重要 ， 重 要 的 是 排除 掉 一 个 必 
然 不 是 名 人 的 候选 人 ， 缩 小 了 包围 圈 。 


这 是 优化 的 核心 ， 也 是 比较 难 理解 的 ， 所 以 我 们 先 来 说 说 为 什么 观察 任意 两 个 候选 人 的 关系 ， 就 能 排除 掉 一 


| 。 


你 想 想 ， 两 个 人 之 间 的 关系 可 能 是 什么 样 的 ? 
无 非 就 是 四 种 : 你 认识 我 我 不 认识 你 ， 我 认识 你 你 不 认识 我 ， 咱 俩 互相 认识 ， 咱 两 互相 不 认识 。 
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如 果 把 人 比 作 节点 ， 红 色 的 有 向 边 表示 不 认识 ， 绿 色 的 有 向 边 表示 认识 ， 那 么 两 个 人 的 关系 无 非 是 如 下 四 种 
情况 : 


cand other 
y= Pea 0) 
情况 二 = 一 〇 


公众 号 : labuladong 


不 妨 认为 这 两 个 人 的 编号 分 别 是 cand 和 0ther， 然 后 我 们 逐一 分 析 每 种 情况 ， 看 看 怎么 排除 掉 一 个 人 。 
对 于 情况 一 ，cand 认识 other， 所 以 cand 肯定 不 是 名 人 ， 排 除 。 因 为 名 人 不 可 能 认识 别人 。 

对 于 情况 二 ，other 认识 cand， 所 以 other 肯定 不 是 名 人 ， 排 除 。 

对 于 情况 三 ， 他 俩 互相 认识 ， 肯 定 都 不 是 名 人 ， 可 以 随便 排除 一 个 。 

对 于 情况 四 ， 他 俩 互 不 认识 ， 肯 定 都 不 是 名 人 ， 可 以 随便 排除 一 个 。 因 为 名 人 应 该 被 所 有 其 他 人 认识 。 
综 上 ， 只 要 观察 任意 两 个 之 间 的 关系 ， 就 至 少 能 确定 一 个 人 不 是 名 人 ， 上 述 情况 判断 可 以 用 如 下 代码 表示 : 


if (knows(cand, other) || !knows(other, cand)) { 
// cand 不 可 能 是 名 人 
} else { 
// other 不 可 能 是 名 人 
让 
如 果 能 够 理解 这 一 个 特点 ， 那 么 写 出 优化 解法 就 简单 了 。 


我 们 可 以 不 断 从 候选 人 中 选 两 个 出 来 ， 然 后 排除 掉 一 个 ， 直 到 最 后 只 剩 下 一 个 候选 人 ， 这 时 候 再 使 用 一 个 for 
循环 判断 这 个 候选 人 是 否 是 货真价实 的 【名 人 14 。 


这 个 思路 的 完整 代码 如 下 : 
int findCelebrity(int n) { 
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// 将 所 有 候选 人 装 进 队 列 
LinkedList<Integer> q = new LinkedList<>(); 
foment Or ne 
q.addLast(i); 
je 
// 一 直 排 除 ， 直 到 只 剩 下 一 个 候选 人 停止 循环 
while (q.size() >= 2) { 
// 每 次 取出 两 个 候选 人 ， 排 除 一 个 
int cand = q.removeFirst(); 
int other = gq.removeFirst(); 
if (knows(cand, other) || !knows(other, cand)) 1 
// cand 不 可 能 是 名 人 ， 排 除 ， 让 other 归队 
q.addFirst(other); 
} else { 
// other 不 可 能 是 名 人 ， 排 除 ， 让 cand 归队 
q.addFirst(cand ) ; 


} 


// 现在 排除 得 只 剩 一 个 候选 人 ， 判 断 他 是 否 真 的 是 名 人 

int cand = q.removeFirst(); 

for (int other = 0; other < n; other++) { 
if (other == cand) { 


continue; 

} 

// 保证 其 他 人 都 认识 cand， 且 cand 不 认识 任何 其 他 人 

if (!knows(other, cand) || knows(cand, other)) 1{ 
return -1; 

} 


外 
// cand 是 名 人 
return cand ; 


这 个 算法 避免 了 贩 套 for 循环 ， 时 间 复 杂 度 降 为 O(N) 了 ， 不 过 引入 了 一 个 队列 来 存储 候选 人 集合 ， 使 用 了 
O(N) 的 空间 复杂 度 。 


PS: LinkedList 的 作用 只 是 充当 一 个 容器 把 候选 人 装 起 来 ， 每 次 找 出 两 个 进行 比较 和 淘汰 ， 但 至 于 
具体 找 出 哪 两 个 ， 都 是 无 所 谓 的 ， 也 就 是 说 候选 人 归队 的 顺序 无 所 谓 ， 我 们 用 的 是 addFirst 只 是 方 
便 后 续 的 优化 ， 你 完全 可 以 用 addLast， 结 果 都 是 一 样 的 。 


是 否 可 以 进一步 优化 ， 把 空间 复杂 度 也 优化 掉 ? 
最 终 解 法 
如 果 你 能 够 理解 上 面 的 优化 解法 ， 其 实 可 以 不 需要 额外 的 空间 解决 这 个 问题 ， 代 码 如 下 : 
int findCelebrity(int n) { 
// 先 假设 cand 是 名 人 


int cand = 0; 
for (int other = 1; other < n; other++) { 
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if (!knows(other, cand) || knows(cand, other)) 1{ 
// cand 不 可 能 是 名 人 ， 排 除 
// 假设 other 是 名 人 
cand = other 
} else 1{ 
// other 不 可 能 是 名 人 ， 排 除 
// 什么 都 不 用 做 ， 继 续 假设 cand 是 名 人 


// 现在 的 cand 是 排除 的 最 后 结果 ， 但 不 能 保证 一 定 是 名 人 
for (int other = 0; other < n; other++) { 


if (cand == other) continue; 

// 需要 保证 其 他 人 都 认识 cand,， 且 cand 不 认识 任何 其 他 人 

if (!knows(other, cand) || knows(cand, other)) { 
return -1; 


} 


return cand; 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


我 们 之 前 的 解法 用 到 了 LinkedList 充当 一 个 队列 ， 用 于 存储 候选 人 集合 ， 而 这 个 优化 解法 利用 other 和 


cand 的 区 蔡 变 化 ， 模 拟 了 我 们 之 前 操作 队列 的 过 程 ， 避 免 了 使 用 额外 的 存储 空间 。 
现在 ， 解 决 名 人 问题 的 解法 时 间 复 杂 度 为 O(N)， 空 间 复 杂 度 为 0(1)， 已 经 是 最 优 解法 了 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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霸 剑 篇 、 暴 力 搜索 鼻 法 


g 


Dy 


计算 机 除了 穷 举 之 外 哈 也 不 会 ， 所 谓 算法 就 是 考察 你 会 不 会 穷 举 ， 能 不 能 聪明 地 穷 举 。 


宽泛 地 讲 ，for 循 坏 遍 历 一 遍 数 组 ， 这 也 叫 穷 举 ， 但 本 章 说 的 暴力 穷 举 主 要 包括 深度 优先 (DFS) 算法 和 广度 
优先 (BFS) 算法 。 


其 中 ，DFS 算法 和 回溯 算法 可 以 说 是 师 出 同门 ， 大 同 小 异 ， 图 论 算法 基础 探讨 过 这 个 问题 ， 区 别 仅仅 在 于 根 
节点 是 否 被 遍历 到 而 已 。 


且 BFS 算法 常见 于 求 最 值 的 场景 ， 因 为 BFS 的 算法 逻辑 保证 了 算法 第 一 次 到 达 目 标 时 的 代价 是 最 小 的 。 
公众 号 标签 : 暴力 搜索 算法 
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3.1 DFS 算法 / 回 济 算 ; 


回溯 算法 的 效率 一 般 不 高 ， 但 却 是 最 好 用 的 算法 。 


因为 回溯 算法 就 是 典型 的 暴力 穷 举 算法 嘛 ， 简 单 粗 暴 ， 如 果 你 笔试 的 时 候 不 会 做 一 道 题 ， 那 就 党 试用 回溯 算 


法 硬 上 ， 超 时 没关系 ， 多 少 能 捞 点 分 回来 。 


回溯 算法 框架 如 下 : 


resutwe = 
def backtrack( 路 径 ， 选 择 列表 ): 
if 满足 结束 条 件 : 
result.add( 路 径 ) 
return 


for 选择 in 选择 列表 : 


做 选择 
backtrack( 路 径 ， 选 择 列表 ) 
撤销 选择 
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回 洲 算法 解 题 套 路 框架 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


号 @labuladong Bi 站 @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
46. 全 排列 (中 等 ) 

51.N 皇后 (困难 ) 

本 文 有 视频 版 : 回溯 算法 框架 套路 详解 


这 篇 文章 是 很 久之 前 的 一 篇 回溯 算法 详解 的 进 阶 版 ， 之 前 那 篇 不 够 清楚 ， 就 不 必 看 了 ， 看 这 篇 就 行 。 把 框架 
给 你 讲 清楚 ， 你 会 发 现 回溯 算法 问题 都 是 一 个 套路 。 


本 文 解决 几 个 问题 : 


回溯 算法 是 什么 ? 解决 回溯 算法 相关 的 问题 有 什么 技巧 ? 如 何 学 习 回溯 算法 ? 回溯 算法 代码 是 否 有 规律 可 
循 ? 


其 实 回溯 算法 其 实 就 是 我 们 常 说 的 DFS 算法 ， 本 质 上 就 是 一 种 暴力 穷 举 算法 。 
废话 不 多 说 ， 直 接 上 回溯 算法 框架 。 解 决 一 个 回溯 问题 ， 实 际 上 就 是 一 个 决策 树 的 遍历 过 程 。 你 只 需要 思考 


3 个 问题 : 

1、 路 径 : 也 就 是 已 经 做 出 的 选择 。 

2、 选 择 列表 : 也 就 是 你 当前 可 以 做 的 选择 。 

3、 结 束 条 件 : 也 就 是 到 达 决 策 树 底层 ， 无 法 再 做 选择 的 条 件 。 


如 果 你 不 理解 这 三 个 词语 的 解释 ， 没 关系 ， 我 们 后 面 会 用 【全 排列 和 IN 皇后 问题 」 这 两 个 经 典 的 回溯 算 
法 问题 来 帮 你 理解 这 些 词 语 是 什么 意思 ， 现 在 你 先 留 着 印象 。 


代码 方面 ， 回 淹 算 法 的 框架 : 


result = [] 
def backtrack( 路 径 ， 选 择 列表 ) : 
if 满足 结束 条 件 : 
resulLt .add (路径 ) 
return 
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for 选择 in 选择 列表 : 
做 选择 
backtrack( 路 径 ， 选 择 列表 ) 
撤销 选择 
其 核心 就 是 for 循环 里 面 的 递归 ， 在 递归 调用 之 前 【做 选择 上 ， 在 递归 调用 之 后 「 撤 销 选择 ] ， 特 别 简单 。 


什么 叫做 选择 和 撤销 选择 呢 ， 这 个 框架 的 底层 原理 是 什么 呢 ? 下 面 我 们 就 通过 [全 排列 」 这 个 问题 来 解 开 之 
前 的 疑惑 ， 详 细 探究 一 下 其 中 的 奥妙 ! 


一 、 全 排列 问题 


力 扣 第 46 题 【全 排列 」 就 是 这 个 问题 ， 不 过 我 们 在 高 中 的 时 候 就 做 过 排列 组 合 的 数学 题 ， 我 们 也 知道 n 个 
不 重复 的 数 ， 全 排列 共有 mn 1! 个。 


| Ps: 为 了 简单 清晰 起 见 ， 我 们 这 次 讨论 的 全 排列 问题 不 包含 重复 的 数字 。 


那么 我 们 当时 是 怎么 穷 举 全 排列 的 呢 ? 比方 说 给 三 个 数 [1, 2,3]， 你 肯定 不 会 无 规律 地 乱 穷 举 ， 一 般 是 这 
样 : 


先 固定 第 一 位 为 1 然后 第 二 位 可 以 是 2， 那 么 第 三 位 只 能 是 3， 然 后 可 以 把 第 二 位 变 成 3， 第 三 位 就 只 能 是 
2 了 ; 然后 就 只 能 变化 第 一 位 ， 变 成 2， 然 后 再 穷 举 后 两 位 … 


其 实 这 就 是 回溯 算法 ， 我 们 高 中 无 师 自 通 就 会 用 ， 或 者 有 的 同学 直接 画 出 如 下 这 棵 回溯 树 : 


公众 号 : labuladong 


只 要 从 根 遍 历 这 棵 树 ， 记 录 路 径 上 的 数字 ， 其 实 就 是 所 有 的 全 排列 。 我 们 不 妨 把 这 棵 树 称 为 回溯 算法 的 
策 树 」 。 


为 喻 说 这 是 决策 树 呢 ， 因 为 你 在 每 个 节点 上 其 实 都 在 做 决策 。 比 如 说 你 站 在 下 图 的 红色 节点 上 : 
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公众 号 : labuladong 
你 现在 就 在 做 决策 ， 可 以 选择 1 那 条 树枝 ， 也 可 以 选择 3 那 条 树 校 。 为 喻 只 能 在 1 和 3 之 中 选择 呢 ? 因为 2 
这 个 树 校 在 你 身后 ， 这 个 选择 你 之 前 做 过 了 ， 而 全 排列 是 不 允许 重复 使 用 数字 的 。 


现在 可 以 解答 开头 的 几 个 名 词 : [2] 就 是 【路径 ， 记 录 你 已 经 做 过 的 选择 ; [1,3] 就 是 【选择 列表 4」 ， 表 
示 你 当前 可 以 做 出 的 选择 ; 【结束 条 件 」 就 是 遍历 到 树 的 底层 ， 在 这 里 就 是 选择 列表 为 空 的 时 候 。 


如 果 明 白 了 这 几 个 名 词 ， 可 以 把 5 路径 和 【选择 」 列表 作为 决策 树 上 每 个 节点 的 属性 ， 比 如 下 图 列 出 了 几 
个 节点 的 属性 : 


选择 列表 
路 径 


[2,1,3] 公众 号 : labuladong 


我 们 定义 的 backtrack 函数 其 实 就 像 一 个 指针 ， 在 这 棵 树 上 游 走 ， 同 时 要 正确 维护 每 个 节点 的 属性 ， 每 当 
走 到 树 的 底层 ， 其 【路 径 」 就 是 一 个 全 排列 。 
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思维 写 过 ， 各 种 搜索 问题 


在 线 网 站 
再 进一步 ， 如 何人 遍历 一 棵 树 ? 这 个 应 该 不 难 吧 。 回 忆 一 下 之 前 学 习 数 据 结构 的 框架 
其 实 都 是 树 的 遍历 问题 ， 而 多 又 树 的 遍历 框架 就 是 这 样 : 


void traverse(TreeNode root) { 
for (TreeNode child : root,.childern) 
// 前 序 遍 历 需要 的 操作 
traverse(child); 
// 后 序 遍 历 需 要 的 操作 


而 所 谓 的 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 ， 他 们 只 是 两 个 很 有 用 的 时 间 点 ， 我 给 你 画 张 图 你 就 明白 了 : 


公众 号 : labuladong 


前 序 遍 历 的 代码 在 进入 某 一 个 节点 之 前 的 那个 时 间 点 执行 ， 后 序 遍 历代 码 在 离开 某 个 节点 之 后 的 那个 时 间 点 


执行 。 
回想 我 们 刚才 说 的 ，「 路 径 ] 和 【选择 」 是 每 个 节点 的 属性 ， 消 数 在 树 上 游 走 要 正确 维护 节点 的 属性 ， 那 么 
就 要 在 这 两 个 特殊 时 间 点 搞 点 动作 : 
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a 2 


公众 号 : labuladong 


现在 ， 你 是 否 理 解 了 回溯 算法 的 这 段 核 心 框架 ? 


for 选择 in 选择 列表 : 
# 做 选择 
将 该 选择 从 选择 列表 移 除 
路 径 .add (选择 ) 
backtrack( 路 径 ， 选 择 列表 ) 
# 撤销 选择 
路 径 . remove (选择 ) 
将 该 选择 再 加 入 选择 列表 


我 们 只 要 在 递归 之 前 做 出 选择 ， 在 递归 之 后 撤销 刚才 的 选择 ， 就 能 正确 得 到 每 个 节点 的 选择 列表 和 路 径 。 
下 面 ， 直 接 看 全 排列 代码 : 


List<List<Integer>> res = new LinkedList<>(); 


/六 主 函 数 ， 输 入 一 组 不 重复 的 数字 ， 返 回 它 们 的 全 排列 */ 
List<List<Integer>> permute(int[] nums) { 
// 记录 路径) 
LinkedList<Integer> track = new LinkedList<>(); 
// 路径 1 中 的 元 素 会 被 标记 为 true， 避 免 重复 使 用 
boolean[] used = new boolean[nums. Length]; 


backtrack(nums, track, used); 
return res; 

} 

// 路 径 : 记录 在 track 中 
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// 选择 列表 : nums 中 不 存在 于 track 的 那些 元 素 (used[i] 为 false) 

// 结束 条 件 : nums 中 的 元 素 全 都 在 track 中 出 现 

void backtrack(int[] nums, LinkedList<Integer> track, boolean[] used) { 
// 触发 结束 条 件 


if (track.size() == nums. length) { 
res.add(new LinkedList(track)); 
return; 

} 


for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
// 排除 不 合法 的 选择 
if (used[i]) { 
// nums [i] 已 经 在 track 中 ， 跳 过 
Conitanuey 


} 

// 做 选择 

track.add(nums [i]); 

used[i] = true; 

// 进入 下 一 层 决策 树 
backtrack(nums, track, used); 
// 取消 选择 

track. removeLast( ) ; 

used[i] = false; 


我 们 这 里 稍微 做 了 些 变通 ， 没 有 显 式 记 录 【选择 列表 」 ， 而 是 通过 Used 数组 记录 track 中 的 元 素 ， 从 而 推 
导出 当前 的 选择 列表 : 


RI A 0 
ne 
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至 此 ， 我 们 就 通过 全 排列 问题 详解 了 回溯 算法 的 底层 原理 。 当 然 ， 这 个 算法 解决 全 排列 不 是 最 高 效 的 ， 你 可 
能 看 到 有 的 解法 连 used 数组 都 不 使 用 ， 通 过 交换 元 素 达 到 目的 。 但 是 那 种 解法 稍微 难 理解 一 些 ， 这 里 就 不 
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写 了 ， 有 兴趣 可 以 自行 搜索 一 下 。 


但 是 必须 说 明 的 是 ， 不 管 怎么 优化 ， 都 符合 回溯 框架 ， 而 且 时 间 复 杂 度 都 不 可 能 低 于 O(N!)， 因 为 穷 举 整 棵 
决策 树 是 无 法 避免 的 。 这 也 是 回溯 算法 的 一 个 特点 ， 不 像 动态 规划 存在 重 寺 子 问 题 可 以 优化 ， 回 溯 算 法 就 是 
纯 暴力 穷 举 ， 复 杂 度 一 般 都 很 高 。 


明白 了 全 排列 问题 ， 就 可 以 直接 套 回溯 算法 框架 了 ， 下 面 简单 看 看 N 皇后 问题 。 
二 、N 旦 后 问题 


力 扣 第 51 题 TN 皇后 」 就 是 这 个 经 典 问 题 ， 简 单 解释 一 下 : 给 你 一 个 NxN 的 棋盘 ， 让 你 放置 N 个 皇后 ， 使 
得 它们 不 能 互相 攻击 。 


‖ PS: 皇后 可 以 攻击 同一 行 、 同 一 列 、 左 上 左下 右上 右 下 四 个 方向 的 任意 单位 。 


这 个 问题 本 质 上 跟 全 排列 问题 差不多 ， 决 策 树 的 每 一 层 表 示 棋 盘 上 的 每 一 行 ， 每 个 节点 可 以 做 出 的 选择 是 ， 
在 该 行 的 任意 一 列 放置 一 个 皇后 。 


因为 C++ 代码 对 字符 串 的 操作 方便 一 些 ， 所 以 这 道 题 我 用 C++ 来 写 解法 ， 直 接 套 用 回溯 算法 框架 : 


vector<vector<string>> res; 


/* 输入 棋盘 边 长 n， 返 回 所 有 合法 的 放置 */ 
vector<vector<string>> solveNQueens(int n) { 
// '，， 表示 空 ，'Q' 表示 皇后 ， 初 始 化 空 棋盘 。 
veector<string> boarnd(n, String(n 六 

backtrack(board, 0); 
hetunnmnnes, 


} 


// 路 径 : board 中 小 于 row 的 那些 行 都 已 经 成 功放 置 了 皇后 

// 选择 列表 : 第 row 行 的 所 有 列 都 是 放置 皇后 的 选择 

// 结束 条 件 : row 超过 board 的 最 后 一 行 

void backtrack(vector<string>& board, int row) { 
// 触发 结束 条 件 


if (row == board.size()) { 
res.push_back(board ) ; 
return; 

} 


int n = board[row].sizel(); 
for (int col = 0; col < n; col++) { 
// 排除 不 合法 选择 
二 人 (LESVala dboad ONVSECOIU Dd 
continue; 


} 

// 做 选择 

board[row] [col] = 'Q'; 

// 进入 下 一 行 决 策 
backtrack(board, row + 1); 
// 撤销 选择 

board[row] [col] = '.'; 
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这 部 分 主要 代码 ， 其 实 跟 全 排列 问题 差不多 ，isValid 函数 的 实现 也 很 简单 : 


/ 是 否 可 以 在 board [row] [col] 放置 皇后 ? x*/ 
bool isValid(vector<string>& board, int row, int col) { 
int n = board.size(); 
// 检查 列 是 否 有 皇后 互相 冲突 
fome (mt ee OF ne 
E(woandlteow— 0 
return false; 


} 
// 检查 右上 方 是 否 有 皇后 互相 冲突 
fom (Gin now I eo 
i >= 0 && ]j <n; i-—, j++) { 
wn(oarndlad l= .00 
return false; 


} 
// 检查 左上 方 是 否 有 皇后 互相 冲突 
fiom (Cimino now I co 
i >= 0 && j >= 0; i--, j-——) { 
joamndlnl 0 
return false; 


) 


return true; 


PS: 肯定 有 读者 问 ， 按 照 N 皇后 问题 的 描述 ， 我 们 为 什么 不 检查 左下 角 ， 右 下 角 和 下 方 的 格子 ， 只 检 
查 了 左上 角 ， 右 上 角 和 上 方 的 格子 呢 ? 


因为 皇后 是 一 行 一 行 从 上 往 下 放 的 ， 所 以 左下 方 ， 右 下 方 和 正 下 方 不 用 检查 (还 没 放 皇 后 ) ;， 因 为 一 行 只 会 
放 一 个 皇后 ， 所 以 每 行 不 用 检查 。 也 就 是 最 后 只 用 检查 上 面 ， 左 上 ， 右 上 三 个 方向 。 


函数 Dacktrack 依然 像 个 在 决策 树 上 游 走 的 指针 ， 通 过 row 和 co1 就 可 以 表示 函数 遍历 到 的 位 置 ， 通 过 
isValid 函数 可 以 将 不 符合 条 件 的 情况 剪 校 : 
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row=0 
N-1 
row=1 eeeeee E2222273 eoeeeee 
es 公众 号 : labuladong 


如 果 直 接 给 你 这 么 一 大 段 解 法 代码 ， 可 能 是 慌 至 的 。 但 是 现在 明白 了 回溯 算法 的 框架 套路 ， 还 有 哈 难 理解 的 
呢 ? 无 非 是 改 改 做 选择 的 方式 ， 排 除 不 合法 选择 的 方式 而 已 ， 只 要 框架 存 于 心 ， 你 面 对 的 只 剩 下 小 问题 了 。 


当 N = 8 时 ， 就 是 八 皇后 问题 ， 数 学 大 佬 高 斯 穷尽 一 生 都 没有 数 清楚 八 皇后 问题 到 底 有 几 种 可 能 的 放置 方 
法 ， 但 是 我 们 的 算法 只 需要 一 秒 就 可 以 算出 来 所 有 可 能 的 结果 。 


不 过 真 的 不 怪 高 斯 。 这 个 问题 的 复杂 度 确实 非常 高 ， 看 看 我 们 的 决策 树 ， 虽 然 有 isValid 函数 和 剪 枝 ， 但 是 
最 坏 时 间 复 杂 度 仍然 是 O(N^(N+1))， 而 且 无 法 优化 。 如 果 N = 10 的 时 候 ， 计 算 就 已 经 很 耗 时 了 。 


有 的 时 候 ， 我 们 并 不 想得到 所 有 合法 的 答案 ， 只 想 要 一 个 答案 ， 怎 么 办 呢 ? 比如 解数 独 的 算法 ， 找 所 有 解法 
复杂 度 太 高 ， 只 要 找到 一 种 解法 就 可 以 。 


其 实 特 别 简单 ， 只 要 稍微 修改 一 下 回溯 算法 的 代码 即 可 : 


// 函数 找到 一 个 答案 后 就 返回 true 
bool backtrack(vector<string>& board, int row) { 
// 触发 结束 条 件 
if (row == board.size()) { 
res.push_back (board); 
Petuwun Crues 


} 
forn(amtreomn= oeou sn cowrr)dt 
board[row] [col] = 'Q'; 


if (backtrack(board, row + 1)) 
Peturn erues 


board[row] [coL] = '.'; 
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return false; 


这 样 修改 后 ， 只 要 找到 一 个 答案 ，for 循环 的 后 续 递 归 穷 举 都 会 被 阻 断 。 也 许 你 可 以 在 N 皇后 问题 的 代码 框 
架 上 ， 稍 加 修改 ， 写 一 个 解数 独 的 算法 ? 


= 士 
三 一 过 最 后 总 结 


回溯 算法 就 是 个 多 叉 树 的 遍历 问题 ， 关 键 就 是 在 前 序 遍 历 和 后 序 遍历 的 位 置 做 一 些 操作 ， 算 法 框架 如 下 : 


def backtrack(...): 
for 选择 in 选择 列表 : 
做 选择 
backtrack(,...) 
撤销 选择 


写 backtrack 函数 时 ， 需 要 维护 走 过 的 路径】 和 当前 可 以 做 的 【选择 列表 」 ， 当 触发 【结束 条 件 」 时 ， 
将 【路径 」 记 入 结果 集 。 


其 实 想 想 看 ， 回 溯 算 法 和 动态 规划 是 不 是 有 点 像 呢 ? 我 们 在 动态 规划 系列 文章 中 多 次 强调 ， 动 态 规划 的 三 个 
需要 明确 的 点 就 是 「 状 态 ] 【选择 上 和 Tbase casel ， 是 不 是 就 对 应 着 走 过 的 【路径 」 ， 当 前 的 「 选 择 列 
表 」 和“『「 结 束 条 件 ]? 


某 种 程度 上 说 ， 动 态 规划 的 暴力 求解 阶段 就 是 回溯 算法 。 只 是 有 的 问题 具有 重 吉 子 问题 性 质 ， 可 以 用 dp 
table 或 者 备忘录 优化 ， 将 递归 树 大 幅 剪 校 ， 这 就 变 成 了 动态 规划 。 而 今天 的 两 个 问题 ， 都 没有 上 重 苹 子 问题 ， 
也 就 是 回溯 算法 问题 了 ， 复 杂 度 非常 高 是 不 可 避免 的 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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回溯 算法 牛 远 : 集合 划分 问题 


号 @labuladong B 站 | @labuladong 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 
读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
698. 划分 为 k 个 相等 的 子 集 (中 等 ) 


之 前 说 过 回溯 算法 是 笔试 中 最 好 用 的 算法 ， 只 要 你 没什么 思路 ， 就 用 回 济 算 法 暴力 求解 ， 即 便 不 能 通过 所 有 
测试 用 例 ， 多 少 能 过 一 点 。 


回溯 算法 的 技巧 也 不 难 ， 前 文 回溯 算法 框架 套路 说 过 ， 回 溯 算 法 就 是 穷 举 一 棵 决策 树 的 过 程 ， 只 要 在 递归 之 
前 「 做 选择 1 ， 在 递归 之 后 【撤销 选择 上 就 行 了 。 


但 是 ， 就 算 暴 力 穷 举 ， 不 同 的 思路 也 有 优 务 之 分 。 


本 文 就 来 看 一 道 非常 经 典 的 回溯 算法 问题 ， 力 扣 第 698 题 【划分 为 K 个 相等 的 子 集 」 。 这 道 题 可 以 帮 你 更 深 
刻 理 解 回溯 算法 的 思维 ， 得 心 应 手 地 写 出 回溯 函数 。 


题目 非常 简单 : 
给 你 输入 一 个 数组 nums 和 一 个 正 整数 k， 请 你 判断 nums 是 否 能 够 被 平分 为 元 素 和 相同 的 k 个 子 集 。 
图 数 签名 如 下 : 


boolean canPartitionKSubsets(int[] nums, int k); 
我 们 之 前 背包 问题 之 子 集 划 分 写 过 一 次 子 集 划分 问题 ， 不 过 那 道 题 只 需要 我 们 把 集合 划分 成 两 个 相等 的 集 


合 ， 可 以 转化 成 背包 问题 用 动态 规划 技巧 解决 。 


但 是 如 果 划 分 成 多 个 相等 的 集合 ， 解 法 一 般 只 能 通过 暴力 穷 举 ， 时 间 复 杂 度 爆 表 ， 是 练习 回溯 算法 和 递归 有 思 
维 的 好 机 会 。 


， 思路 分 析 
首先 ， 我 们 回顾 一 下 以 前 学 过 的 排列 组 合 知识 : 


1、P(n， kk) (也 有 很 多 书写 成 An， kJ) ) 表示 从 nn 个 不 同 元 素 中 拿 出 个 元 素 的 排列 
(Permutation/Arrangement) ; C(n，kk) 表示 从 nn 个 不 同 元 素 中 拿 出 个 元 素 的 组 合 (Combination) 总 
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2、 [排列 ] 和 组合 」 的 主要 区 别 在 于 是 否 考虑 顺序 的 差异 。 


3、 排 列 、 组 合 总 数 的 计算 公式 : 


好 ， 现 在 我 问 一 个 问题 ， 这 个 排列 公式 P(n，k) 是 如 何 推导 出 来 的 ? 为 了 搞 清 楚 这 个 问题 ， 我 需要 讲 一 点 


组 合 数学 的 知识 。 


排列 组 合 问题 的 各 种 变 体 都 可 以 抽象 成 【 球 盒 模型 4 ，P(n，k) 就 可 以 抽象 成 下 面 这 个 场景 : 


p(n, k) 


公众 号 : labuladong 


即 ， 将 n 个 标记 了 不 同 序号 的 球 (标号 为 了 体现 顺序 的 差异 ) ， 放 入 个 标记 了 不 同 序号 的 盒子 中 〈 其 中 
>= k， 每 个 盒子 最 终 都 装 有 恰好 一 个 球 ) ， 共 有 P(n，k) 种 不 同 的 方法 。 
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现在 你 来 ， 往 盒子 里 放 球 ， 你 怎么 放 ? 其 实 有 两 种 视角 。 


首先 ， 你 可 以 站 在 盒子 的 视角 ， 每 个 盒子 必然 要 选择 一 个 球 。 
这 样 ， 第 一 个 盒子 可 以 选择 n 个 球 中 的 任意 一 个 ， 然 后 你 需要 让 剩 下 Kk - 1 个 盒子 在 n - 1 个 球 中 选择 : 


p(n, k)= np(n-1,k-1) 
n-1 个 球 


2 Kk 


k-1 个 盒 
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另外 ， 你 也 可 以 站 在 球 的 视角 ， 因 为 并 不 是 每 个 球 都 会 被 装 进 盒子 ， 所 以 球 的 视角 分 两 种 情况 : 
1、 第 一 个 球 可 以 不 装 进 任何 一 个 盒子 ， 这 样 的 话 你 就 需要 将 剩 下 mn - 1 个 球 放 入 个 盒 
2、 第 一 个 球 可 以 装 进 个 盒子 中 的 任意 一 个 ， 这 样 的 话 你 就 需要 将 剩 下 n 一 1 个 球 放 入 Kk - 1 个 盒子 。 


结合 上 述 两 种 情况 ， 可 以 得 到 : 
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P(n, k)= Pn -1,k)+kP(n-1,k-1) 


公众 号 : labuladong 


你 看 ， 两 种 视角 得 到 两 个 不 同 的 递归 式 ， 但 这 两 个 递归 式 解 开 的 结果 都 是 我 们 熟知 的 阶乘 形式 : 
P(n,k) 

~=nP(n—1,k—1) 

= P(n—1,k)+kP(n—1,k—1) 


nl 


(n—k)! 
至 于 如 何 解 递归 式 ， 涉 及 数学 的 内 容 比 较 多 ， 这 里 就 不 做 深入 探讨 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 学 习 组 合 数学 
相关 知识 。 


回 到 正题 ， 这 道 算法 题 让 我 们 求 子 集 划 分 ， 子 集 问题 和 排列 组 合 问题 有 所 区 别 ， 但 我 们 可 以 借鉴 【 球 盒 模 
型 」 的 抽象 ， 用 两 种 不 同 的 视角 来 解决 这 道子 集 划 分 问题 。 


把 装 有 n 个 数字 的 数组 nums 分 成 k 个 和 相同 的 集合 ， 你 可 以 想象 将 " 个 数字 分 配 到 k 个 「 桶 」 里 ， 最 后 这 
k 个 「 桶 里 的 数字 之 和 要 相同 。 


前 文 回溯 算法 框架 套路 说 过 ， 回 溯 算 法 的 关键 在 哪里 ? 

关键 是 要 知道 怎么 「 做 选择 | ， 这 样 才 能 利用 递归 函数 进行 穷 举 。 

那么 模仿 排列 公式 的 推导 思路 ， 将 n 个 数字 分 配 到 k 个 桶 里 ， 我 们 也 可 以 有 两 种 视角 : 
视角 一 ， 如 果 我 们 切换 到 这 n 个 数字 的 视角 ， 每 个 数字 都 要 选择 进入 到 k 个 桶 中 的 某 一 个 。 


380 / 692 


labuladong 的 刷 题 三 


公众 号 : labuladong 


视角 二 ， 如 果 我 们 切换 到 这 个 桶 的 视角 ， 对 于 每 个 桶 ， 都 要 遍历 nums 中 的 n 个 数字 ， 然 后 选择 是 否 将 当 
前 遍历 到 的 数字 装 进 自 己 这 个 桶 里 。 


公众 号 : labuladong 


你 可 能 问 ， 这 两 种 视角 有 什么 不 同 ? 


用 不 同 的 视角 进行 穷 举 ， 虽 然 结果 相同 ， 但 是 解法 代码 的 逻辑 完全 不 同 ， 进 而 算法 的 效率 也 会 不 同 ; 对 比 不 
同 的 穷 举 视角 ， 可 以 帮 你 更 深刻 地 理解 回溯 算法 ， 我 们 慢 慢 道 来 。 


二 、 以 数字 的 视角 


用 for 循环 迭代 遍历 nums 数组 大 家 肯定 都 会 
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for (int index = 0; index < nums. length; index++) { 
System.out.printLn(nums [index]); 


void traverse(int[] nums, int index) { 
if (index == nums. length) { 
Peturns 
上 
System.out.printLn(nums [index] ) ; 
traverse(nums, index + 1); 


只 要 调用 traverse(nums，0)， 和 for 循环 的 效果 是 完全 一 样 的 。 


那么 回 到 这 道 题 ， 以 数字 的 视角 ， 选 择 k 个 桶 ， 用 for 循环 写 出 来 是 下 面 这 样 : 


// kk 个 桶 (集合) ， 记 录 每 个 桶 装 的 数字 之 和 
int[] bucket = new int[k]; 


// 穷 举 nums 中 的 每 个 数字 
for (int index = 0; index < nums. length; index++) { 
// 穷 举 每 个 桶 
fom (mt 0 es) 
// nums [index] 选择 是 否 要 进入 第 i 个 桶 
AT 


如 果 改 成 递归 的 形式 ， 就 是 下 面 这 段 代 码 逻 辑 : 


// kk 个 桶 (集合) ， 记 录 每 个 桶 装 的 数字 之 和 
int[] bucket = new int[k]; 


/ 穷 举 nums 中 的 每 个 数字 
void backtrack(int[] nums, int index) { 
// base case 
if (index == nums.length) { 
return; 
} 
// 穷 举 每 个 桶 
for (int i = 0; i < bucket,Length; i++) +{ 
// 选择 装 进 第 i 个 桶 
| += nums [index] ; 
递归 穷 举 下 一 个 数字 的 选择 
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在 线 网 站 
backtrack(nums, index + 1); 
// 撤销 选择 
bucket[i] -= nums[index]; 
} 
} 


虽然 上 述 代码 仅仅 是 穷 举 逻辑 ， 还 不 能 解决 我 们 的 问题 ， 但 是 只 要 上 略 加 完善 即 可 : 


// 主 疗 娄 
boolean canpPartitionKSubsets(int[] nums, int k) { 
// 排除 一 些 基本 情况 
if (k > nums.length) return false; 
nk SUmMe = 0 
for (mt ve nums sum r=; 
if (sum % k != 0) return false; 


// k 个 桶 (集合 ， 记 录 每 个 桶 装 的 数字 之 和 

int[] bucket = new int[k]; 

// 理论 上 每 个 桶 (集合 ) 中 数字 的 和 

int target = sum / k; 

/ 穷 举 ， 看 看 nums 是 否 能 划分 成 k 个 和 为 target 的 子 集 
return backtrack(nums, 0, bucket, target); 


} 


// 递归 穷 举 nums 中 的 每 个 数字 
boolean backtrack( 
int[] nums, int index, int[] bucket, int target) { 


if (index == nums.Length) { 
// 检查 所 有 桶 的 数字 之 和 是 否 都 是 target 
for (int i = 0; i < bucket.length; i++) { 
if (bucket[i] != target) { 
netkuen fawtse, 
} 
} 
// nums 成 功 平分 成 k 个 子 集 
return true; 


/ 穷 举 nums [index] 可 能 装 入 的 桶 
for (int i= 0 < bucket. Lengthe irr) 
// 和 剪 枝 ， 桶 装 装 满 了 
if (bucket[i] + nums[index] > target) { 
continue; 
} 
// 将 nums [index] 装 入 bucket[i] 
bucket[i] += nums[index]; 
// 递归 穷 举 下 一 个 数字 的 选择 
if (backtrack(nums, index + 1, bucket, target)) { 
return true; 
} 
// 撤销 选择 
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bucket[i] -= nums[index]; 


} 


// nums [index] 装 入 哪个 桶 都 不 行 
return false; 


有 之 前 的 铺垫 ， 相 信 这 段 代 码 是 比较 容易 理解 的 。 这 个 解法 虽然 能 够 通过 ， 但 是 耗 时 比较 多 ， 其 实 我 们 可 以 
再 做 一 个 优化 。 


主要 看 backtrack 函数 的 递归 部 分 : 


for (int i = 0; i < bucket. length; i++) { 
// 和 前 枝 
if (bucket[i] + nums[index] > target) { 
continue; 


jr 


if (backtrack(nums, index + 1, bucket, target)) { 
returne true, 


} 


如 果 我 们 让 尽 可 能 多 的 情况 命中 剪 枝 的 那个 if 分 支 ， 就 可 以 减少 递归 调用 的 次 数 ， 一 定 程度 上 减少 时 间 复 杂 
度 。 


如 何 尽 可 能 多 的 命中 这 个 if 分 支 呢 ?要 知道 我 们 的 index 参数 是 从 0 开始 递增 的 ， 也 就 是 递归 地 从 0 开始 
遍历 nums 数组 。 


如 果 我 们 提前 对 nums 数组 排序 ， 把 大 的 数字 排 在 前 面 ， 那 么 大 的 数字 会 先 被 分 配 到 bucket 中 ， 对 于 之 后 
的 数字 ，bucket [il + nums[index] 会 更 大 ， 更 容易 触发 剪 枝 的 if 条 件 。 


所 以 可 以 在 之 前 的 代码 中 再 添加 一 些 代码 : 


boolean canPartitionKkSubsets(int[] nums, int k) { 

// 其 他 代码 不 变 

AAA 

/* 降序 排序 nums 数组 x*/ 

Arrays.sort(nums) ; 

for (i = 0, j = nums.length - 1; i < j; i++，j--) { 
// 交换 nums [i] 和 nums[j] 
int temp = nums[i]; 
nums[i] = nums[{j]; 
nums [jj = temp; 


} 
/ 米 米 炒米 玉米 米 米 炒米 炒米 炒米 米 米 炒米 米 / 
return backtrack(nums, 0, bucket, target); 
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由 于 Java 的 语言 特性 ， 这 段 代码 通过 先 升序 排序 再 反 转 ， 达 到 降序 排列 的 目的 。 


三 、 以 桶 的 视角 


文章 开头 说 了 ， 以 桶 的 视角 进行 穷 举 ， 每 个 桶 需要 遍历 nums 中 的 所 有 数字 ， 决 定 是 否 把 当前 数字 装 进 桶 
中 ; 当 装 满 一 个 桶 之 后 ， 还 要 装 下 一 个 桶 ， 直 到 所 有 桶 都 装 满 为 止 。 


这 个 思路 可 以 用 下 面 这 段 代 码 表示 出 来 : 


// 装 满 所 有 桶 为 止 
while (k > 0) { 
// 记录 当前 桶 中 的 数字 之 和 
int bucket 0 
form (mt 0; i < nums.length; i++) { 
// 决定 是 否 将 nums [i] 放 入 当前 桶 中 
bucket += nums [il] or 0; 
if (bucket == target) { 
// 装 满 了 一 个 桶 ， 装 下 一 个 桶 
k—; 
break; 


那么 我 们 也 可 以 把 这 个 while 循环 改写 成 递归 函数 ， 不 过 比 刚才 上 略微 复杂 一 些 ， 首 先 写 一 个 backtrack 递归 
图 数 出 来 : 


boolean backtrack(int k, int bucket, 
int[] nums, int start, boolean[] used, int target); 


不 要 被 这 么 多 参数 吓 到 ， 我 会 一 个 个 解释 这 些 参 数 。 如 果 你 能 够 透彻 理解 本 文 ， 也 能 得 心 应 手 地 写 出 这 样 的 
回溯 了 浮 数 。 
这 个 backtrack 函数 的 参数 可 以 这 样 解释 : 


现在 k 号 桶 正在 思考 是 否 应 该 把 nums [start] 这 个 元 素 装 进来 ; 目前 k 号 桶 里 面 已 经 装 的 数字 之 和 为 
bucket; used 标志 某 一 个 元 素 是 否 已 经 被 装 到 桶 中 ; target 是 每 个 桶 需要 达成 的 目标 和 。 


根据 这 个 函数 定义 ， 可 以 这 样 调用 backtrack 水 数 : 


boolean canPartitionKkKSubsets(int[] nums, int k) { 
// 排除 一 些 基 本 情况 
if (k > nums. length) return false; 
Tnt Sum = 0 
for (int v : nums) sum += Vv; 
if (sum % k != 0) return false; 


boolean[] used = new boolean[nums. Length]; 
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int target = sum / k; 
// k 号 桶 初始 什么 都 没 装 ， 从 nums [0] 开始 做 选择 
return backtrack(k, 0, nums, 0, used, target); 


实现 backtrack 水 数 的 逻辑 之 前 ， 表 重复 一 遍 ， 从 桶 的 视角 : 
1、 需 要 遍历 nums 中 所 有 数字 ， 决 定 哪些 数字 需要 装 到 当前 桶 中 。 
2、 如 果 当 前 桶 装 满 了 ( 桶 内 数字 和 达到 target) ， 则 让 下 一 个 桶 开始 执行 第 1 步 。 


下 面 的 代码 就 实现 了 这 个 逻辑 : 


boolean backtrack(int k, int bucket, 
int[] nums, int start, boolean[] used, int target) { 
// base case 
mW (le es (0 a 
// 所 有 桶 都 被 装 满 了 ， 而 且 nums 一 定 全 部 用 完了 
// 因为 target == sum / k 
return true; 
} 
if (bucket == target) { 
// 装 满 了 当前 桶 ， 递 归 穷 举 下 一 个 桶 的 选择 
// 让 下 一 个 桶 从 nums [0] 开始 选 数字 
return backtrack(k - 1, 0 ,nums, 0, used, target); 


y 


// 从 start 开始 向 后 探查 有 效 的 nums [i] 装 入 当前 桶 
for (int i = start; i < nums.length; i++) { 
// 和 前 枝 
if (used[i]) { 
// nums [i] 已 经 被 装 入 别 的 桶 中 
continue; 
} 
if (nums[i] + bucket > target) { 
// 当前 桶 装 不 下 nums [i] 
Contanuey 
} 
// 做 选择 ,将 nums [i] 装 入 当前 桶 中 
used [il = true; 
bucket += nums [i] ; 
// 递归 穷 举 下 一 个 数字 是 否 装 入 当前 桶 
if (backtrack(k, bucket, nums, i + 1, used, target)) { 
return true; 


} 

// 撤销 选择 

Used [1i] = false; 
bucket -= nums [i]， 


} 
// 穷 举 了 所 有 数字 ， 都 无 法 装 满 当 前 桶 
return false; 
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这 段 代 码 是 可 以 得 出 正确 答案 的 ， 但 是 效率 很 低 ， 我 们 可 以 思考 一 下 是 否 还 有 优化 的 空间 。 
首 务 ， 在 这 个 解法 中 每 个 桶 都 可 以 认为 是 没有 差异 的 ， 但 是 我 们 的 回溯 算法 却 会 对 它们 区 别 对 待 ， 这 里 就 会 


出 现 重复 计算 的 情况 。 
什么 意思 呢 ? 我 们 的 回溯 算法 ， 说 到 底 就 是 穷 举 所 有 可 能 的 组 合 ， 然 后 看 是 否 能 找 出 和 为 target 的 k 个 桶 


( 子 集 ) 。 
那么 ， 比 如 下 面 这 种 情况 ，target = 5， 算 法 会 在 第 一 个 桶 里 面 装 1 ，4: 


公众 号 : labuladong 


现在 第 一 个 桶 装 满 了 ， 就 开始 装 第 二 个 桶 ， 算 法 会 装 入 2，3: 
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公众 号 : labuladong 


然后 以 此 类 推 ， 对 后 面 的 元 素 进 行 穷 举 ， 凑 出 若干 个 和 为 5 的 桶 ( 子 集 ) 。 
但 问题 是 ， 如 果 最 后 发 现 无 法 凑 出 和 为 target 的 上 个 子 集 ， 算 法 会 怎么 做 ? 


回 湖 算法 会 回 湖 到 第 一 个 桶 ， 重 新 开始 穷 举 ， 现 在 它 知道 第 一 个 桶 里 装 1 ，4 是 不 可 行 的 ， 它 会 尝试 把 2，3 
装 到 第 一 个 桶 里 : 


公众 号 : labuladong 


现在 第 一 个 桶 装 满 了 ， 就 开始 装 第 二 个 桶 ， 算 法 会 装 入 1 ，4: 
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公众 号 : labuladong 


好 ， 到 这 里 你 应 该 看 出 来 问题 了 ， 这 种 情况 其 实 和 之 前 的 那 种 情况 是 一 样 的 。 也 就 是 说 ， 到 这 里 你 其 实 已 经 
知道 不 需要 再 穷 举 了 ， a a target 的 个 子 集 。 


但 我 们 的 算法 还 是 会 傻乎乎 地 继续 穷 举 ， 因 为 在 她 看 来 ， 第 一 个 桶 和 第 二 个 桶 里 面 装 的 元 素 不 一 样 ， 那 这 就 
是 两 种 不 一 样 的 情况 呀 。 


那么 我 们 怎么 让 算法 的 智商 提高 ， 识 别 出 这 种 情况 ， 避 免 见 余 计 算 呢 ? 
你 注意 这 两 种 情况 的 Used 数组 肯定 长 得 一 样 ， 所 以 used 数组 可 以 认为 是 回溯 过 程 中 的 「 状 态 」。 


所 以 ， 我 们 可 以 用 一 个 memo 备忘录 ， 在 装 满 一 个 桶 时 记录 当前 used 的 状态 ， 如 果 当 前 used 的 状态 是 曾 
出 现 过 的 ， 那 就 不 用 再 继续 穷 举 ， 从 而 起 到 剪 枝 避 免 元 余 计算 的 作用 。 


有 读者 肯定 会 问 ，Used 是 一 个 布尔 数组 ， 怎 么 作为 键 进 行 存储 呢 ? 这 其 实 是 小 问题 ， 比 如 我 们 可 以 把 数组 转 
化 成 字符 串 ， 这 样 就 可 以 作为 哈 希 表 的 键 进行 存储 了 。 


看 下 代码 实现 ， 只 要 稍微 改 一 下 backtrack 图 数 即 可 : 


// 备忘录 ， 人 存储 used 数组 的 状态 
HashMap<String, Boolean> memo = new HashMap<>(); 


boolean backtrack(int k, int bucket, int[] nums, int start, boolean[] 
used, int target) { 

// base case 

PE 

eumnnmaenue 

J 

// 将 used 的 状态 转化 成 形 如 [true，false，...] 的 字符 捉 

// 便于 存 入 HashMap 

String state = Arrays.toString(used); 


0 
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if (bucket == target) { 
// 装 满 了 当前 桶 ， 递 归 穷 举 下 一 个 桶 的 选择 
boolean res = backtrack(k - 1, 0, nums, 0, used, target); 
// 将 当前 状态 和 结果 存 入 备 忘 5 
memo.put(state, res); 
return res; 


} 


if (memo.containsKey(state)) { 
// 如 果 当 前 状态 曾 今 计算 过 ， 就 直接 返回 ， 不 要 再 递归 穷 举 了 
return memo.get(state); 


} 


// 其 他 逻辑 不 变 ,.， 


这 样 提交 和 解法， 发现 执行 效率 依然 比较 低 ， 这 次 不 是 因为 算法 逻辑 上 的 见 余 计算 ， 而 是 代码 实现 上 的 问题 。 


因为 每 次 递归 都 要 把 used 数组 转化 成 字符 串 ， 这 对 于 编程 语言 来 说 也 是 一 个 不 小 的 消耗 ， 所 以 我 们 还 可 以 
进一步 优化 。 


注意 题目 给 的 数据 规模 nums. Length <= 16， 也 就 是 说 Used 数组 最 多 也 不 会 超过 16， 那 么 我 们 完全 可 以 
用 [位 图 | 的 技巧 ， 用 一 个 int 类 型 的 Used 变量 来 替代 used 数组 。 


具体 来 说 ， 我 们 可 以 用 整数 used 的 第 i 位 ((used >> i) & 1) 的 1/0 来 表示 used[il] 的 true/false。 
这 样 一 来 ， 不 仅 节约 了 空间 ， 而 且 整 数 used 也 可 以 直接 作为 键 存 入 HashMap， 省 去 数组 转 字符 串 的 消耗 。 
看 下 最 终 的 解法 代码 : 


public boolean canPartitionKSubsets(int[] nums, int k) { 
// 排除 一 些 基本 情况 
if (k > nums. length) return false; 
int sum = 0; 
for (int v : nums) sum += Vv; 
if (sum % k != 0) return false; 


int used = 0; // 使 用 位 图 技巧 

int target = sum / k; 

// kk 号 桶 初始 什么 都 没 装 ， 从 nums [0] 开始 做 选择 
return backtrack(k, 0, nums, 0, used, target); 


} 
HashMap<Integer, Boolean> memo = new HashMap<>(); 


boolean backtrack(int k, int bucket, 
int[] nums, int start, int used, int target) { 
// base case 
fe 0 
// 所 有 桶 都 被 装 满 了 ， 而 且 nums 一 定 全 部 用 完了 
return true, 
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if (bucket == target) { 
// 装 满 了 当前 桶 ， 递 归 穷 举 下 一 个 桶 的 选择 
// 让 下 一 个 桶 从 nums [0] 开始 选 数字 
boolean res = backtrack(k - 1, 0, nums, 0, used, target); 
// 缓存 结果 
memo.put(used, res); 
neturmn resy 


} 


if (memo.containsKey(used)) { 
// 避免 见 余 计算 
return memo.get(used); 


} 
for (int i = start; i < nums.length; i++) { 
// 前 枝 
Tfn(((used SU T== 1)96/X 判断 第 人 位 是 省 是 1] 
// nums [i] 已 经 被 装 入 别 的 桶 中 
continue; 
] 
if (nums[i] + bucket > target) { 
continue; 
} 


// 做 选择 

used |= 1 << i; // 将 第 i 位 置 为 1 

bucket += nums[il]; 

// 递归 穷 举 下 一 个 数字 是 否 装 入 当前 桶 

if (backtrack(k, bucket, nums, i + 1, used, target)) { 
Pekturmn tnue, 

} 

// 撤销 选择 

used ^ 1 << i; // 使 用 异 或 运算 将 第 i 位 恢复 0 

bucket -= nums[il]; 


} 


return false; 


至 此 ， 这 道 题 的 第 二 种 思路 也 完成 了 。 


四 、 最 后 总 结 


本 文 写 的 这 两 种 思路 都 可 以 算出 正确 答案 ， 不 过 第 一 种 解法 即便 经 过 了 排序 优化 ， 也 明显 比 第 二 种 解法 慢 很 
多 ， 这 是 为 什么 呢 ? 


我 们 来 分 析 一 下 这 两 个 算法 的 时 间 复 杂 度 ， 假 设 nums 中 的 元 素 个 数 为 n。 


先 说 第 一 个 解法 ， 也 就 是 从 数字 的 角度 进行 穷 举 ，n 个 数字 ， 每 个 数字 有 个 桶 可 供 选 择 ， 所 以 组 合 出 的 结 
果 个 数 为 k“^n， 时 间 复 杂 度 也 就 是 0(k^n)。 


第 二 个 解法 ， 每 个 桶 要 遍历 " 个 数字 ， 对 每 个 数字 有 [ 装 入 」 或 不 装 入 」 两 种 选择 ， 所 以 组 合 的 结果 有 
2^n 种 ; 而 我 们 有 k 个 桶 ， 所 以 总 的 时 间 复杂 度 为 0(k*2^n ) 。 
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ee 实际 的 复杂 度 肯 定 要 好 很 多 ， 毕 竟 我 们 添加 了 这 么 多 剪 枝 逻辑 。 
过 ， 从 复杂 度 的 上 界 已 经 可 以 看 出 第 一 种 思路 要 慢 很 多 了 。 


所 以 ， 谁 说 回溯 算法 没有 技巧 性 的 ? 虽然 回溯 算法 就 是 暴力 穷 举 ， 但 穷 举 也 分 聪明 的 穷 举 方式 和 低 效 的 穷 举 
方式 ， 关 键 看 你 以 谁 的 【视角 」 进行 穷 举 。 


通俗 来 说 ， 我 们 应 该 尽量 【少量 多 次 」 ， 就 是 说 宁可 多 做 几 次 选择 ， 也 不 要 给 太 大 的 选择 空间 ， 宁 可 [二 
一 」 选 k 次 ， 也 不 要 Ik 选 一 」 选 一 次 。 


好 了 ， 这 道 题 我 们 从 两 种 视角 进行 穷 举 ， 虽 然 代 码 量 看 起 来 多 ， 但 核心 逻辑 都 是 类 似 的 ， 相 信 你 通过 本 文 能 
够 更 深刻 地 理解 回溯 算法 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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一 文 秒杀 所 有 排列 /组 合 / 子 集 问 题 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
78. 子 集 (中 等 ) 

90. 子 集 1 (中 等 ) 

77. 组 合 (中 等 ) 

39. 组 合 总 和 (中 等 ) 

40. 组 合 总 和 中 (中 等 ) 

216. 组 合 总 和 川 (中 等 ) 

46. 全 排列 (中 等 ) 

47. 全 排列 中 (中 等 ) 


虽然 这 几 个 问题 是 高 中 就 学 过 的 ， 但 如 果 想 编写 算法 决 这 几 类 问题 ， 还 是 非常 考验 计算 机 思维 的 ， 本 文 就 讲 
讲 编程 解决 这 几 个 问题 的 核心 思路 ， 以 后 再 有 什么 变 体 ， 你 也 能 手 到 扒 来 ， 以 不 变 应 万 变 。 


无 论 是 排列 、 组 合 还 是 子 集 问题 ， 简 单 说 无 非 就 是 让 你 从 序列 nums 中 以 给 定 规则 取 若 干 元 素 ， 主 要 有 以 下 
几 种 变 体 : 


形式 一 、 元 素 无 重 不 可 复 选 ， 即 nums 中 的 元 素 都 是 唯一 的 ， 每 个 元 素 最 多 只 能 被 使 用 一 次 ， 这 也 是 最 基本 
的 形式 。 


以 组 合 为 例 ， 如 果 输 入 nums = [2,3,6,7]， 和 为 7 的 组 合 应 该 只 有 [7]。 

形式 二 、 元 素 可 重 不 可 复 选 ， 即 nums 中 的 元 素 可 以 存在 重复 ， 每 个 元 素 最 多 只 能 被 使 用 一 次 。 
以 组 合 为 例 ， 如 果 输 入 nums = [2,5,2,1,2]， 和 为 7 的 组 合 应 该 有 两 种 [2,2,2,1] 和 [5,21。 
形式 三 、 元 素 无 重 可 复 选 ， 即 nums 中 的 元 素 都 是 唯一 的 ， 每 个 元 素 可 以 被 使 用 若干 次 。 

以 组 合 为 例 ， 如 果 输 入 nums = [2,3,6,7]， 和 为 7 的 组 合 应 该 有 两 种 [2,2,3] 和 [7]。 


当然 ， 也 可 以 说 有 第 四 种 形式 ， 即 元 素 可 重 可 复 选 。 但 既然 元 素 可 复 选 ， 那 又 何必 存在 重复 元 素 呢 ? 元 素 去 
重 之 后 就 等 同 于 形式 三 ， 所 以 这 种 情况 不 用 考虑 。 
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上 面 用 组 合 问 题 举 的 例子 ， 但 排列 、 组 合 、 子 集 问 题 都 可 以 有 这 三 种 基本 形式 ， 所 以 共有 9 种 变化 。 


除 此 之 外 ， 题 目 也 可 以 再 添加 各 种 限制 条 件 ， 比 如 让 你 求 和 为 target 且 元 素 个 数 为 k 的 组 合 ， 那 这 么 一 来 
又 可 以 衍生 出 一 堆 变 体 ， 怪 不 得 面试 笔试 中 经 常 考 到 排列 组 合 这 种 基本 题 型 。 


但 无 论 形式 怎么 变化 ， 其 本 质 就 是 穷 举 所 有 解 ， 而 这 些 解 呈现 树 形 结构 ， 所 以 合理 使 用 回溯 算法 框架 ， 稍 改 
代码 框架 即 可 把 这 些 问 题 一 网 打 尽 。 


具体 来 说 ， 你 需要 先 阅读 并 理解 前 文 回溯 算法 核心 套路 ， 然 后 记 住 如 下 子 集 问题 和 排列 问题 的 回溯 树 ， 就 可 
以 解决 所 有 排列 组 合子 集 相关 的 问题 : 


Ly 
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为 什么 只 要 记 住 这 两 种 树 形 结构 就 能 解决 所 有 相关 问题 呢 ? 


首先 ， 组 合 问题 和 子 集 问 题 其 实 是 等 价 的 ， 这 个 后 面 会 讲 ; 至 于 之 前 说 的 三 种 变化 形式 ， 无 非 是 在 这 两 棵 树 
上 剪 掉 或 者 增加 一 些 树枝 罢了 。 


那么 ， 接 下 来 我 们 就 开始 穷 举 ， 把 排列 /组 合 / 子 集 问题 的 9 种 形式 都 过 一 遍 ， 学 学 如 何 用 回溯 算法 把 它们 一 


套 带 走 。 

子 集 (元素 无 重 不 可 复 选 ) 

力 扣 第 78 题 [ 子 集 」 就 是 这 个 问题 

题目 给 你 输入 一 个 无 重复 元 素 的 数组 nums， 其 中 每 个 元 素 最 多 使 用 一 次 ， 请 你 返回 nuns 的 所 有 子 集 。 


孙 数 签名 如 下 : 
List<List<Integer>> subsets(int[] nums ) 
比如 输入 nums = [1,2,3]， 算 法 应 该 返回 如 下 子 集 : 
sl te esl 2 le 2 pp 


好 ， 我 们 暂时 不 考虑 如 何 用 代码 实现 ， 先 回忆 一 下 我 们 的 高 中 知识 ， 如 何 手 推 所 有 子 集 ? 
首先 ， 生 成 元 素 个 数 为 0 的 子 集 ， 即 空 集 | ] ， 为 了 方便 表示 ， 我 称 之 为 5_0。 
然后 ， 在 5_0 的 基础 上 生成 元 素 个 数 为 1 的 所 有 子 集 ， 我 称 为 5_1: 


S_0 


De 
Si [143 [2] [3] 
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接 下 来 ， 我 们 可 以 在 5_1 的 基础 上 推导 出 5_2， 即 元 素 个 数 为 2 的 所 有 子 集 : 


S-1 [1] [2] [3] 


A pk 


2 
S12 [2 [1.3] [2, 3 
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为 什么 集合 [21 只 需要 添加 3， 而 不 添加 前 面 的 1 呢 ? 


因为 集合 中 的 元 素 不 用 考虑 顺序 ， [1,2,3] 中 2 后 面 只 有 3， 如果 你 向 前 考虑 1， 那 么 12,1] 会 和 之 前 已 
经 生成 的 子 集 [1, 21 重复 。 


换 句 话说 ， 我 们 通过 保证 元 素 之 间 的 相对 顺序 不 变 来 防止 出 现 重 复 的 子 集 。 
接着 ， 我 们 可 以 通过 5_2 推出 5_3， 实 际 上 5_3 中 只 有 一 个 集合 [1, 2,3]， 它 是 通过 [1,2] 推出 的 。 


整个 推导 过 程 就 是 这 样 一 棵 树 : 


[3] 
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在 线 网 站 
注意 这 棵 树 的 特性 : 
如 果 把 根 节点 作为 第 0 层 ， 将 每 个 节点 和 根 节点 之 间 树 枝 上 的 元 素 作为 该 节点 的 值 ， 那 么 第 n 层 的 所 有 节点 
就 是 大 小 为 n 的 所 有 子 集 。 


你 比如 大 小 为 2 的 子 集 就 是 这 一 层 节 点 的 值 : 


3| 
公众 号 : labuladong 


0 层 。 
那么 再 进一步 ， 如 果 想 计算 所 有 子 集 ， 那 只 要 遍历 这 棵 多 叉 树 ， 把 所 有 节点 的 值 收集 起 来 不 就 行 了 ? 


ii 


直接 看 代码 : 


List<List<Integer>> res = new LinkedList<>(); 
// 记录 回溯 算法 的 递归 路 径 
LinkedList<Integer> track = new LinkedList<>(); 


// 主子 数 

public List<List<Integer>> subsets(int[] nums) { 
backtrack(nums, 0); 
returnnmese 


} 


// 回溯 算法 核心 函数 ， 遍 历 子 集 问 题 的 回溯 树 
void backtrack(int[] nums, int start) { 


// 前 序 位 置 ， 每 个 节点 的 值 都 是 一 个 子 集 
res.add(new LinkedList<>(track)):; 


// 回溯 算法 标准 框架 
for (int i = start; i < nums.length; i++) { 
397/692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


/UV 做 选 择 
track, addLast (nums [i]); 


// 通过 start 参数 控制 树枝 的 遍历 ， 避 


(人 i + 1); 
// 撤销 选择 
track. removeLast ( ) ， 


看 过 前 文 回溯 算法 核心 框架 的 读者 应 该 很 容易 理解 这 段 代 码 把 ， 我 们 使 用 sta rt 参数 控制 树枝 的 生长 避免 
产生 重复 的 子 集 ， 用 track 记录 根 节 点 到 每 个 节点 的 路 径 的 值 ， 同 时 在 前 序 位 置 把 每 个 节点 的 路 径 值 收集 起 
来 ， 完 成 回溯 树 的 遍历 就 收集 了 所 有 子 集 : 


a me 
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最 后 ，backtrack 国 数 开 头 看 似 没 有 base case， 会 不 会 进入 无 限 递归 ? 


其 实 不 会 的 ， 当 start == nums.Length 时 ， 叶 子 节 点 的 值 会 被 装 入 res， 但 for 循环 不 会 执行 ， 也 就 结 
束 了 递归 。 


组 合 (元 素 无 重 不 可 复 选 ) 

如 果 你 能 够 成 功 的 生成 所 有 无 重子 集 ， 那 么 你 稍微 改 改 代码 就 能 生成 所 有 无 重组 合 了 。 
你 比如 说 ， 让 你 在 nums = [1,2,3] 中 拿 2 个 元 素 形成 所 有 的 组 合 ， 你 怎么 做 ? 
稍微 想 想 就 会 发 现 ， 大 小 为 2 的 所 有 组 合 ， 不 就 是 所 有 大 小 为 2 的 子 集 嘛 。 

所 以 我 说 组 合 和 子 集 是 一 样 的 : 大 小 为 k 的 组 合 就 是 大 小 为 的 子 集 。 

比如 力 扣 第 77 题 【组合 」 : 

给 定 两 个 整数 n 和 Kk， 返回 范围 1，n] 中 所 有 可 能 的 k 个 数 的 组 合 。 
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图 数 签 名 如 下 : 

List<List<Integer>> combine(int n, int k) 
比如 comb ine(3，2) 的 返回 值 应 该 是 : 

[2 2 


这 是 标准 的 组 合 问 题 ， 但 我 给 你 翻译 一 下 就 变 成 子 集 问 题 了 : 
给 你 输入 一 个 数组 nums = [1,2..,n] 和 一 个 正 整数 k， 请 你 生成 所 有 大 小 为 k 的 子 集 。 


还 是 以 nums = [1,2,3] 为 例 刚才 让 你 求 所 有 子 集 ， 就 是 把 所 有 节点 的 值 都 收集 起 来 ; 现在 你 只 需要 把 
第 2 层 ( 根 节 点 视 为 第 0 层 ) 的 节点 收集 起 来 ， 就 是 大 小 为 2 的 所 有 组 合 : 
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反映 到 代码 上 ， 只 需要 稍 改 base case， 控 制 算法 仅仅 收集 第 Kk 层 节 点 的 值 即 可 : 


List<List<Integer>> res = new LinkedList<>(); 
// 记录 回溯 算法 的 递归 路 径 
LinkedList<Integer> track = new LinkedList<>(); 


// 主 遂 数 

public List<List<Integer>> combine(int n, int k) { 
backtrack(1, n, k); 
return res; 
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void backtrack(int start, int n, int k) { 
// base case 
fracke zel( 
// 遍历 到 了 第 k 层 ， 收 集 当 前 节点 的 值 
res.add(new LinkedList<>(track) ) ; 
return; 


} 


// 回溯 算法 标准 框架 
人 OF (全 ii en starte nr 
// 选择 
track.addLast (i); 
// 通过 start 参数 控制 树枝 的 人 遍历， 避免 产生 重复 的 子 集 
backtrack(Gn ee Tm K) 
// 撤销 选择 
track.removeLast(); 


这 样 ， 标 准 的 子 集 问题 也 解决 了 。 

排列 (元 素 无 重 不 可 复 选 ) 

排列 问题 在 前 文 回溯 算法 核心 框架 讲 过 ， 这 里 就 简单 过 一 下 。 
力 扣 第 46 题 【全 排列 」 就 是 标准 的 排列 问题 : 

给 定 一 个 不 含 重复 数字 的 数组 nums， 返 回 其 所 有 可 能 的 全 排列 。 


图 数 签名 如 下 :: 
List<List<Integer>> permute(int[] nums ) 


比如 输入 nums = [1,2,3]1， 函 数 的 返回 值 应 该 是 : 


刚才 讲 的 组 合 / 子 集 问题 使 用 start 变量 保证 元 素 nums [start] 之 后 只 会 出 现 nums [start+1..] 中 的 元 
素 ， 通 过 固定 元 素 的 相对 位 置 保证 不 出 现 重复 的 子 集 。 


但 排列 问题 的 本 质 就 是 穷 举 元 素 的 位 置 ，nums [i] 之 后 也 可 以 出 现 nums [i] 左边 的 元 素 ， 所 以 之 前 的 那 一 
套 玩 不 转 了 ， 需 要 额外 使 用 used 数组 来 标记 哪些 元 素 还 可 以 被 选择 。 


标准 全 排列 可 以 抽象 成 如 下 这 棵 二 叉 树 : 
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我 们 用 used 数组 标记 已 经 在 路 径 上 的 元 素 避 免 重 复 选 择 ， 然 后 收集 所 有 叶子 节点 上 的 值 ， 就 是 所 有 全 排列 
的 结果 : 


List<List<Integer>> res = new LinkedList<>(); 
// 记录 回 济 算 法 的 递归 路 径 

LinkedList<Integer> track = new LinkedList<>(); 
// track 中 的 元 素 会 被 标记 为 true 

boolean[] used; 


/# 主 遂 数 ， 输 入 一 组 不 重复 的 数字 ， 返 回 它们 的 全 排列 x*/ 
public List<List<Integer>> permute(int[] nums) { 
used = new boolean[nums. length]; 
backtrack(nums ) ; 
return res 


} 


// 回溯 算法 核心 玉 数 
void backtrack(int[] nums) { 
// base case， 到 达 叶 子 节点 
if (track.size() == nums. length) { 
// 收集 叶子 节点 上 的 值 
res.add(new LinkedList(track)); 
return; 


} 


// 回溯 算法 标准 框架 
for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
// 已 经 存在 track 中 的 元 素 ， 不 能 重复 选择 
if (used[i]) { 
continue; 


} 
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// 做 选择 

Used [il = true; 
track.addLast (nums [i]); 
// 进入 下 一 层 回溯 树 
backtrack(nums); 

// 取消 选择 

track. removeLast ( ) ; 
Used [il = false; 


这 样 ， 全 排列 问题 就 解决 了 。 
但 如 果 题 目 不 让 你 算 全 排列 ， 而 是 让 你 算 元 素 个 数 为 k 的 排列 ， 怎 么 算 ? 


也 很 简单 ， 改 下 backtrack 国 数 的 base case， 仅 收集 第 k 层 的 节点 值 即 可 : 


// 回溯 算法 核心 函数 
void backtrack(int[] nums, int k) { 
// base case， 到 达 第 k 层 
fracka slize() Kk) 
// 第 k 层 节 点 的 值 就 是 大 小 为 k 的 排列 
res.add(new LinkedList(track)); 
return; 


} 


// 回溯 算法 标准 框架 

for (int i 三 0: < nums. length; i++) { 
AT 
backtrack(Cnums，k); 
YA 


子 集 /组 合 (元 素 可 重 不 可 复 选 ) 

刚才 讲 的 标准 子 集 问题 输入 的 nums 是 没有 重复 元 素 的 ， 但 如 果 存 在 重复 元 素 ， 怎 么 处 理 呢 ? 
力 扣 第 90 题 [ 子 集 山 就 是 这 样 一 个 问题 : 

给 你 一 个 整数 数组 nums， 其 中 可 能 包含 重复 元 素 ， 请 你 返回 该 数组 所 有 可 能 的 子 集 。 


图 数 签名 如 下 :: 
List<List<Integer>> subsetsWithDup(int[] nums ) 
比如 输入 nums = [1,2,2|]， 你 应 该 输出 : 
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a a a 2 bl | 


当然 ， 按 道理 说 集合 不 应 该 包含 重复 元 素 的 ， 但 既然 题目 这 样 问 了 ， 我 们 就 忽略 这 个 细节 吧 ， 仔 细 思 考 一 下 
这 道 题 怎么 做 才 是 正事 。 


就 以 nums = [11,2,2] 为 例 ， 为 了 区 别 两 个 2 是 不 同 元 素 ， 后 面 我 们 写作 nums = [1,2,2 |]。 
按照 之 前 的 思路 画 出 子 集 的 树 形 结构 ， 显 然 ， 两 条 值 相 同 的 相 邻 树枝 会 产生 重复 : 


Di [2] Te [2 
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所 以 我 们 需要 进行 剪 枝 ， 如 果 一 个 节点 有 多 条 值 相同 的 树枝 相 邻 ， 则 只 一 条 ， 剩 下 的 都 剪 掉 ， 不 要 去 
遍历 : 
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2 
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体现 在 代码 上 ， 需 要 先进 行 排序 ， 让 相同 的 元 素 靠 在 一 起 ， 如 果 发 现 nums[i] == nums[I-I]， 则 跳 过 : 


List<List<Integer>> res = new LinkedList<>(); 
LinkedList<Integer> track = new LinkedList<>(); 


public List<List<Integer>> subsetsWithDup(int[] nums) { 
// 先 排序 ， 让 相同 的 元 素 靠 在 一 起 
Arrays.sort(nums); 
backtrack(nums, 0); 
return res; 


J 


void backtrack(int[] nums, int start) { 
// 前 序 位 置 ， 每 个 节点 的 值 都 是 一 个 子 集 
res.add(new LinkedList<>(track)):; 


for (int i = start; i < nums.length; i++) { 
// 和 瘟 枝 逻辑 ， 值 相同 的 相 邻 树枝， 只 遍历 第 一 条 
if (i > start SS nums[il == nums[i - 1]) { 
continue; 
} 
track.addLast (nums [i]); 
backtrack(nums, i + 1); 
track.removeLast(); 


这 段 代 码 和 之 前 标准 的 子 集 问题 的 代码 几乎 相同 ， 就 是 添加 了 排序 和 剪 枝 的 还 辑 。 
至 于 为 什么 要 这 样 剪 枝 ， 结 合 前 面 的 图 应 该 也 很 容易 理解 ， 这 样 带 重 复元 素 的 子 集 问题 也 解决 了 。 
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我 们 说 了 组 合 问题 和 子 集 问 题 是 等 价 的 ， 所 以 我 们 直接 看 一 道 组 合 的 题目 吧 ， 这 是 力 扣 第 40 题 【组合 总 和 
ID : 


给 你 输入 candidates 和 一 个 目标 和 target， 从 candidates 中 找 出 中 所 有 和 为 target 的 组 合 。 
candidates 可 能 存在 重复 元 素 ， 且 其 中 的 每 个 数字 最 多 只 能 使 用 一 次 。 


说 这 是 一 个 组 合 问题 ， 其 实 换个 问 法 就 变 成 子 集 问题 了 : 请 你 计算 candidates 中 所 有 和 为 target 的 子 
俯 
oo 


所 以 这 题 怎 么 做 呢 ? 


对 比 子 集 问题 的 解法 ， 只 要 额外 用 一 个 track5um 变量 记录 回溯 路 径 上 的 元 素 和 和， 然后 将 base case 改 一 改 
即 可 解决 这 道 题 : 


List<List<Integer>> res = new LinkedList<>(); 
// 记录 回溯 的 路 径 

LinkedList<Integer> track = new LinkedList<>(); 
// 记录 track 中 的 元 素 之 和 

ant trackSum=0; 


public List<List<Integer>> combinationSum2(int[] candidates, int target) { 
if (candidates.Length == 0) { 
return res,; 
jp 
// 先 排序 ， 让 相同 的 元 素 靠 在 一 起 
Arrays.sort(candidates) ; 
backtrack(candidates, 0, target); 
returm res, 


} 


// 回 济 算 法 主 遂 数 
void backtrack(int[] nums, int start, int target) { 
// base case， 达 到 目标 和 ， 找 到 符合 条 件 的 组 合 
if (trackSum == target) { 
res.add(new LinkedList<>(track) ) ; 
PeEun 
jf 
// base case， 超 过 目标 和 ， 直 接 结 
if (trackSum > target) { 
return; 


} 


// 回溯 算法 标准 框架 
for (int i = start; i < nums.length; i++) { 
// 和 瘟 枝 逻辑 ， 值 相同 的 树枝 ， 只 遍历 第 一 条 
f(start oemnumslue =="nums le Te 
continue; 
} 
// 做 选择 
Graeksadal is 
trackSum += nums [i]; 
// 递归 遍历 下 一 层 回 济 树 
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backtrack(nums, i + 1, target); 
// 撤销 选择 

track.removeLast(); 

trackSum -= nums [i]; 


排列 〈 元 素 可 重 不 可 复 选 ) 
排列 问题 的 输入 如 果 存 在 重复 ， 比 子 集 /组 合 问题 稍微 复杂 一 点 ， 我 们 看 看 力 扣 第 47 题 【全 排列 | : 
给 你 输入 一 个 可 包含 重复 数字 的 序列 nums5， 请 你 写 一 个 算法 ， 返 回 所 有 可 能 的 全 排列 ， 消 数 签名 如 下 : 


List<List<Integer>> permuteUnique(int[] nums) 
比如 输入 nums = [1,2,2]， 国 数 返回 : 

[2 > 2 
先 看 解法 代码 : 


List<List<Integer>> res = new LinkedList<>(); 
LinkedList<Integer> track = new LinkedList<>(); 
boolean[] used; 


public List<List<Integer>> permuteUnique(int[] nums) { 
// 先 排序 ， 让 相同 的 元 素 靠 在 一 起 
Arrays.sort(nums); 
used = new boolean[nums. length]; 
backtrack(nums, track); 
return res， 


} 
void backtrack(int[] nums) { 
if (track.size() == nums. length) { 
res.add(new LinkedList(track)); 
leu 
} 


for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
if (used[i]) { 
continue; 
} 
// 新 添加 的 前 枝 逻辑 ， 固 定 相同 的 元 素 在 排列 中 的 相对 位 置 
if (i > 0@ && nums[i] == nums[i -~ 1] S& iused[i ~- 1]) 1{ 
continue; 


J 
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track.add(nums [i]); 
used [il = true; 
backtrack(nums); 
track.removeLast(); 
used[i] = false; 


你 对 比 一 下 之 前 的 标准 全 排列 解法 代码 ， 这 段 解法 代码 只 有 两 处 不 同 : 

1、 对 nums 进行 了 排序 。 

2、 添 加 了 一 句 额外 的 剪 枝 逻辑 。 

类 比 输入 包含 重复 元 素 的 子 集 / 组 合 问 题 ， 你 大 概 应 该 理解 这 么 做 是 为 了 防止 出 现 重 复 结果 。 


但 是 注意 排列 问题 的 前 枝 逻 辑 ， 和 子 集 /组 合 问题 的 剪 校 逻辑 略 有 不 同 : 新 增 了 !used1i - 1] 的 逻辑 判 
断 。 


这 个 地 方 理解 起 来 就 需要 一 些 技巧 性 了 ， 且 听 我 慢 慢 到 来 。 为 了 方便 研究 ， 依 然 把 相同 的 元 素 用 上 标 “以 示 
区 别 。 


假设 输入 为 nums = [1,2,2' |， 标准 的 全 排列 算法 会 得 出 如 下 答案 : 


L272 1 L122 
[2 do A 
D2 2 2 dl 


显然 ， 这 个 结果 存在 重复 ， 比 如 [1,2,2' ] 和 [1,2',2| 应 该 只 被 算 作 同 一 个 排列 ， 但 被 算 作 了 两 个 不 同 的 
排列 。 


所 以 现在 的 关键 在 于 ， 如 何 设计 剪 梳 逻 辑 ， 把 这 种 重复 去 除 掉 ? 

答案 是 ， 保 证 相同 元 素 在 排列 中 的 相对 位 置 保持 不 变 。 

比如 说 nums = [1,2,2'] 这 个 例子 ,我 保持 排列 中 2 一 直 在 2' 前 面 。 
这 样 的 话 ， 你 从 上 面 6 个 排列 中 只 能 挑 出 3 个 排列 符合 这 个 条 件 : 


[ [1,2,2°], (2,1,2'],[2,2',1] ] 


这 也 就 是 正确 答案 。 


进一步 ， 如 果 nums = [1,2,2',2'']， 我 只 要 保证 重复 元 素 2 的 相对 位 置 固定 ， 比 如 说 2 -> 2' -> 
2''， 也 可 以 得 到 无 重复 的 全 排列 结果 。 


仔细 思考 ， 应 该 很 容易 明白 其 中 的 原理 : 
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标准 全 排列 算法 之 所 以 出 现 重复 ， 是 因为 把 相同 元 素 形成 的 排列 序列 视 为 不 同 的 序列 ， 但 实际 上 它们 应 该 是 
相同 的 ; 而 如 果 固定 相同 元 素 形成 的 序列 顺序 ， 当 然 就 避免 了 重复 。 


那么 反映 到 代码 上 ， 你 注意 看 这 个 剪 校 逻辑 : 


// 新 添加 的 剪 枝 逻辑 ， 固 定 相同 的 元 素 在 排列 中 的 相对 位 置 

if (i > 0 && nums[i] == nums[i - 1] SS !used[i - 1]) { 
// 如 果 前 面 的 相 邻 相等 元 素 没有 用 过 ， 则 跳 过 
continue; 


} 


WW mn 


当 出 现 重 复元 素 时 ， 比 如 输入 nums = [1,2,2',2'']，2' 只 有 在 2 已 经 被 使 用 的 情况 下 才 会 被 选择 ， 
2 ”只 有 在 2 ”已 经 被 使 用 的 情况 下 才 会 被 选择 ， 这 就 保证 了 相同 元 素 在 排列 中 的 相对 位 置 保证 固定 。 


好 了 ， 这 样 包含 重复 输入 的 排列 问题 也 解决 了 。 

子 集 /组 合 (元 素 无 重 可 复 选 ) 

终于 到 了 最 后 一 种 类 型 了 : 输入 数组 无 重复 元 素 ， 但 每 个 元 素 可 以 被 无 限 次 使 用 。 
直接 看 力 扣 第 39 题 【组合 总 和 ) : 


给 你 一 个 无 重复 元 素 的 整数 数组 candidates 和 一 个 目标 和 target， 找 出 candidates 中 可 以 使 数字 和 
为 目标 数 target 的 所 有 组 合 。candidates 中 的 每 个 数字 可 以 无 限制 重复 被 选取 。 


图 数 签名 如 下 :: 
List<List<Integer>> combinationSum(int[] candidates, int target ) 
比如 输入 candidates = [1,2,3]，target = 3， 算 法 应 该 返回 : 
[sae 2 lS 


这 道 题 说 是 组 合 问题 ， 实 际 上 也 是 子 集 问 题 : candidates 的 哪些 子 集 的 和 为 target? 


想 解 决 这 种 类 型 的 问题 ， 也 得 回 到 回溯 树 上 ， 我 们 不 妨 先 思 考 思考 ， 标 准 的 子 集 /组 合 问题 是 如 何 保证 不 重复 
使 用 元 素 的 ? 


答案 在 于 backtrack 递归 时 输入 的 参数 : 


// 回溯 算法 标准 框架 

for (int i = start; i < nums.length; i++) { 
HI 
// 递归 遍历 下 一 层 回溯 树 ， 注 意 参 数 
backtrack(nums, i + 1, target); 
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在 线 网 站 
// .:,。 


这 个 i 从 start 开始 ， 那 么 下 一 层 回 溯 树 就 是 从 start + 1 开始， 从 而 保证 nums [start] 这 个 元 素 不 会 
被 重复 使 用 : 


公众 号 : labuladong 
那么 反 过 来 ， 如 果 我 想 让 每 个 元 素 被 重复 使 用 ， 我 只 要 把 i + 1 改 成 i 即 可 : 


// 回溯 算法 标准 框架 
for (int i = start; i < nums.length; i++) + 


J 

// 递归 人 遍历 下 一 层 回 溯 树 
backtrack(nums, i, target); 
/人 


这 相当 于 给 之 前 的 回溯 树 添加 了 一 条 树 校 ， 在 人 遍历 这 棵 树 的 过 程 中 ， 一 个 元 素 可 以 被 无 限 次 使 用 : 
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1 > 3 
, ro 
| WE 3 
Te 


公众 号 : labuladong 


当然 ， 这 样 这 棵 回溯 树 会 永远 生长 下 去 ， 所 以 我 们 的 递归 函数 需要 设置 合适 的 base case 以 结束 算法 ， 即 路 
径 和 大 于 target 时 就 没 必要 再 遍历 下 去 了 。 


这 道 题 的 解法 代码 如 下 : 


List<List<Integer>> res = new LinkedList<>(); 
// 记录 回溯 的 路 径 

LinkedList<Integer> track = new LinkedList<>(); 
// 记录 track 中 的 路 径 和 

int trackSum = 0; 


public List<List<Integer>> combinationSum(int[] candidates, int target) { 
if (candidates,.length == 0) { 
return res,; 
J 
backtrack(candidates, 0, target); 
return res; 


} 


// 回 济 算 法 主 遂 数 
void backtrack(int[] nums, int start, int target) { 
// base case， 找 到 目标 和 ， 记 录 结 
if (trackSum == target) { 
res.add(new LinkedList<>(track) ) ; 
return; 
} 
// base case， 超 过 目标 和 ， 停 止 向 下 遍历 
if (trackSum > target) { 
eumni 


} 
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// 回溯 算法 标准 框架 

for (int i = start; i < nums.length; i++) { 
// 选择 nums [i] 
trackSum += nums [i]; 
track.add(nums [i]); 
// 递归 遍历 下 一 层 回 济 树 
// 同一 元 素 可 重复 使 用 ， 注 意 参 类 
backtrack(nums, i, target); 
// 撤销 选择 nums [i] 
trackSum -= nums [i]; 
track. removeLast(); 


排列 (元素 无 重 可 复 选 ) 
力 扣 上 没有 类 似 的 题目 ， 我 们 不 妨 先 想 一 下 ，nums 数组 中 的 元 素 无 重复 且 可 复 选 的 情况 下 ， 会 有 哪些 排列 ? 
比如 输入 nums = [1,2,3]， 那 么 这 种 条 件 下 的 全 排列 共有 3^3 = 27 种 : 


[ 
[el 1 ee 2 | 训导 
[2 2p by 2 2 2 re 2 ei 2 el 
Bri U2 2 
] 


标准 的 全 排列 算法 利用 used 数组 进行 剪 枝 ， 避 免 重 复 使 用 同一 个 元 素 。 如 果 人 允许 重复 使 用 元 素 的 话 ， 直 接 
放飞 自我 ， 去 除 所 有 used 数组 的 剪 枝 逻 辑 就 行 了 。 


那 这 个 问题 就 简单 了 ， 代 码 如 下 : 


List<List<Integer>> res = new LinkedList<>(); 
LinkedList<Integer> track = new LinkedList<>(); 


public List<List<Integer>> permuteRepeat(int[] nums) { 
backtrack(nums ) ; 
return res; 


J 


// 回溯 算法 核心 函数 
void backtrack(int[] nums) { 
// base case， 到 达 叶 子 节点 
if (track.size() == nums. length) { 
// 收集 叶子 节点 上 的 值 
res.add(new LinkedList(track)); 
return; 


} 
// 回溯 算法 标准 框架 
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for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
// 做 选择 
track.add(nums [i]); 
// 进入 下 一 层 回溯 树 
backtrack(nums); 
// 取消 选择 
track.removeLast(); 


至 此 ， 排 列 /组 合 / 子 集 问 题 的 九 种 变化 就 都 讲 完了 。 


最 后 总 结 
来 回顾 一 下 排列 /组 合 / 子 集 问题 的 三 种 形式 在 代码 上 的 区 别 。 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


由 于 子 集 问题 和 组 合 问题 本 质 上 是 一 样 的 ， 无 非 就 是 base case 有 一 些 区 别 ， 所 以 把 这 两 个 问题 放 在 一 起 


看 。 


形式 一 、 元 素 无 重 不 可 复 选 ， 即 nums 中 的 元 素 都 是 唯一 的 ， 每 个 元 素 最 多 只 能 被 使 用 一 次 ，backtrack 核 


心 代码 如 下 : 


/# 组 合 / 子 集 问题 回溯 算法 框架 */ 
void backtrack(int[] nums, int start) { 
// 回溯 算法 标准 框架 
for (int i = start; i < nums.length; i++) { 
// 做 选择 
track.addLast (nums [i]); 
// 注意 参数 
backtrack(nums, i + 1); 
// 撤销 选择 
track.removeLast(); 


} 


/# 排列 问题 回溯 算法 框架 x*/ 
void backtrack(int[] nums) { 
for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
// 前 枝 逻辑 
if (used[i]) { 
continue; 
J 
// 做 选择 
used[i] = true; 
track.addLast (nums [i]); 


backtrack(nums); 

// 取消 选择 
track.removeLast(); 
used[i] = false; 
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形式 二 、 元 素 可 重 不 可 复 选 ， 即 nums 中 的 元 素 可 以 存在 重复 ， 每 个 元 素 最 多 只 能 被 使 用 一 次 ， 其 关键 在 于 
排序 和 剪 枝 ，backtrack 核心 代码 如 下 : 


Arrays.sort(nums ) ; 
/# 组 合 / 子 集 问题 回溯 算法 框架 */ 
void backtrack(int[] nums, int start) { 
// 回溯 算法 标准 框架 
for (int i = start; i < nums.length; i++) { 
// 和 前 枝 逻辑 ， 跳 过 值 相同 的 相 邻 树枝 
if (i > start && nums[i] == nums[i - 1]) { 
continue; 
} 
// 做 选择 
track.addLast (nums [i]); 
// 注意 参数 
backtrack(nums, i + 1); 
// 撤销 选择 
track.removeLast(); 


Arrays.sort(nums); 
/# 排列 问题 回溯 算法 框架 x*/ 
void backtrack(int[] nums) { 
for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
// 和 瘟 枝 逻辑 
if (used[i]) { 
continue; 
} 
// 和 瘟 枝 逻辑 ， 固 定 相 同 的 元 素 在 排列 中 的 相对 位 置 
if (i > 0@ && nums[i] == nums[i -~ 1] && ‘iused[i =- 1]) 1{ 
continue; 
} 
// 做 选择 
used[il] = true; 
track.addLast (nums [i]); 


backtrack(nums); 

// 取消 选择 
track.removeLast(); 
Used [ij = false; 


形式 三 、 元 素 无 重 可 复 选 ， 即 nums 中 的 元 素 都 是 唯一 的 ， 每 个 元 素 可 以 被 使 用 若干 次 ， 只 要 删 掉 去 重 逻 辑 
即 可 ，backtrack 核心 代码 如 下 : 
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/# 组 合 / 子 集 问 题 回溯 算法 框架 */ 
void backtrack(int[] nums, int start) { 
// 回溯 算法 标准 框架 
for (int i = start; i < nums.length; i++) { 
// 做 选择 
track.addLast (nums [i]); 
// 注意 参数 
backtrack(nums, i); 
// 撤销 选择 
track. removeLast(); 


/# 排列 问题 回溯 算法 框架 x*/ 
void backtrack(int[] nums) { 
for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
// 做 选择 
track.addLast (nums [i]); 


backtrack(nums); 
// 取消 选择 
track.removeLast(); 


只 要 从 树 的 角度 思考 ， 这 些 问题 看 似 复杂 多 变 ， 实 则 改 改 base case 就 能 解决 ， 这 也 是 为 什么 我 在 学 习 算 法 
和 数据 结构 的 框架 思维 和 手把手 刷 二 叉 树 (纲领 篇 ) 中 强调 树 类 型 题目 重要 性 的 原因 。 


如 果 你 能 够 看 到 这 里 ， 真 得 给 你 鼓掌 ， 相 信 你 以 后 遇 到 各 种 乱七八糟 的 算法 题 ， 也 能 一 眼看 透 它 们 的 本 质 ， 
以 不 变 应 万 变 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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DFS 算法 秒杀 所 有 岛屿 题目 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


号 @labuladong Bi 站 @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
200. 岛屿 数量 (中 等 ) 

1254. 统计 封闭 岛屿 的 数目 (中 等 ) 

1020. 飞 地 的 数量 (中 等 ) 

695. 岛屿 的 最 大 面积 (中 等 ) 

1905. 统计 子 岛屿 (中 等 ) 

694. 不 同 的 岛屿 数量 (中 等 ) 


岛屿 系列 算法 问题 是 经 典 的 面试 高 频 题 ， 虽 然 基本 的 问题 并 不 难 ， 但 是 这 类 问题 有 一 些 有 意思 的 扩展 ， 比 如 
求 子 岛屿 数量 ， 求 形状 不 同 的 岛屿 数量 等 等 ， 本 文 就 来 把 这 些 问 题 一 网 打 尽 。 


岛屿 系列 题目 的 核心 考点 就 是 用 DFS/BFS 算法 遍历 二 维 数组 。 


本 文 主要 来 讲解 如 何 用 DFS 算法 来 秒杀 岛屿 系列 题目 ， 不 过 用 BFS 算法 的 核心 思路 是 完全 一 样 的 ， 无 非 就 是 
把 DFS 改写 成 BFS 而 已 。 


那么 如 何在 二 维和 矩阵 中 使 用 DFS 搜索 呢 ? 如 果 你 把 二 维和 矩阵 中 的 每 一 个 位 置 看 做 一 个 节点 ， 这 个 节点 的 上 下 
左右 四 个 位 置 就 是 相 邻 节点 ， 那 么 整个 矩阵 就 可 以 抽象 成 一 幅 网 状 的 【图 」 结构。 


根据 学 习 数 据 结构 和 算法 的 框架 思维 ， 完 全 可 以 根据 二 叉 树 的 遍历 框架 改写 出 二 维 矩 阵 的 DFS 代码 框架 : 


// 二 义 树 遍历 框架 

void traverse(TreeNode root) { 
traverse(root. left); 
traverse(root.right); 


J 


// 二 维和 矩阵 遍历 框架 

void dfs(int[][] grid, int i, int j, boolean[] visited) { 
int m = grid,.\length, n = grid[0]. length; 
0 症 ， 
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// 超出 索引 边界 
return; 
J 
Wf (stedi 
WW 已 好 历时 (0 
return; 
} 
J (nl) 
visited[i][j] = true; 
dfs(grid, i =- 1, j, visited 
dfs(grid, i + 1, j, visited 
dfrs(gridei eg LT visited 


) 
) 
) 
dfs(grid, i, j + 1, visited) 


n 
了 
n 
了 
m 
了 
m 
有 


因为 二 维 矩阵 本 质 上 是 一 幅 【图 | ， 所 以 遍历 的 过 程 中 需要 一 个 visited 布尔 数组 防止 走 回头 路 ， 如 果 你 
能 理解 上 面 这 段 代 码 ， 那 么 搞定 所 有 岛屿 系列 题目 都 很 简单 。 


这 里 额外 说 一 个 处 理 二 维 数组 的 常用 小 技巧 ， 你 有 时 会 看 到 使 用 【方向 数组 」 来 处 理 上 下 左右 的 遍历 ， 和 前 
文 图 遍历 框架 的 代码 很 类 似 : 


// 方向 数组 ， 分 别 代表 上 、 下 、 左 、 碳 
int[][] dirs = new int[] []{{-1,0}, {1,0}, {0,-1}, {0,1}}; 


vomde drs(amell larid ne me ooLeanll visited 
int m = grid,.\length, n = grid[0]. length; 


< m= nd 
// 超出 索引 边界 
return; 

j 


(sted 辐 诈 队 枉 
// 已 遍历 过 (i,，j) 
return; 


} 


// 进入 节点 (i，j) 
visited[i][j] = true; 
// 递归 遍历 上 下 左右 的 节点 
om (Cm lon nist 
int next i = i + dl[0]; 
ntinextee = dl 
dfs(grid, next_i, next j, visited); 
j 
// 离开 节点 (i,，j) 


这 种 写法 无 非 就 是 用 for 循环 处 理 上 下 左右 的 遍历 罢了 ， 你 可 以 按照 个 人 喜好 选择 写法 。 
岛屿 数量 
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这 是 力 扣 第 200 题 [岛屿 数量 |] ， 最 简单 也 是 最 经 典 的 一 道 问题 ， 题 目 会 输入 一 个 二 维 数组 grid， 其 中 只 
包含 0 或 者 1，0 代表 海水 ，1 代表 陆地 ， 且 假设 该 矩阵 四 周 都 是 被 海水 包围 着 的 。 
我 们 说 连 成 片 的 陆地 形成 岛屿 ， 那 么 请 你 写 一 个 算法 ， 计 算 这 个 答 阵 grid 中 岛屿 的 个 数 ， 国 数 签名 如 下 : 


int numIsLands(char[][] grid); 


比如 说 题目 给 你 输入 下 面 这 个 grid 有 四 片 岛屿 ， 算 法 应 该 返回 4: 


思路 很 简单 ， 关 键 在 于 如 何 寻找 并 标记 [岛屿 ， 这 就 要 DFS 算法 发 挥 作用 了 ， 我 们 直接 看 解法 代码 : 


// 主 国 数 ， 计 算 岛屿 数量 
int numIsLands(char[][] grid) { 
int res = 0; 
nem rarid Lengthe nn oridlol tengths; 
// 遍历 grid 
for (int i = 0; i < m; i++) { 
For (nine < mn 
if (grid[i][j] == '1') { 
// 每 发 现 一 个 岛屿 ， 岛 屿 数量 加 一 
reS++; 
// 然后 使 用 DFS 将 岛屿 淹 了 
of (or 全 合用 玉 


return res; 


» 


// 从 (i，j) 开始 ， 将 与 之 相 邻 的 陆地 都 变 成 海水 
vonmde dtsi(emarmp ll or mt et 
int m = grid.length, n = grid[0].Length; 


417/ 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


to mn 


/1/1 Du 索引 边界 
// 超出 系 5| 双 乔 


neturns 

} 

it (grid[lillil = oy 
// 已 经 是 海水 了 
人 人世 Un 

J 

// 将 (i，j) 变 成 海水 


grid ll la = OY 

// 淹没 上 下 左右 的 陆地 
dfs(gmiden ey 
dfs(grid, i, j + 
difisi(gqrde i 1 
difs(gmidei 三 


为 什么 每 次 遇 到 岛屿 ， 都 要 用 DFS 算法 把 岛屿 【 漳 了 J 呢 ? 主要 是 为 了 省 事 ， 避 免 维护 visited 数组 。 


因为 dfs 函数 遍历 到 值 为 0 的 位 置 会 直接 返回 ， 所 以 只 要 把 经 过 的 位 置 都 设置 为 0， 就 可 以 起 到 不 走 回头 路 
的 作用 。 


‖ PSs: 这 类 DFS 算法 还 有 个 别名 叫做 FloodFill 算法 ， 现 在 有 没有 觉得 FloodFill 这 个 名 字 还 挺 贴切 的 ~ 

这 个 最 最 基本 的 算法 问题 就 说 到 这 ， 我 们 来 看 看 后 面 的 题目 有 什么 花样 。 

封闭 岛屿 的 数量 

上 一 题 说 二 维和 矩阵 四 周 可 以 认为 也 是 被 海水 包围 的 ， 所 以 靠边 的 陆地 也 算 作 岛屿 。 

力 扣 第 1254 题 【统计 封闭 岛屿 的 数目 j 和 上 一 题 有 两 点 不 同 : 

1、 用 0 表示 陆地 ， 用 1 表示 海水 。 

2、 让 你 计算 [封闭 岛屿 | 的 数目 。 所 谓 [封闭 岛屿 」 就 是 上 下 左右 全 部 被 1 包围 的 0， 也 就 是 说 靠边 的 陆地 
不 算 作 [封闭 岛屿 上 。 

函数 签名 如 下 : 


int cLosedIsLand(int[][] grid ) 


比如 题目 给 你 输入 如 下 这 个 二 维和 矩阵 : 
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算法 返回 2， 只 有 图 中 灰色 部 分 的 0 是 四 周全 都 被 海水 包围 着 的 「 封 闭 岛 屿 」。 


那么 如 何 判断 【封闭 岛屿 」 呢 ? 其 实 很 简单 ， 把 上 一 题 中 那些 靠边 的 岛屿 排除 掉 ， 剩 下 的 不 就 是 「 封 闭 岛 
屿 」 了 吗 ? 


有 了 这 个 思路 ， 就 可 以 直接 看 代码 了 ， 注 意 这 题 规定 0 表示 陆地 ， 用 1 表示 海水 : 


// 主 遂 数 : 计算 封闭 岛屿 的 数量 
int closedIsland(int[][] grid) { 
int m = grid. length, n = grid[0] .length; 
for (int j = 0; j < n; j++) { 
// 把 靠 上 边 的 岛屿 漳 掉 
Qifsi(greOR OO 
// 把 靠 下 边 的 岛屿 济 掉 
dsifgrardmEE sa 中 1 


hom (mt 0 me 
// 把 靠 左 边 的 岛屿 漳 掉 
difsi(grmide Te 0 
// 把 靠 右边 的 岛屿 漳 掉 
dfs(grid, i, n — 1); 
} 
// 遍历 grid， 剩 下 的 岛屿 都 是 封闭 岛屿 
nk nese= 0 
for (int i = 0; i < m; i++) { 
For t 0 < mn 
fra 0 
rest+t++; 
dif:s (Co oe 


} 
} 
return res; 


} 


// 从 (i，j) 开始 ， 将 与 之 相 邻 的 陆地 都 变 成 海水 
vo df sume or rd mt nt 
int m = grid,.\length, n = grid[0]. length; 
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i 二 并 到] 全 证 = 汪 | 
return; 
J 
a eoltatyell ate = at 
// 已 经 是 海水 了 
return; 
J 
// 将 (i，j) 变 成 海水 
@leol ha Dp 
// 淹没 上 下 左右 的 陆地 
oifsi(orao ir Le 
dfs(grid, i, j + 1 
dfs(grid 0 10 
difisi(gqmidee 1 E 二 二 


a 
让 
让 
) 


只 要 提前 把 靠边 的 陆地 都 淹 掉 ， 然 后 算出 来 的 就 是 封闭 岛屿 了 。 


PS: 处 理 这 类 岛屿 题目 除了 DFS/BFS 算法 之 外 ，Union Find 并 查 集 算 法 也 是 一 种 可 选 的 方法 ， 前 文 
Union Find 算法 运用 就 用 Union Find 算法 解决 了 一 道 类 似 的 问题 。 


这 道 岛屿 题目 的 解法 稍微 改 改 就 可 以 解决 力 扣 第 1020 题 中 地 的 数量 ， 这 题 不 让 你 求 封闭 岛屿 的 数量 ， 
而 是 求 封 闭 岛 屿 的 面积 总 和 。 


其 实 思路 都 是 一 样 的 ， 先 把 靠边 的 陆地 淹 掉 ， 然 后 去 数 剩 下 的 陆地 数量 就 行 了 ， 注 意 第 1020 题 中 1 代表 陆 
地 ，0 代表 海水 : 


int numEncLaves(int[][] grid) { 
intm=grid.Length，n= grid[0]. length; 
// 淹 掉 靠边 的 陆地 
for (int i = 0; i < m; i++) { 
difisi(om ol Oe 
ofsi(omade On 


Form (mee Om ne 
dsi(omid eo 从 
dhsi(Comid me ji 

} 


// 数 一 数 剩 下 的 陆地 
int res = 0; 
fo (Gant Te = 0 < Mm) 
foment 0 < 
a (ele ve nl (0 ss 
res += 1; 


} 
) 


eturnares 
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篇 幅 所 限 ， 具 体 代码 我 就 不 写 了 ， 我 们 继续 看 其 他 的 岛屿 题目 。 


岛屿 的 最 大 面积 
这 是 力 扣 第 695 题 」 ，0 表示 海水 ，1 表示 陆地 ， 现 在 不 让 你 计算 岛屿 的 个 数 了 ， 而 是 让 


你 计算 最 大 的 那个 岛屿 的 面积 ， 函 数 签名 如 下 : 


(Gint ll omid) 


比如 题目 给 你 输入 如 下 一 个 二 维和 矩阵 : 


其 中 面积 最 大 的 是 橘红 色 的 岛屿 ， 算 法 返回 它 的 面积 6。 
这 题 的 大 体 思路 和 之 前 完全 一 样 ， 只 不 过 dfs 阔 数 淹没 岛屿 的 同时 ， 还 应 该 想 办 法 记录 这 个 岛屿 的 面积 。 
我 们 可 以 给 dfs 函数 设置 返回 值 ， 记 录 每 次 淹没 的 陆地 的 个 数 ， 直 接 看 解法 吧 : 


( [a omadD et 
ee 三 0 
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int m = grid,.\length, n = grid[0]. length; 
for (int i = 0; i < m; i++) { 
ECA Gt oe = sn 
ef (oso = 
// 淹没 岛屿 ， 并 更 新 最 大 岛屿 面积 
res = Math.max(res, dfs(grid, i, j)); 


外 
} 
return res; 


} 


// 淹没 与 (i，j) 相 邻 的 陆地 ， 并 返回 淹没 的 陆地 面积 
wots ne or 
int m = grid.length, n = grid[0] .length; 
(On 
// 超出 索引 边界 
return 0; 
} 
1 (Crd [el ii 0 
// 已 经 是 海水 了 
return 0; 
J 
// 将 (i，j) 变 成 海水 
@jeella i op 
returm ots(grtid er 0 
+ dfs(grid, i, j + 1 


Fdifsi(omid 1 
+ dfs(grid, i, j -1 


解法 和 之 前 相 比 差不多 ， 我 也 不 多 说 了 ， 接 下 来 的 两 道 岛 屿 题目 是 比较 有 技巧 性 的 ， 我 们 重点 来 看 一 下 。 


子 岛屿 数量 


如 果 说 前 面 的 题目 都 是 模板 题 ， 那 么 力 扣 第 1905 题 【统计 子 岛屿 」 可 能 得 动 动脑 子 了 : 
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1905. 统计 子 岛屿 
难度 中 等 中 22 次 收藏 四 分 享 办 切换 为 英文 全 接收 动态 由 反馈 


给 你 两 个 m x n 的 二 进 制 和 矩阵 gridql 和 gridq2 ， 它 们 只 包含 0 (表示 水 域 ) 和 1 (表示 陆 
地 ) 。 一 个 岛屿 是 由 四 个 方向 (水 平 或 者 坚 直 ) 上 相 邻 的 1 组 成 的 区 域 。 任 何 矩 阵 以 外 的 区 域 都 
视 为 水 域 。 


如 果 grid2 的 一 个 岛屿 ， 被 gridl 的 一 个 岛屿 完全 包含 ， 也 就 是 说 grid2 中 该 岛屿 的 每 一 个 
格子 都 被 gridl 中 同一 个 岛屿 完全 包含 ， 那 么 我 们 称 grid2 中 的 这 个 岛屿 为 子 岛屿 。 


请 你 返回 griq2 中 子 岛屿 的 数目 。 


示例 1: 


输入 : grid1 = [[1,1,1,0,0],[0,1,1,1,1],1[0,0,0,0,0],[1,0,0,0,0]， 
I 1 ot ll orid2 = LE OO L000 Lr 1 LI OL 00 0 
[1,0,1,1,06],10,1,0,1,0]] 

输出 : 3 

解释 : 如 上 图 所 示 ， 左 边 为 grid1 ,右边 为 grid2 。 

grid2 中 标 红 的 1 区 域 是 子 岛屿 ， 总 共有 3 个 子 岛屿 。 


这 道 题 的 关键 在 于 ， 如 何 快速 判断 子 岛屿 ? 肯定 可 以 借助 Union Find 并 查 集 算法 来 判断 ， 不 过 本 文 重点 在 
DFS 算法 ， 就 不 展开 并 查 集 算法 了 。 

什么 情况 下 grid2 中 的 一 个 岛屿 B 是 gridl 中 的 一 个 岛屿 A 的 子 岛 ? 

当 岛 屿 B 中 所 有 陆地 在 岛屿 人 中 也 是 陆地 的 时 候 ， 岛 屿 日 是 岛屿 人 的 子 岛 。 

反 过 来 说 ， 如 果 岛 屿 B 中 存在 一 片 陆 地 ， 在 岛屿 A 的 对 应 位 置 是 海水 ， 那 么 岛屿 B 就 不 是 岛屿 A 的 子 岛 。 
那么 ， 我 们 只 要 遍历 grid2 中 的 所 有 岛屿 ， 把 那些 不 可 能 是 子 岛 的 岛屿 排除 掉 ， 剩 下 的 就 是 子 岛 。 
依据 这 个 思路 ， 可 以 直接 写 出 下 面 的 代码 : 
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Tnt countSsubrstands (Gant ll ora nt ard 


} 


int m = grid1. length, n = grid1[0].\length; 
for (int i = 0; i < m; i++) { 
fo 证 三 站 可 于 
fm = OS grid2laiy 
// 这 个 岛屿 肯定 不 是 子 岛 ， 淹 掉 
dsi(Corad 2 


} 
} 
// 现在 有 中 剩 下 的 岛屿 都 是 子 岛 ， 计 算 岛 屿 数量 
NErnes = 0s 
For (amt = 0 me 
for (int j = 0; j < ni j++) { 
oid ) 且 
res++; 
dsSiKagITd 2 1 


峰 


} 
} 


return res; 


// 从 (i，j) 开始 ， 将 与 之 相 邻 的 陆地 都 变 成 海水 
VoadEedifsitnmt lg ne nt 


可 


这 道 题 的 思路 和 计算 「 封 闭 岛屿 」 数量 的 思路 有 些 类 似 ， 只 不 
能 是 子 岛 的 岛屿 。 


intm=grid.Length，n= grid[0]. length; 
< ON < = m= nt 


return; 

jr 

ef on ll = 0 
Pekunmn 

} 


(ojo lta 
fs(glioda En] 站 
difsitgird ee 
Glifisi(Co ro 1 一 站 
dfs(gmid 1; 


不 同 的 岛屿 数量 
这 是 本 文 的 最 后 一 道 岛屿 题目 ， 作 为 压轴 题 ， 当 然 是 最 有 意思 的 。 


= 1) { 


过 后 者 排除 那些 靠 
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边 的 岛屿 ， 前 者 排除 那些 不 


力 扣 第 694 题 【不同 的 岛屿 数量 上 ， 题 目 还 是 输入 一 个 二 维和 矩阵，0 表示 海水 ，1 表示 陆地 ， 这 次 让 你 计算 
不 同 的 (distinct) 岛屿 数量 ， 函 数 签名 如 下 : 
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int numDistinctIsLands(int[][] grid) 


比如 题目 输入 下 面 这 个 二 维和 矩阵 : 


其 中 有 四 个 岛屿 ， 但 是 左下 角 和 右上 角 的 岛屿 形状 相同 ， 所 以 不 同 的 岛屿 共有 三 个 ， 算 法 返回 3。 


很 显然 我 们 得 想 办 法 把 二 维和 矩阵 中 的 「 岛 屿 」 进行 转化 ， 变 成 比如 字符 串 这 样 的 类 型 ， 然 后 利用 HashSet 这 
样 的 数据 结构 去 重 ， 最 终 得 到 不 同 的 岛屿 的 个 数 。 


如 果 想 把 岛屿 转化 成 字符 串 ， 说 白 了 就 是 序列 化 ， 序 列 化 说 白 了 就 是 遍历 嘛 ， 前 文 二 又 树 的 序列 化 和 反 序 列 
化 讲 了 二 叉 树 和 字符 串 互 转 ， 这 里 也 是 类 似 的 。 


首先 ， 对 于 形状 相同 的 岛屿 ， 如 果 从 同一 起 点 出 发 ，dfs 函数 遍历 的 顺序 肯定 是 一 样 的 。 
因为 遍历 顺序 是 写 死 在 你 的 递归 函数 里 面 的 ， 不 会 动态 改变 : 
vo dh sim lo Lon nt 
// 递归 顺序 : 
OS Ho 7 
OHST(CONL G1 


dfs i /和 
Gh So 区/ 才 旺 有 


所 以 ， 遍 历 顺序 从 某 种 意义 上 说 就 可 以 用 来 描述 岛屿 的 形状 ， 比 如 下 图 这 两 个 岛屿 : 
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OF 
@ 广 
加 上 
@ 撤销 上 
@ 撒 销 右 
@ 撤销 下 


假设 它们 的 遍历 顺序 是 : 
‖ 下 ， 右 ， 上 ， 撤 销 上 ， 撤 销 右 ， 撤 销 下 


如 果 我 用 分 别 用 1，2，3，4 代表 上 下 左右 ， 用 -1，-2，-3，-4 代 表 上 下 左右 的 撤销 ， 那 么 可 以 这 样 表 
示 它 们 的 遍历 顺序 : 


| 2,4,1,-1, -4, -2 


你 看 ， 这 就 相当 于 是 岛屿 序列 化 的 结果 ， 只 要 每 次 使 用 dfs 遍历 岛屿 的 时 候 生成 这 串 数字 进行 比较 ， 就 可 以 
计算 到 底 有 多 少 个 不 同 的 岛屿 了 。 


我 们 需要 稍微 改造 df s 水 数 ， 添 加 一 些 函 数 参 数 以 便 记录 遍历 顺序 : 


vomdeartsianae or nt einte tingButder Sb mnt dur et 
int m = grid.length, n = grid[0].Length; 


Tn 
on 0 
pew 

} 


// 前 序 遍 历 位 置 : 进入 (i，j) 
(ojo lot hs op 
sb.append(dir).append(','); 


ES 证 
ifiSX(Coren cS 2 /A 
disi(omad ee /A 
@H FC tle So 人) 六 于 /和 有 


420 /092 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


// 后 序 遍 历 位 置 : 离开 (i，j) 
sb.append(-dir).append(','); 


dir 记录 方向 ，dfs 辑 数 递归 结束 后 ，sb 记录 着 整个 遍历 顺序 ， 其 实 这 就 是 前 文 回溯 算法 核心 套路 说 到 的 
回溯 算法 框架 ， 你 看 到 头 来 这 些 算 法 都 是 相通 的 。 


有 了 这 个 dfs 函数 就 好 办 了 ， 我 们 可 以 直接 写 出 最 后 的 解法 代码 : 


int mumDistinctislands(intL lilagrid) 

int m = grid,.length, n = grid[0]. length; 

// 记录 所 有 岛屿 的 序列 化 结 

HashSet<String> islands = new HashSet<>(); 

ior (amt Om 

For (ane 0 nr 
if (grid[i][j] == 1) 1{ 

// 淹 掉 这 个 岛屿 ， 同 时 存储 岛屿 的 序列 化 结 
StringBuilder sb = new StringBuilder(); 
// 初始 的 方向 可 以 随便 写 ， 不 影响 正确 性 
ofsi((grid ee sb e066) 
islands.add(sb,.toString()); 


} 
} 
// 不 相同 的 岛屿 数量 


return islands.size(); 


这 样 ， 这 道 题 就 解决 了 ， 至 于 为 什么 初始 调用 dfs 函数 时 的 dir 参数 可 以 随意 写 ， 这 里 涉及 DFS 和 回溯 算 
法 的 一 个 细微 差别 ， 前 文 图 算法 基础 有 写 ， 这 里 就 不 展开 了 。 


以 上 就 是 全 部 岛屿 系列 题目 的 解 题 思路 ， 也 许 前 面 的 题目 大 部 分 人 会 做 ， 但 是 最 后 两 题 还 是 比较 巧妙 的 ， 希 
望 本 文 对 你 有 帮助 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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3.2 BFS 算法 


BFS 算法 起 源 于 二 叉 树 的 层 序 遍历 ， 其 核心 是 利用 队列 这 种 数据 结构 。 


是 最 小 的 。 


且 BFS 算法 常见 于 求 最 值 的 场景 ， 因 为 BFS 的 算法 逻辑 保证 了 算法 第 一 次 到 达 目 标 时 的 代价 
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BFS 算法 解 题 套 路 框架 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


公众 号 @labuladong B 站 " @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

111. 二 叉 树 的 最 小 深度 (简单 ) 

752. 打开 转盘 锁 (中 等 ) 

后 台 有 很 多 人 问 起 BFS 和 DFS 的 框架 ， 今 天 就 来 说 说 吧 。 

首先 ， 你 要 说 我 没 写 过 BFS 框架 ， 这 话 没 错 ， 今 天 写 个 框架 你 背 住 就 完事 儿 了 。 但 要 是 说 没 写 过 DFS 框架 ， 
那 你 还 真是 说 错 了 ， 其 实 DFS 算法 就 是 回 济 算 法 ， 我 们 前 文 回溯 算法 框架 套路 详解 就 写 过 了 ， 而 且 写 得 不 
是 一 般 得 好 ， 建 议 好 好 复习 ， 嘿 嘿嘿 ~ 


BFS 的 核心 思想 应 该 不 难 理解 的 ， 就 是 把 一 些 问题 抽象 成 图 ， 从 一 个 点 开始 ， 向 四 周 开始 扩散 。 一 般 来 说 ， 
我 们 写 BFS 算法 都 是 用 「 队 列 」 这 种 数据 结构 ， 每 次 将 一 个 节点 周围 的 所 有 节点 加 入 队列 。 


BFS 相对 DFS 的 最 主要 的 区 别 是 : BFS 找到 的 路 径 一 定 是 最 短 的 ， 但 代价 就 是 空间 复杂 度 可 能 比 DFS 大 很 
多 ， 至 于 为 什么 ， 我 们 后 面 介 绍 了 框架 就 很 容易 看 出 来 了 。 


本 文 就 由 浅 入 深 写 两 道 BFS 的 典型 题目 ， 分 别 是 【二叉树 的 最 小 高 度 和 [打开 密码 锁 的 最 少 步 数 」 ， 手 把 
手 教 你 怎么 写 BFS 算法 。 


一 、 算 法 框 染 


要 说 框架 的 话 ， 我 们 先 举例 一 下 BFS 出 现 的 常见 场景 好 吧 ， 问 题 的 本 质 就 是 让 你 在 一 幅 【图 」 中 找到 从 起 点 
start 到 终点 target 的 最 近 距 离 ， 这 个 例子 听 起 来 很 枯燥 ， 但 是 BFS 算法 问题 其 实 都 是 在 干 这 个 事 儿 ， 把 
枯燥 的 本 质 搞 清 楚 了 ， 再 去 欣赏 各 种 问题 的 包装 才能 胸有成竹 嘛 。 


这 个 广义 的 描述 可 以 有 各 种 变 体 ， 比 如 走 迷 宫 ， 有 的 格子 是 围墙 不 能 走 ， 从 起 点 到 终点 的 最 短 距 离 是 多 少 ? 
如 果 这 个 迷宫 带 【传送 门 」 可 以 瞬间 传送 呢 ? 


再 比如 说 两 个 单词 ， 要 求 你 通过 某 些 替换 ， 把 其 中 一 个 变 成 另 一 个 ， 每 次 只 能 蔡 换 一 个 字符 ， 最 少 要 替换 几 


次 ? 


再 比如 说 连连 看 游戏 ， 两 个 方块 消除 的 条 件 不 仅仅 是 图 案 相 同 ， 还 得 保证 两 个 方块 之 间 的 最 短 连 线 不 能 多 于 
两 个 拐点 。 你 玩 连 连 看 ， 点 击 两 个 坐标 ， 游 戏 是 如 何 判断 它 俩 的 最 短 连 线 有 几 个 拐点 的 ? 
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净 整 些 花 里 胡 哨 的 ， 这 些 问 题 都 没 喻 奇 技 淫 巧 ， 本 质 上 就 是 一 幅 [图] ， 让 你 从 一 个 起 点 ， 走 到 终点 ， 问 最 


短路 径 。 这 就 是 BFS 的 本 质 ， 框 染 搞 清楚 了 直接 默写 就 好 。 


别 给 我 整 
这 些 草 电 图 候 的 


记 住 下 面 这 个 框架 就 OK 了 : 


// 计算 从 起 点 start 到 终点 target 的 最 近 距 离 

int BFS(Node start, Node target) { 
Queue<Node> q; // 核心 数据 结构 
Set<Node> visited; // 避免 走 回头 路 


q.offer(start); // 将 起 点 加 入 队列 
visited.add(start ) ; 
int step = 0; // 记录 扩散 的 步 交 


while (q not empty) { 
nt Sz oo zel(0 
/ 将 当前 队列 中 的 所 有 节点 向 四 周 扩散 x*/ 
Or (mnt G01 < zr 
Node cur = q.poll(); 
/类 划 重 点 : 这 里 判断 是 否 到 达 终 点 */ 
if (cur is target) 
return step; 
/# 将 cur 的 相 邻 节点 加 入 队列 x*/ 
for (Node x : cur.adj()) { 
if (x not in visited) { 
q.offer(x); 
visited.add(x); 


J 
站 
J 
/* 划 重 点 : 更 新 步 数 在 这 里 */ 
step++; 


队列 9 就 不 说 了 ，BFS 的 核心 数据 结构 ;cur.adj () 泛 指 cur 相 邻 的 节点 ， 比 如 说 二 维 数组 中 ，cuUr 上 下 
左右 四 面 的 位 置 就 是 相 令 节点; Visited 的 主要 作用 是 防止 走 回 头 路 ， 大 部 分 时 候 都 是 必须 的 ， 但 是 像 一 般 


的 二 叉 树 结构 ， 没 有 子 节点 到 父 节 点 的 指针 ， 不 会 走 回头 路 就 不 需要 visited。 
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在 线 网 站 
二 、 二 叉 树 的 最 小 高 度 
先 来 个 简单 的 问题 实践 一 下 BFS 框架 吧 ， 判 断 一 棵 二 又 树 的 最 小 高 度 ， 这 也 是 力 扣 第 111 题 【二 又 树 的 最 小 


深度 」 : 


111. 二 叉 树 的 最 小 深度 ”labuladong 题解 ” 思路 
难度 简单 吃 242 S 收藏 [分享 XA 切换 为 英文 


给 定 一 个 二 叉 树 ， 找 出 其 最 小 深度 。 

最 小 深度 是 从 根 节点 到 最 近 叶 子 节点 的 最 短路 径 上 的 节点 数量 。 
说 明 : 叶子 节点 是 指 没有 子 节点 的 节点 。 

示例 : 


给 定 二 又 树 13,9,20 null natl 527] 


显然 起 点 就 是 root 根 节点 ， 终 点 就 是 最 靠近 根 节点 的 那个 「 叶 子 节点 」 嘛 ， 叶 子 节点 就 是 两 个 子 节点 都 是 
null 的 节点 : 


(ura Left nu Ss euranight nw 
// 到 达 叶 子 节点 


那么 ， 按 照 我 们 上 述 的 框架 稍 加 改造 来 写 解法 即 可 : 
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int minDepth(TreeNode root) { 
if (root == null) return 0; 
Queue<TreeNode> q = new LinkedList<>(); 
q.offer(root); 
// root 本 身 就 是 一 层 ，depth 初始 化 为 1 
unk denthe= 


while (!q.isEmpty()) { 
mi Sz olze(D 
/ 将 当前 队列 中 的 所 有 节点 向 四 周 扩散 */ 
For (ne 0 < oz tT) 
TreeNode cur = q.poll(); 
/六 判断 是 否 到 达 终 点 */ 
rh(eur teft nul easeur righte no 
re 二 uanEdebtnz 
/# 将 cur 的 相 邻 节点 加 入 队列 x*/ 
IE 
q.offer(cur. left); 
(eur ge mu 
q.offer(cur,.right) 


了 


} 
/# 这 里 增加 步 数 x*/ 
depth++; 


j 
ne de 


这 里 注意 这 个 whi le 循环 和 for 循环 的 配合 ，while 循环 控制 一 层 一 层 往 下 走 ，for 循环 利用 sz 变量 控制 
从 左 到 右 遍 历 每 一 层 二 叉 树 节点 : 


while 


公众 号 : labuladong 
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这 一 点 很 重要 ， 这 个 形式 在 普通 BFS 问题 中 都 很 常见 ， 但 是 在 Dijkstra 算法 模板 框架 中 我 们 修改 了 这 种 代码 
模式 ， 读 完 并 理解 本 文 后 你 可 以 去 看 看 BFS 算法 是 如 何 演变 成 Dijkstra 算法 在 加 权 图 中 寻找 最 短路 径 的 。 


话说 回来 ， 二 叉 树 本 身 是 很 简单 的 数据 结构 ， 我 想 上 述 代码 你 应 该 可 以 理解 的 ， 其 实 其 他 复杂 问题 都 是 这 个 
框架 的 变形 ， 再 探讨 复杂 问题 之 前 ， 我 们 解答 两 个 问题 : 


1、 为 什么 BFS 可 以 找到 最 短 距离 ，DFS 不 行 吗 ? 


首先 ， 你 看 BFS 的 逻辑 ，depth 每 增加 一 次 ， 队 列 中 的 所 有 节点 都 向 前 迈 一 步 ， 这 保证 了 第 一 次 到 达 终 点 的 
时 候 ， 走 的 步 数 是 最 少 的 。 


DFS 不 能 找 最 短路 径 吗 ?其实 也 是 可 以 的 ， 但 是 时 间 复 杂 度 相对 高 很 多 。 你 想 啊 ，DFS 实际 上 是 靠 递归 的 堆 
栈 记 录 走 过 的 路 径 ， 你 要 找到 最 短路 径 ， 肯 定 得 把 二 叉 树 中 所 有 树 权 都 探索 完 才能 对 比 出 最 短 的 路 径 有 多 长 
对 不 对 ? 而 BFS 借助 队列 做 到 一 次 一 步 「 齐 头 并 进 ] ， 是 可 以 在 不 遍历 完整 棵 树 的 条 件 下 找到 最 短 距离 的 。 


形象 点 说 ，DFS 是 线 ，BFS 是 面 ; DFS 是 单打 独 斗 ，BFS 是 集体 行动 。 这 个 应 该 比较 容易 理解 吧 。 
2、 既 然 BFS 那么 好 ， 为 哈 DFS 还 要 存在 ? 
BFS 可 以 找到 最 短 距离 ， 但 是 空间 复杂 度 高 ， 而 DFS 的 空间 复杂 度 较 低 。 


还 是 拿 刚 才 我 们 处 理 二 叉 树 问题 的 例子 ， 假 设 给 你 的 这 个 二 叉 树 是 满 二 叉 树 ， 节 点 数 为 N， 对 于 DFS 算法 来 
说 ， 空 间 复杂 度 无 非 就 是 递归 堆栈 ， 最 坏 情况 下 顶 多 就 是 树 的 高 度 ， 也 就 是 0( LogN ) 。 


但 是 你 想 想 BFS 算法 ， 队 列 中 每 次 都 会 储存 着 二 叉 树 一 层 的 节点 ， 这 样 的 话 最 坏 情况 下 空间 复杂 度 应 该 是 树 
的 最 底层 节点 的 数量 ， 也 就 是 NM/2， 用 Big O 表示 的 话 也 就 是 0(N) 。 


由 此 观 之 ，BFS 还 是 有 代价 的 ， 一 般 来 说 在 找 最 短路 径 的 时 候 使 用 BFS， 其 他 时 候 还 是 DFS 使 用 得 多 一 些 
(主要 是 递归 代码 好 写 ) 。 


好 了 ， 现 在 你 对 BFS 了 解 得 足够 多 了 ， 下 面 来 一 道 难 一 点 的 题目 ， 深 化 一 下 框架 的 理解 吧 。 
三 、 解 开 密 码 锁 的 最 少 次 数 


这 道 LeetCode 题目 是 第 752 题 ， 比 较 有 意思 : 
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752. 打开 转盘 锁 “ labuladong 题解 ”思路 
难度 中 等 中 97 马 收 藏 四 分 享 多 切换 为 英文 人 由 关注 ”由 反馈 


你 有 一 个 带 有 四 个 圆 形 拨 轮 的 转盘 锁 。 每 个 氢 轮 都 有 10 个 数字 : "0'，'1，2'，'3'，'4'，'5'， 
6 ， 7 ， "8 ，'9'。 每 个 氢 轮 可 以 自由 旋转 : 例如 把 '9' 变 为 '0' ，'0， 变 为 9， 每 次 旋 
转 都 只 能 旋转 一 个 拨 轮 的 一 位 数字 。 

锁 的 初始 数字 为 '0000' ， 一 个 代表 四 个 拔 轮 的 数字 的 字符 串 。 


列表 deadends 包含 了 一 组 死亡 数字 ， 一 旦 拨 轮 的 数字 和 列表 里 的 任何 一 个 元 素 相同 ， 这 个 锁 将 会 被 永久 
锁定 ， 无 法 再 被 旋转 。 


字符 串 target 代表 可 以 解锁 的 数字 ， 你 需要 给 出 最 小 的 旋转 次 数 ， 如 果 无 论 如 何不 能 解锁 ， 返 回 -1。 


示例 1: 


输入 : deadends = ["0201","0101","0102","1212","2002"]，target = "0202" 
输出 : 6 

解释 : 

可 能 的 移动 序列 为 “0000"” -> "1000" -> "1100" -> "1200"” -> "1201" -> "1202” -> 
人 2O2 

注意 “0000" -> "0001" -> "0002” -> "0102"” -> "0202"” 这 样 的 序列 是 不 能 解锁 的 ， 
因为 当 拨 动 到 "60102" 时 这 个 锁 就 会 被 锁定 。 


示例 2: 


输入 : deadends = ["8888"],，, target = "0009" 
输出 : 1 

解释 : 

把 最 后 一 位 反 向 旋转 一 次 即 可 "6000" -> "0009"。 


示例 3: 


输入 : deadends = ["8887","8889","8878","8898","8788","8988","7888","9888"]， 
target = "8888" 

输出 : -1 

解释 : 

无 法 旋转 到 目标 数字 且 不 被 锁定 。 


题目 中 描述 的 就 是 我 们 生活 中 常见 的 那 种 密码 锁 ， 若 果 没 有 任何 约束 ， 最 少 的 拨 动 次 数 很 好 算 ， 就 像 我 们 平 
时 开 密 码 锁 那 样 直 奔 密 码 氢 就 行 了 。 
但 现在 的 难点 就 在 于 ， 不 能 出 现 deadends， 应 该 如 何 计算 出 最 少 的 转动 次 数 呢 ? 


第 一 步 ， 我 们 不 管 所 有 的 限制 条 件 ， 不 管 deadends 和 target 的 限制 ， 就 思考 一 个 问题 : 如 果 让 你 设计 一 
个 算法 ， 穷 举 所 有 可 能 的 密码 组 合 ， 你 怎么 做 ? 
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穷 举 跑 ， 再 简单 一 点 ， 如 果 你 只 转 一 下 锁 ， 有 几 种 可 能 ? 总 共有 4 个 位 置 ， 每 个 位 置 可 以 向 上 转 ， 也 可 以 向 
下 转 ， 也 就 是 有 8 种 可 能 对 吧 。 


比如 说 从 "0000" 开始 ， 转 一 次 ， 可 以 穷 举 出 "1000"，"9000"，"0100"，"0900",,. 共 8 种 密码 。 然 
后 ， 再 以 这 8 种 密码 作为 基础 ， 对 每 个 密码 再 转 一 下 ， 穷 举 出 所 有 可 能 


仔细 想 想 ， 这 就 可 以 抽象 成 一 幅 图 ， 每 个 节点 有 8 个 相 邻 的 节点 ， 又 让 你 求 最 短 距离 ， 这 不 就 是 典型 的 BFS 
嘛 ， 框 架 就 可 以 派 上 用 场 了 ， 先 写 出 一 个 「 简 陋 」 的 BFS 框架 代码 再 说 别 的 : 


// 将 slj] 向 上 拨 动 一 
String plusOne(String s, int j) { 
char[] ch = s.toCharArray(); 


if (ch[j] == '9") 
ene = 0 
else 
chi t= 1 


return new String(ch); 
} 
// 将 s[i] 向 下 拨 动 一 
String minusOne(String s, int j) { 
char[]j ch = s.toCharArray(); 
if (ch[j] == '0') 
ehilgdl WO 
else 
chlj] -= 
return new String(ch); 


} 


// BFS 框架， 打印 出 所 有 可 能 的 密码 

void BFS(String target) { 
Queue<String> q = new LinkedList<>(); 
q.offer("0000"); 


while (!q.isEmpty()) { 
lnt Sz ozZel(0y, 
/ 将 当前 队列 中 的 所 有 节点 向 周围 扩散 x*/ 
OF 人 站 0 1 < oz rt) 
Skreamnon cur on onu( 
/# 判断 是 否 到 达 终 点 */ 
System.out.println(cur); 


/ 将 一 个 节点 的 相 邻 节点 加 入 队列 x*/ 
fore (unt 0 A 
String up = plusOne(cur, j); 
String down = minusOne(cur, j); 
q.offer(up); 
q.offer(down); 
} 
} 
/# 在 这 里 增加 步 数 */ 
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return; 


PS: 这 段 代码 当然 有 很 多 问题 ， 但 是 我 们 做 算法 题 肯定 不 是 一 跳 而 就 的 ， 而 是 从 简陋 到 完美 的 。 不 要 
完美 主义 ， 咱 要 慢 慢 来 ， 好 不 。 


这 段 BFS 代码 已 经 能 够 穷 举 所 有 可 能 的 密码 组 合 了 ， 但 是 显然 不 能 完成 题目 ， 有 如 下 问题 需要 解决 : 


1、 会 走 回 头 路 。 比 如 说 我 们 从 “0000” 拨 到 "1000”， 但 是 等 从 队列 拿 出 ”1000” 时 ， 还 会 拨 出 一 个 
"0000"， 这 样 的 话 会 产生 死 循环 。 


2、 没 有 终止 条 件 ， 按 照 题目 要 求 ， 我 们 找到 target 就 应 该 结束 并 返回 拨 动 的 次 数 。 


3、 没 有 对 deadends 的 处 理 ， 按 道理 这 些 死亡 密码 」 是 不 能 出 现 的 ， 也 就 是 说 你 遇 到 这 些 密码 的 时 候 需 
要 跳 过 。 


如 果 你 能 够 看 懂 上 面 那 段 代码 ， 真 得 给 你 鼓掌 ， 只 要 按照 BFS 框架 在 对 应 的 位 置 稍 作 修改 即 可 修复 这 些 问 


题 : 


int openLock(String[] deadends, String target) { 
// 记录 需要 跳 过 的 死亡 密码 
Set<String> deads = new HashSet<>() 
for (String s : deadends) deads.add(s) ; 
// 记录 已 经 穷 举 过 的 密码 ， 防 止 走 回头 路 
Set<String> visited = new HashSet<>(); 
Queue<String> q = new LinkedList<>(); 
// 从 起 点 开始 启动 广度 优先 搜索 
int step = 0; 
q.offer("0000"); 
visited.add("0000"); 


while (!q.isEmpty()) { 
ne SZ — Soo zel(Dy 
/* 将 当前 队列 中 的 所 有 节点 向 周围 扩散 x*/ 
tor (mt 0 oz er) 
String cur = osoowu 


/# 判断 是 否 到 达 终 点 */ 

if (deads.contains(cur)) 
continue; 

if (cur.equals(target)) 
return step; 


/站 将 一 个 节点 的 未 遍历 相 邻 节点 加 入 队列 */ 
om (ane Om A 
String up = plusOne(cur, j); 
if (!visited.contains(up)) { 
q.offer(up); 
visited.add(up); 
} 


String down = minusOne(cur, j); 
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if (!visited.contains(down)) { 
q.offer(down); 
visited.add(down); 


} 
} 
/六 在 这 里 增加 步 数 */ 
SteDrt, 


jf 
// 如 果 穷 举 完 都 没 找到 目标 密码 ， 那 就 是 找 不 到 了 
return -1; 


至 此 ， 我 们 就 解决 这 道 题目 了 。 有 一 个 比较 小 的 优化 : 可 以 不 需要 dead 这 个 哈 希 集合 ， 可 以 直接 将 这 些 元 
素 初 始 化 到 visited 集合 中 ， 效 果 是 一 样 的 ， 可 能 更 加 优雅 一 些 。 


四 、 双 向 BFS 优化 


你 以 为 到 这 里 BFS 算法 就 结束 了 ? 恰恰 相反 。BFS 算法 还 有 一 种 稍微 高 级 一 点 的 优化 思路 : 双向 BFS， 可 以 
进一步 提高 算法 的 效率 。 


篇 幅 所 限 ， 这 里 就 提 一 下 区 别 : 传统 的 BFS 框架 就 是 从 起 点 开始 向 四 周 扩散 ， 遇 到 终点 时 停止 ; 而 双向 BFS 
则 是 从 起 点 和 终点 同时 开始 扩散 ， 当 两 边 有 交集 的 时 候 停止 。 


为 什么 这 样 能 够 能 够 提升 效率 呢 ? 其 实 从 Big O 表示 法 分 析 算 法 复杂 度 的话 ， 它 俩 的 最 坏 复杂 度 都 是 0(N)， 
但 是 实际 上 双向 BFS 确实 会 快 一 些 ， 我 给 你 画 两 张 图 看 一 眼 就 明白 了 : 


start starTt 


target target 


公众 号 : labuladong 
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start start 


=> 双向 BFS => 


target target 


公众 号 : labuladong 


图 示 中 的 树 形 结构 ， 如 果 终 点 在 最 底部 ， 按 照 传统 BFS 算法 的 策略 ， 会 把 整 棵 树 的 节点 都 搜索 一 遍 ， 最 后 找 
到 target; 而 双向 BFS 其 实 只 遍历 了 半 棵 树 就 出 现 了 交集 ， 也 就 是 找到 了 最 短 距 离 。 从 这 个 例子 可 以 直观 
地 感受 到 ， 双 向 BFS 是 要 比 传统 BFS 高 效 的 。 


不 过 ， 双 向 BFS 也 有 局 限 ， 因 为 你 必须 知道 终点 在 哪里 。 比 如 我 们 刚才 讨论 的 二 叉 树 最 小 高 度 的 问题 ， 你 一 
开始 根本 就 不 知道 终点 在 哪里 ， 也 就 无 法 使 用 双向 BFS; 但 是 第 二 个 密码 锁 的 问题 ， 是 可 以 使 用 双向 BFS 算 
法 来 提高 效率 的 ， 代 码 稍 加 修改 即 可 : 


int openLock(String[] deadends, String target) { 
Set<String> deads = new HashSet<>(); 
for (String s : deadends) deads.add(s); 
// 用 集合 不 用 队列 ， 可 以 快速 判断 元 素 是 否 存在 
Set<String> ql = new HashSet<>(); 
Set<String> q2 = new HashSet<>(); 
Set<String> visited = new HashSet<>(); 


Nt Step = 0; 
ql.add("0000"); 
q2.add(target ) ; 


while (!q1.isEmpty() &é& !q2.isEmpty()) { 
// 哈 希 集合 在 遍历 的 过 程 中 不 能 修改 ， 用 temp 存储 扩散 结 
Set<String> temp = new HashSet<>(); 


/* 将 q1 中 的 所 有 节点 向 周围 扩散 x*/ 
fomea(Stringrmeun ol 
/# 判断 是 否 到 达 终 点 */ 
if (deads.contains(cur)) 
continue; 
if (q2.contains(cur) ) 
return Step 
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visited.add(cur); 


/* 将 一 个 节点 的 未 遍历 相 邻 节点 加 入 集合 */ 
hom (Cunt = 0 A 
String up = plusOne(cur, j); 
if (!visited.contains(up)) 
temp.add(up); 
String down = minusOne(cur, j); 
if (!visited.contains(down)) 
temp.add(down); 


} 
} 
/ 在 这 里 增加 步 数 */ 
step++; 
// temp 相当 于 q1 
// 这 里 交换 q1 q2, 下 一 轮 while 就 是 扩散 q2 


ql = 9q2; 
gq2 = temp; 
} 
return -1; 


双向 BFS 还 是 遵循 BFS 算法 框架 的 ， 只 是 不 再 使 用 队列 ， 而 是 使 用 HashSet 方便 快速 判断 两 个 集合 是 否 有 
交集 。 


另外 的 一 个 技巧 点 就 是 while 循环 的 最 后 交换 ql 和 q2 的 内 容 ， 所 以 只 要 默认 扩散 q1 就 相当 于 轮流 扩散 o1 
和 02。 


其 实 双向 BFS 还 有 一 个 优化 ， 就 是 在 while 循环 开始 时 做 一 个 判断 : 


人 
while (!q1l.isEmpty() && !q2.isEmpty()) { 
if (ql.size() > q2.size()) { 
// 交换 ql 和 q2 


temp = 9q1; 
ql = 9q2; 
gq2 = temp; 


为 什么 这 是 一 个 优化 呢 ? 


因为 按照 BFS 的 逻辑 ， 队 列 (集合 ) 中 的 元 素 越 多 ， 扩 散 之 后 新 的 队列 (集合 ) 中 的 元 素 就 越 多 ; 在 双向 
BFS 算法 中 ， 如 果 我 们 每 次 都 选择 一 个 较 小 的 集合 进行 扩散 ， 那 么 占用 的 空间 增长 速度 就 会 慢 一 些 ， 效 率 就 


会 高 一 些 。 


不 过 话说 回来 ， 无 论 传统 BFS 还 是 双向 BFS， 无 论 做 不 做 优化 ， 从 Big O 衡量 标准 来 看 ， 时 间 复 杂 度 都 是 一 
样 的 ， 只 能 说 双向 BFS 是 一 种 trick， 算 法 运行 的 速度 会 相对 快 一 点 ， 掌 握 不 掌握 其 实 都 无 所 谓 。 最 关键 的 是 
把 BFS 通用 框架 记 下 来 ， 反 正 所 有 BFS 算法 都 可 以 用 它 套 出 解法 。 
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在 线 网 站 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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如 何 用 BFS 算法 秒杀 各 种 智力 题 


和 人 八 信 搜 一 搜 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
773. 滑动 谜 题 (困难 ) 


滑动 拼图 游戏 大 家 应 该 都 玩 过 ， 下 图 是 一 个 4x4 的 滑动 拼图 : 


拼图 中 有 一 个 格子 是 空 的 ， 可 以 利用 这 个 空 着 的 格子 移动 其 他 数字 。 你 需要 通过 移动 这 些 数字 ， 得 到 某 个 特 
定 排列 顺序 ， 这 样 就 算 赢 了 。 


我 小 时 候 还 玩 过 一 款 叫 做 【华容 道 」 的 益 智 游戏 ， 也 和 滑动 拼图 比较 类 似 : 
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RD 


et 
ly 


实际 上 ， 滑 动 拼图 游戏 也 叫 数字 华容 道 ， 你 看 它 俩 挺 相 似 的 。 


那么 这 种 游戏 怎么 玩 呢 ? 我 记得 是 有 一 些 套路 的 ， 类 似 于 魔方 还 原 公 式 。 但 是 我 们 今天 不 来 研究 让 人 头 秃 的 
技巧 ， 这 些 益 智 游戏 通通 可 以 用 暴力 搜索 算法 解决 ， 所 以 今天 我 们 就 学 以 至 用， 用 BFS 算法 框架 来 秒杀 这 些 
游戏 。 
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一 、 题 目 解析 


力 扣 第 773 题 【滑动 谜 题 」 就 是 这 个 问题 ， 题 目的 要 求 如 下 : 


给 你 一 个 2x3 的 滑动 拼图 ， 用 一 个 2x3 的 数组 board 表示 。 拼 图 中 有 数字 0~5 六 个 数 ， 其 中 数字 0 就 表示 
那个 空 着 的 格子 ， 你 可 以 移动 其 中 的 数字 ， 当 board 变 为 [[1,2,3],14,5,0]] 时 ， 赢 得 游戏 。 


请 你 写 一 个 算法 ， 计 算 赢得 游戏 需要 的 最 少 移动 次 数 ， 如 果 不 能 赢得 游戏 ， 返 回 -1。 


比如 说 输入 的 二 维 数组 board = [[4,1,2], 15, 0,3]]， 算 法 应 该 返回 5: 


公众 号 : labuladong 


如 果 输 入 的 是 board = [1[1,2,3],15,4,0]]， 则 算法 返回 -1， 因 为 这 种 局 面 下 无 论 如 何 都 不 能 赢得 游 
戏 。 

二 思路 分 析 

对 于 这 种 计算 最 小 步 数 的 问题 ， 我 们 就 要 敏感 地 想到 BFS 算法 。 

这 个 题目 转化 成 BFS 问题 是 有 一 些 技巧 的 ， 我 们 面临 如 下 问题 : 


1、 一 般 的 BFS 算法 ， 是 从 一 个 起 点 start 开始 ， 向 终点 target 进行 寻 路 ， 但 是 拼图 问题 不 是 在 寻 路 ， 而 
是 在 不 断交 换 数 字 ， 这 应 该 怎么 转化 成 BFS 算法 问题 呢 ? 


进 队 列 ， 套 BFS 框架 ， 想 想 就 比较 麻烦 且 低 效 。 


首先 回答 第 一 个 问题 ，BFS 算法 并 不 只 是 一 个 寻 路 算法 ， 而 是 一 种 暴力 搜索 算法 ， 只 要 涉及 暴力 穷 举 的 问 
题 ，BFS 就 可 以 用 ， 而 且 可 以 最 快 地 找到 答案 。 


你 想 想 计 算 机 怎么 解决 问题 的 ? 哪 有 那么 多 奇 技 淫 巧 ， 本 质 上 就 是 把 所 有 可 行 解 暴力 穷 举 出 来 ， 然 后 从 中 找 
到 一 个 最 优 解 要 了 。 
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明白 了 这 个 道理 ， 我 们 的 问题 就 转化 成 了 : 如 何 穷 举 出 board 当前 局 面 下 可 能 衍生 出 的 所 有 局 面 ? 这 就 简单 
了 ， 看 数字 0 的 位 置 呐 ， 和 上 下 左右 的 数字 进行 交换 就 行 了 : 


公众 号 : labuladong 


这 样 其 实 就 是 一 个 BFS 问题 ， 每 次 先 找到 数字 0， 然 后 和 周围 的 数字 进行 交换 ， 形 成 新 的 局 面 加 入 队列 .……. 
当 第 一 次 到 达 target 时 ， 就 得 到 了 赢得 游戏 的 最 少 步 数 。 


对 于 第 二 个 问题 ， 我 们 这 里 的 board 仅仅 是 2x3 的 二 维 数 组 ， 所 以 可 以 压缩 成 一 个 一 维 字符 串 。 其 中 比较 
有 技巧 性 的 点 在 于 ， 二 维 数组 有 [上 下 左右 」 的 概念 ， 讨 缩 成 一 维 后 ， 如 何 得 到 某 一 个 索引 上 下 左右 的 索 
引 ? 


很 简单 ， 我 们 只 要 手动 写 出 来 这 个 映射 就 行 了 : 


// 记录 一 维 字符 串 的 相 邻 索引 
int[][] neighbor = new int[][]{ 
{1, 3}, 
{0， 4， 2 
5 
{0, 4}, 
ep 
{4, 2} 


}; 


这 个 含义 就 是 ， 在 一 维 字符 串 中 ， 索 引 i 在 二 维 数组 中 的 的 相 邻 索引 为 neighbor[i]: 
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heighbor[l4] = {1,.3,5} 


公众 号 : labuladong 


至 此 ， 我 们 就 把 这 个 问题 完全 转化 成 标准 的 BFS 问题 了 ， 借 助 前 文 BFS 算法 框架 的 代码 框架 ， 直 接 就 可 以 
套 出 解法 代码 了 : 


public int slidingPuzzle(int[][] board) { 
Lineme = 2 下 三 于 
StringBuilder sb = new StringBuilder(); 
String target = "123450"; 
// 将 2x3 的 数组 转化 成 字符 串 作 为 BFS 的 起 点 
for (int i = 0; i < m; i++) { 
omant 0 < nr 
sb.append (board[i] [j]); 
} 
ji 
String start = sp toSstring(),; 


// 记录 一 维 字符 串 的 相 邻 索引 
int[][] neighbor = new int[][]{ 
130 
08 4， pp 
a 
{0, 4}, 
3。 I 5 
{4, 2} 
jp 


/六 六 冰冰 冰冰 BFS 算法 框架 开始 六 六 炒米 沙洲 炒 / 
Queue<String> q = new LinkedList<>(); 
HashSet<String> visited = new HashSet<>(); 
// 从 起 点 开始 BFS 搜索 

q.offer(start); 

visited.add(start); 
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Unt Step = 0 
while (!q.isEmpty()) { 
nSz oszel( 
Om (Gum 0 oz 
Swanageur qoute 
// 判断 是 否 达到 目标 局 面 
if (target.equals(cur)) { 
return step; 


} 
// 找到 数字 0 的 索引 
Tne dx =>0; 
for (; cur.charAt(idx) != '0'; idx++) ; 
// 将 数字 0 和 相 邻 的 数字 交换 位 置 
for (int adj : neighbor[idx]) { 
String new_board = swap(cur.toCharArray(), adj, idx); 
// 防止 走 回头 路 
if (!visited.contains(new board)) { 
q.offer(new_board); 
visited.add(new_board); 


jr 
} 
} 
SEEDEE 
yr 
/沙洲 炒米 炒米 炒 BFS 算法 框架 结束 洲 洲 米 米 炒米 米 / 
return 一 1; 


} 


private String swap(char[] chars, int i, int j) { 
char temp = chars[il]; 
chars[i] = chars[j]; 
chars [j] = temp; 
return new String(chars); 


至 此 ， 这 道 题目 就 解决 了 ， 其 实 框架 完全 没有 变 ， 套 路 都 是 一 样 的 ， 我 们 只 是 花 了 比较 多 的 时 间 将 滑动 拼图 
游戏 转化 成 BFS 算法 。 


很 多 益 智 游戏 都 是 这 样 ， 虽 然 看 起 来 特别 巧妙 ， 但 都 架 不 住 暴 力 穷 举 ， 常 用 的 算法 就 是 回溯 算法 或 者 BFS 算 
法 。 
拓展 延伸 


下 面 呢 ， 我 们 讲 一 点 进 阶 的 数学 知识 ， 能 够 快速 判断 题目 输入 的 滑动 拼图 是 否 有 解 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 看 一 
看 。 


我 们 在 组 合 数学 中 学 过 「 群 论 | ， 群 论 中 讲 到 一 类 常见 的 群 叫做 「 置 换 群 ] ， 置 换 群 中 有 一 个 概念 叫做 【对 
换 ] 。 


之 所 以 说 这 些 专业 术语 ， 是 方便 有 兴趣 的 读者 去 搜索 学 习 ， 即 便 你 没 学 过 组 合 数学 也 没关系 ， 你 权 当 这 
种 技巧 ， 记 下 来 就 好 了 。 
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所 谓 1 对 换 ] ， 其 实 就 是 一 个 元 组 ， 比 如 (2，5)， 其 含义 是 : 将 元 素 2 和 元 素 5 交换 位 置 。 


就 比如 题目 给 的 2 x 3 棋盘 ， 如 果 输 入 为 【14,2,1],15,0,3]]， 那 么 进行 对 换 (2，5) 之 后 棋盘 变 成 
[[4,5,1], [2,0,31]. 


进一步 ，「 对 换 ] 可 以 相 乘 ， 多 个 对 换 的 乘积 代表 连续 进行 元 素 交换 。 


比如 输入 为 [14,2,11,15,0,3]]， 进 行 对 换 (2，5)(4，3) 意味 着 将 2 和 5 交换 ， 再 将 4 和 3 交换 位 
置 ， 棋 盘 变 成 [[3,5,1], [2,0,4]]。 


接 下 来 引入 「 奇 置换 | 和 「 偶 置换 ] 的 概念 。 
其 实 也 很 简单 ， 所 谓 奇 置换 ， 就 是 奇数 个 「 对 换 ] 相 乘 ， 所 谓 偶 置 换 ， 就 是 偶数 个 「 对 换 」 相 乘 。 


这 里 面 就 有 一 个 重要 特性 了 : 奇 置换 和 偶 置 换 是 不 可 能 互相 转化 的 ， 即 一 个 奇 置换 产生 的 结果 ， 不 可 能 通过 
偶 置换 产生 出 来 ， 反 之 亦 然 。 


知道 了 这 个 规律 ， 如 何 快速 判断 一 个 棋盘 是 否 有 解 呢 ? 


题目 说 ， 我 们 每 次 只 能 交换 0 和 相 邻 的 元 素 ， 最 终 需 要 把 输入 棋盘 board 变 成 target = [1[1,2,3], 
145, 011， 那么 我 们 可 以 分 三 步 进行 判断 : 


1、 暂 时 忽略 「 只 能 交换 0 和 相 邻 的 元 素 」 这 个 限制 ， 你 可 以 交换 任意 两 个 元 素 ， 这 样 可 以 得 到 一 个 「 对 换 ] 
序列 人 能够 把 board 变 成 target 


2、 在 【只 能 交换 0 和 相 邻 的 元 素 」 的 限制 下 ， 可 以 得 到 一 个 「 对 换 」 序列 B 将 0 移动 到 目标 位 置 ( 右 下 
角 ) 。 


3、 判 断 对 换 序列 A 和 的 奇偶 性 ， 如 果 奇 偶 性 相同 ， 则 必然 有 解 ， 反 之 则 必然 无 解 。 


举例 来 说 ， 比 如 输入 board = [14,1,2],15,0,3]]， 按 照 上 述 步 又 ， 我 们 可 以 获得 对 换 序列 人 和 B: 


汪 


(A 1 L(A) (S00) 
(0, 3) 


你 看 ，A 是 偶 置 换 ，B 是 奇 置换 ， 说 明 没有 办 法 将 board 转化 成 target， 不 信 你 用 代码 跑 一 下 ， 输 出 应 该 


[三 | 
定 -1。 


再 举 个 有 解 的 例子 ， 如 果 输 入 board = [[5,0,3],12,4,1]]， 按照 上 述 步 又 ， 我 们 可 以 获得 对 换 序 列 人 
和 B: 


你 看 ，A 和 日 都 是 偶 置换 ， 所 以 肯定 有 办 法 将 board 转化 成 target， 你 也 可 以 用 代码 验证 。 


这 个 技巧 就 讲 到 这 里 ， 更 深层 次 的 原理 是 数学 上 的 一 些 性 质 ， 所 以 这 里 就 不 多 探讨 了 7， 有 兴趣 的 读者 可 以 根 
据 关键 词 自行 搜索 学 习 。 
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在 线 网 站 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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在 线 网 站 


悟 剑 篇 、 动 态 规划 


bp 


动态 规划 的 底层 逻辑 也 是 穷 举 ， 只 不 过 动态 规划 问题 具有 一 些 特殊 的 性 质 ， 使 得 穷 举 的 过 程 中 存在 可 优化 的 
空间 。 
这 里 先 提醒 你 ， 学 习 动 态 规划 问题 要 格外 注意 这 几 个 词 : 【状态 ， 上 选择; ， [dp 数组 的 定义 」 。 你 把 这 


生 

几 个 词 理 解 到 位 了 ， 就 理解 了 动态 规划 的 核心 。 

当然 ， 动 态 规划 问题 的 题 型 非常 广泛 ， 我 不 能 保证 你 理解 了 核心 就 能 做 出 所 有 动态 规划 题目 ， 但 我 保证 你 理 
解 了 核心 原理 之 后 可 以 很 轻松 地 理解 别人 的 正确 解法 。 如 果 自 己 勤 加 练习 和 总 结 ， 解 决 大 部 分 中 上 难度 的 动 


态 规划 问题 应 该 是 没什么 问题 的 。 


公众 号 标签 : 手把手 刷 动态 规划 


450 / 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


在 线 网 站 


4.1 动态 规划 核心 原理 


关于 这 一 章 的 重要 性 ， 我 觉得 不 需要 再 强调 了 。 
字 越 少 ， 重 要 性 越 高 ， 相 信 你 会 时 常 回来 温习 本 章 的 内 容 。 
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动态 规划 解 题 核 心 框 以 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
509. 斐 波 那 契 数 (简单 ) 

322. 零钱 兑换 (中 等 ) 

本 文 有 视频 版 : 动态 规划 框架 套路 详解 


这 篇 文章 是 我 们 公众 号 半年 前 一 篇 200 多 赞赏 的 成 名 之 作 动态 规划 详解 的 进 阶 版 。 由 于 账号 迁移 的 原因 ， 
卓文 无 法 被 搜索 到 ， 所 以 我 润色 了 本 文 ， 并 添加 了 更 多 干货 内 容 ， 希 望 本 文成 为 解决 动态 规划 的 一 部 【指导 
方针 」 。 


动态 规划 问题 【Dynamic Programming) 应 该 是 很 多 读者 头疼 的 ， 不 过 这 类 问题 也 是 最 具有 技巧 性 ， 最 有 意 
思 的 。 本 书 使 用 了 整整 一 个 章节 专门 来 写 这 个 算法 ， 动 态 规划 的 重要 性 也 可 见 一 斑 。 


本 文 解 决 几 个 问题 : 
动态 规划 是 什么 ? 解决 动态 规划 问题 有 什么 技巧 ? 如 何 学 习 动 态 规划 ? 


刷 题 刷 多 了 就 会 发 现 ， 算 法 技巧 就 那 几 个 套路 ， 我 们 后 续 的 动态 规划 系列 章节 ， 都 在 使 用 本 文 的 解 题 框架 思 
维 ， 如 果 你 心里 有 数 ， 就 会 轻松 很 多 。 所 以 本 文 放 在 第 一 章 ， 来 扒 一 扒 动态 规划 的 裤子 ， 形 成 一 套 解决 这 类 
问题 的 思维 框架 ， 希 望 能 够 成 为 解决 动态 规划 问题 的 一 部 指导 方针 。 本 文 就 来 讲解 该 算法 的 基本 套路 框架 ， 
下 面 上 干货 。 


首先 ， 动 态 规 划 问 题 的 一 般 形式 就 是 求 最 值 。 动 态 规 划 其 实 是 运筹 学 的 一 种 最 优化 方法 ， 只 不 过 在 计算 机 问 
题 上 应 用 比较 多 ， 比 如 说 让 你 求 最 长 递增 子 序列 呀 ， 最 小 编辑 距离 呀 等 等 。 


既然 是 要 求 最 值 ， 核 心 问题 是 什么 呢 ? 求解 动态 规划 的 核心 问题 是 穷 举 。 因 为 要 求 最 值 ， 肯 定 要 把 所 有 可 行 
的 答案 穷 举 出 来 ， 然 后 在 其 中 找 最 值 呐 。 


动态 规划 这 么 简单 ， 就 是 穷 举 就 完事 了 ? 我 看 到 的 动态 规划 问题 都 很 难 啊 ! 


首先 ， 动 态 规划 的 穷 举 有 点 特别 ， 因 为 这 类 问题 存在 「 重 芥子 问题 ， 如 果 暴 力 穷 举 的 话 效率 会 极其 低下 ， 
所 以 需要 「 备 忘 录 J」 或 者 TDP tablej 来 优化 穷 举 过 程 ， 避 免 不 必要 的 计算 。 


而 且 ， 动 态 规划 问题 一 定 会 具备 「 最 优 子 结构 1 ， 才 能 通过 子 问题 的 最 值得 到 原 问 题 的 最 值 。 
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另外 ， 虽 然 动 态 规划 的 核心 思想 就 是 穷 举 求 最 值 ， 但 是 问题 可 以 干 变 万 化 ， 穷 举 所 有 可 行 解 其 实 并 不 是 一 件 
容易 的 事 ， 只 有 列 出 正确 的 「 状 态 转移 方程 ， 才 能 正确 地 穷 举 。 


以 上 提 到 的 重 曾子 问题 、 最 优 子 结构 、 状 态 转移 方程 就 是 动态 规划 三 要 素 。 具 体 什 么 意思 等 会 会 举例 详解 ， 
但 是 在 实际 的 算法 问题 中 ， 写 出 状态 转移 方程 是 最 困难 的 ， 这 也 就 是 为 什么 很 多 朋友 觉得 动态 规划 问题 困难 
的 原因 ， 我 来 提供 我 研究 出 来 的 一 个 思维 框架 ， 辅 助 你 思考 状态 转移 方程 : 


明确 base case -> 明确 「 状 态 」 -> 明确 【选择 上 -> 定义 dp 数组 /函数 的 含义 。 
按 上 面 的 套路 走 ， 最 后 的 结果 就 可 以 套 这 个 框架 : 


Ql ol 1 ee 


| 犬 六 大 移 


for 状态 2 in 状态 2 的 所 有 取 值 : 
1 
dp [状态 1] [状态 2][...] = 求 最 值 (选择 1， 选 择 2...) 


下 面 通过 斐 波 那 契 数 列 问 题 和 凑 零 钱 问 题 来 详解 动态 规划 的 基本 原理 。 前 者 主要 是 让 你 明白 什么 是 重 堵 子 问 
题 ( 辈 波 那 契 数列 没有 求 最 值 ， 所 以 严格 来 说 不 是 动态 规划 问题 ) ， 后 者 主要 举 集中 于 如 何 列 出 状态 转移 方 


程 。 
一 、 萎 波 那 掉 数列 


力 扣 第 509 题 【 斐 波 那 契 数 」 就 是 这 个 问题 ， 请 读者 不 要 嫌弃 这 个 例子 简单 ， 只 有 简单 的 例子 才能 让 你 把 精 
力 充分 集中 在 算法 背后 的 通用 思想 和 技巧 上 ， 而 不 会 被 那些 隐 星 的 细节 问题 搞 的 莫名 其 妙 。 想 要 困难 的 例 
子 ， 历 史 文章 里 有 的 是 。 


1、 暴 力 递归 
辈 波 那 契 数列 的 数学 形式 就 是 递归 的 ， 写 成 代码 就 是 这 样 : 
int fib(int N) { 


TN = N32 return 
return fib(N -~ 1) + fib(N - 2); 


这 个 不 用 多 说 了 ， 学 校 老 师 讲 递归 的 时 候 似乎 都 是 拿 这 个 举例 。 我 们 也 知道 这 样 写 代 码 虽 然 简 洁 易 懂 ， 但 是 
十 分 低 效 ， 低 效 在 哪里 ? 假设 n = 20， 请 画 出 递归 树 : 
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公众 号 : labuladong 
PS: 但 凡 遇 到 需要 递归 的 问题 ， 最 好 都 画 出 递归 树 ， 这 对 你 分 析 算 法 的 复杂 度 ， 寻 找 算法 低 效 的 原因 
都 有 巨大 帮助 。 


这 个 递归 树 怎么 理解 ? 就 是 说 想 要 计算 原 问 题 f(20)， 我 就 得 先 计 算出 子 问题 TL19) 和 f (18)， 然 后 要 计 
算 f(19)， 我 就 要 先 算出 子 问题 1(18) 和 f(17)， 以 此 类 推 。 最 后 遇 到 f (1) 或 者 f(2) 的 时 候 ， 结 果 已 
知 ， 就 能 直接 返回 结果 ， 递 归 树 不 再 向 下 生长 了 。 


递归 算法 的 时 间 复 杂 度 怎么 计算 ? 就 是 用 子 问题 个 数 乘 以 解决 一 个 子 问 题 需要 的 时 间 。 


首先 计算 子 问 题 个 数 ， 即 递归 树 中 节点 的 总 数 。 显 然 二 叉 树 节点 总 数 为 指数 级 别 ， 所 以 子 问题 个 数 为 
O(2^n)。 


然后 计算 解决 一 个 子 问题 的 时 间 ， 在 本 算法 中 ， 没 有 循环 ， 只 有 TIn - 1) + TIn =- 2) 一 个 加 法 操作 ， 
时 间 为 O(1)。 


所 以 ， 这 个 算法 的 时 间 复 杂 度 为 二 者 相 乘 ， 即 O(2^n)， 指 数 级 别 ， 爆 炸 。 


观察 递归 树 ， 很 明显 发 现 了 算法 低 效 的 原因 : 存在 大 量 重复 计算 ， 比 如 f (18) 被 计算 了 两 次 ， 而 且 你 可 以 看 
到 ， 以 f(18) 为 根 的 这 个 递归 树 体 量 巨大 ， 多 算 一 遍 ， 会 耗费 巨大 的 时 间 。 更 何况 ， 还 不 止 T118) 这 一 个 
节点 被 重复 计算 ， 所 以 这 个 算法 及 其 低 效 。 


这 就 是 动态 规划 问题 的 第 一 个 性 质 : 重重 子 问 题 。 下 面 ， 我 们 想 办 法 解决 这 个 问题 。 
2、 带 备忘录 的 递归 解法 


明确 了 问题 ， 其 实 就 已 经 把 问题 解决 了 一 半 。 即 然 耗 时 的 原因 是 重复 计算 ， 那 么 我 们 可 以 造 一 个 「 备 忘 
录 」 ， 每 次 算出 某 个 子 问题 的 答案 后 别 急 着 返回 ， 先 记 到 【备忘录 」 里 再 返回 ; 每 次 遇 到 一 个 子 问题 先 去 
[备忘录 」 里 查 一 查 ， 如 果 发 现 之 前 已 经 解决 过 这 个 问题 了 ， 直 接 把 答案 拿 出 来 用 ， 不 要 再 耗 时 去 计算 了 。 


一 般 使 用 一 个 数组 充当 这 个 【备忘录 4 ， 当 然 你 也 可 以 使 用 哈 希 表 (字典 ) ， 思 想 都 是 一 样 的 。 
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tf (ND 
// 备忘录 全 初始 化 为 0 
int[] memo = new int[N + 1]; 
// 进行 带 备忘录 的 递归 
return helper(memo, N); 


int helper(int[] memo, int n) { 
// base case 


ne 0 et unemn, 
// 已 经 计算 过 ， 不 用 再 计算 了 
if (memo[n] != 0) return memol[n]; 


memo[n] = helper(memo, Nn - 1) + helper(memo, nN — 2); 
return memo[n]; 


= 


现在 ， 画 出 递归 树 ， 你 就 知道 【备忘录 」 到 底 做 了 什么 。 


公众 号 : labuladong 


实际 上 ， 带 「 备 记录 J」 的 递归 算法 ， 把 一 棵 存在 巨 量 元 余 的 递归 树 通过 【和 剪 枝 上 ， 改 造成 了 一 幅 不 存在 元 余 
的 递归 图 ， 极 大 减少 了 子 问 题 ( 即 递归 图 中 节点 ) 的 个 数 。 
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-0 © 


目 贾 问 下 


公众 号 : labuladong 


递归 算法 的 时 间 复 杂 度 怎么 计算 ? 就 是 用 子 问题 个 数 乘 以 解决 一 个 子 问 题 需要 的 时 间 。 


子 问题 个 数 ， 即 图 中 节点 的 总 数 ， 由 于 本 算法 不 存在 见 余 计算 ， 子 问题 就 是 和 (1), (2), TIL3) …T(20)， 
数量 和 输入 规模 n = 20 成 正比 ， 所 以 子 问 题 个 数 为 O(n)。 


解决 一 个 子 问 题 的 时 间 ， 同 上 ， 没 有 什么 循环 ， 时 间 为 0(1)。 
所 以 ， 本 算法 的 时 间 复 杂 度 是 O(n)， 比 起 暴力 算法 ， 是 降 维 打击 。 


至 此 ， 0 单 妆 解法 的 效率 已 经 和 和 迭代 的 动态 规划 解法 一 样 了 。 实 际 上 ， 这 种 解法 和 常见 的 动态 规划 
解法 已 经 差不多 了 ， 只 不 过 这 种 解法 是 【 自 顶 向 下 」 进行 【递归 求解 ， 我 们 更 常见 的 动态 规划 代码 是 「 自 
底 向 上 4 进行 「 递 推 1 求解 。 


哈 叫 「 自 顶 向 下 ? 注意 我 们 刚才 画 的 递归 树 (或 者 说 图 ) ， 是 从 上 向 下 延伸 ， 都 是 从 一 个 规模 较 大 的 原 问 
题 比如 说 f(20)， 向 下 逐渐 分 解 规模 ， 直 到 f(1) 和 fl(2) 这 两 个 base case， 然 后 逐 层 返回 答案 ， 这 就 叫 
[ 自 顶 向 下 1 。 


哈 叫 「 自 底 向 上 」? 反 过 来 ， 我 们 直接 从 最 底下 、 最 简单 、 问题 规模 最 小 、 已 知 生 宋 的 个 (4 ) 和 fl(2) (base 
case) 开始 往 上 推 ， 直 到 推 到 我 们 想 要 的 答案 f (20) [ 递 推 1 的 思路 ， 这 也 是 动态 规划 一 般 都 脱离 
了 递归 ， 而 是 由 循环 友 代 完成 计算 的 原因 。 


3、dp 数组 的 迭代 ( 递 推 ) 解法 


有 了 上 一 步 【备忘录 J 的 启发 ， 我 们 可 以 把 这 个 「 备 记录 」 独立 出 来 成 为 一 张 表 ， 通 常 叫做 DP table， 在 这 
张 表 上 完成 【 自 底 向 上 」 的 推算 岂 不 美 哉 ! 


int fib(int N) { 
1f (N== 0) return 0O， 
int[] dp = new int[N + 1]; 
base case 
dp[0] = 0; dp[1] = 1; 
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// 状态 转移 
for (int i = 2; i <= N; i++) { 
dp =>dpl Wd 2 


j 
return dp[N] ; 
} 
f(1) f(2) fo) f(18) fd9) f(20) 
index: “0 1 2 3 sil es i Qe A 


目 底 同上 
公众 号 : labuladong 


画 个 图 就 很 好 理解 了 ， 而 且 你 发 现 这 个 DP table 特别 像 之 前 那个 「 草 枝 」 后 的 结果 ， 只 是 反 过 来 算 而 已 。 实 
际 上 ， 带 备忘录 的 递归 解法 中 的 【备忘录 」 ， 最 终 完成 后 就 是 这 个 DP table， 所 以 说 这 两 种 解法 其 实 是 差 不 
多 的 ， 大 部 分 情况 下 ， 效 率 也 基本 相同 。 


这 里 ， 引 出 【状态 转移 方程 这 个 名 词 ， 实 际 上 就 是 描述 问题 结构 的 数学 形式 : 


本 本 一 


f(n) = f(n -1)+f(n-2),n> 


为 喻 叫 「 状 态 转 移 方 程 ] ? 其 实 就 是 为 了 听 起 来 高 端 。 


n) 的 函数 参数 会 不 断 变化 ， 所 以 你 把 参数 n 想 做 一 个 状态 ， 这 个 状态 n 是 由 状态 mn - 1 和 状态 n - 2 
转移 〈 相 加 ) 而 来 ， 这 就 叫 状态 转移 ， 仅 此 而 已 。 


你 会 发 现 ， 上 面 的 几 种 解法 中 的 所 有 操作 ， 例 如 return fln -=- 1) + f(n -2), dpil = dp[i = 
1] + dp[li - 21]， 以 及 对 备忘录 或 DP table 的 初始 化 操作 ， 都 是 围绕 这 个 方程 式 的 不 同 表 现形 式 。 


可 见 列 出 【状态 转移 方程 」 的 重要 性 ， 它 是 解决 问题 的 核心 ， 而 且 很 容易 发 现 ， 其 实 状 态 转移 方程 直接 代表 
着 暴力 解法 。 
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干 万 不 要 看 不 起 暴力 解 ， 动 态 规 划 问 题 最 困难 的 就 是 写 出 这 个 暴力 解 ， 即 状态 转移 方程 。 
只 要 写 出 暴力 解 ， 优 化 方法 无 非 是 用 备忘录 或 者 DP table， 再 无 奥妙 可 言 。 
这 个 例子 的 最 后 ， 讲 一 个 细节 优化 。 


细心 的 读者 会 发 现 ， 根 据 斐 波 那 契 数 列 的 状态 转移 方程 ， 当 前 状态 只 和 之 前 的 两 个 状态 有 关 ， 其 实 并 不 需要 
那么 长 的 一 个 DP table 来 存储 所 有 的 状态 ， 只 要 想 办 法 存储 之 前 的 两 个 状态 就 行 了 。 


所 以 ， 可 以 进一步 优化 ， 把 空间 复杂 度 降 为 0(1)。 这 也 就 是 我 们 最 常见 的 计算 斐 波 那 契 数 的 算法 : 


ole to (ayn e Lot 
fn ==°0 ul n= 
7 lok GaSe 
er Nn; 
J 
// 分 别 代表 dp[i - 1] 和 dp[i- 2] 
int dp i 1= 1, dp i 2= 0; 
fome (nee = 2 i <= ni Ue 0 
/A ool! Ip[i = 1] dil = 过 | 
int Ep T= ee i 1+ 几 2 


/ :次 
/ f /1 


dp 于 12 
| 


前 
do ls 
Cojo d 


[al 


} 


neturne do 


一 般 是 动态 规划 问题 的 最 后 一 步 优 化 ， 如 果 我 们 发 现 每 次 状态 转移 只 需要 DP table 中 的 一 部 分 ， 那 么 可 以 
a a a 从 而 降低 空间 复杂 度 。 


上 述 例子 就 相当 于 把 DP table 的 大 小 从 n 缩小 到 2。 后 续 的 动态 规划 章节 中 我 们 还 会 看 到 这 样 的 例子 ， 一 般 
来 说 是 把 一 个 二 维 的 DP table 压缩 成 一 维 ， 即 把 空间 复杂 度 从 O(n^2) 压缩 到 O(n)。 


有 人 会 问 ， 动 态 规划 的 另 一 个 重要 特性 【最 优 子 结构 | ， 怎 么 没有 涉及 ”下面 会 涉及 。 斐 波 那 契 数列 的 例子 
严格 来 说 不 算 动 态 规划 ， 因 为 没有 涉及 求 最 值 ， 以 上 则 在 说 明 重 二 子 问题 的 消除 方法 ， 演 示 得 到 最 优 解法 逐 
步 求 精 的 过 程 。 下 面 ， 看 第 二 个 例子 ， 闫 零钱 问题 。 


二 、 凑 零钱 问题 
这 是 力 扣 第 322 题 零钱 兑换 ) : 


给 你 K 种 面值 的 硬币 ， 面 值 分 别 为 Cc1，c2 ... ck， 每 种 硬币 的 数量 无 限 ， 再 给 一 个 总 金额 amount， 问 
你 最 少 需要 几 枚 硬币 凑 出 这 个 金额 ， 如 果 不 可 能 凑 出 ， 算 法 返回 -1 。 算 法 的 函数 签名 如 下 : 


/Co 中 是 可 选 硬 币 面 1 


int i coins, oe ee 
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比如 说 k = 3， 面 值 分 别 为 1，2，5， 总 金额 amount = 11。 那 么 最 少 需 要 3 枚 硬币 凑 出 ， 即 11=5+5+ 
1。 


你 认为 计算 机 应 该 如 何 解 决 这 个 问题 ? 显然 ， 就 是 把 所 有 可 能 的 闫 硬币 方法 都 穷 举 出 来 ， 然 后 找 找 看 最 少 需 
要 多 少 枚 硬币 。 


1、 暴 力 递归 


首先 ， 这 个 问题 是 动态 规划 问题 ， 因 为 它 具 有 「 最 优 子 结构 」 的 。 要 符合 「 最 优 子 结构 1 ， 子 问题 间 必 须 互 
相 独 立 。 哈 叫 相互 独立 ? 你 肯定 不 想 看 数学 证 明 ， 我 用 一 个 直观 的 例子 来 讲解 。 


比如 说 ， 假 设 你 考试 ， 每 门 科目 的 成 绩 都 是 互相 独立 的 。 你 的 原 问 题 是 考 出 最 高 的 总 成 绩 ， 那 么 你 的 子 问题 
就 是 要 把 语文 考 到 最 高 ， 数 学 考 到 最 高 .… 为 了 每 门 课 考 到 最 高 ， 你 要 把 每 门 课 相 应 的 选择 题 分 数 拿 到 最 


高 ， 填 空 题 分 数 拿 到 最 高 …… 当然 ， 最 终 就 是 你 每 门 课 都 是 满分 ， 这 就 是 最 高 的 总 成 绩 。 


导 到 了 正确 的 结果 : 最 高 的 总 成 绩 就 是 总 分 。 因 为 这 个 过 程 符 合 最 优 子 结构 , “每 门 科目 考 到 最 高 "这 些 子 问 


4 旦 羡 
集 土 


题 是 互相 独立 ， 互 不 干扰 的 。 


但 是 ， 如 果 加 一 个 条 件 : 你 的 语文 成 绩 和 数学 成 绩 会 互相 制约 ， 数 学 分 数 高 ， 语 文 分 数 就 会 降低 ， 反 之 处 
然 。 这 样 的 话 ， 显 然 你 能 考 到 的 最 高 总 成 绩 就 达 不 到 总 分 了 ， 按 刚才 那个 思路 就 会 得 到 错误 的 结果 。 因 为 子 
问题 并 不 独立 ， 语 文 数学 成 绩 无 法 同时 最 优 ， 所 以 最 优 子 结构 被 破坏 。 


回 到 凑 零 钱 问题 ， 为 什么 说 它 符合 最 优 子 结构 呢 ? 比如 你 想 求 amount = 11 时 的 最 少 硬 币 数 〈 原 问题 ) ， 
如 果 你 知道 凑 出 amount = 10 的 最 少 硬币 数 〈 子 问题 ) ， 你 只 需要 把 子 问 题 的 答案 加 一 《再 选 一 枚 面值 为 
1 的 硬币 ) 就 是 原 问题 的 答案 。 因 为 硬币 的 数量 是 没有 限制 的 ， 所 以 子 问 题 之 间 没 有 相互 制 ， 是 互相 独立 
的 。 


‖ Ps: 关于 最 优 子 结构 的 问题 ， 后 文 动态 规划 答疑 篇 还 会 再 举例 探讨 。 
那么 ， 既 然 知道 了 这 是 个 动态 规划 问题 ， 就 要 思考 如 何 列 出 正确 的 状态 转移 方程? 


1、 确 定 base case， 这 个 很 简单 ， 显 然 目标 金额 amount 为 0 时 算法 返回 0， 因 为 不 需要 任何 硬币 就 已 经 凑 
出 目标 金额 了 。 


2、 确 定 【状态 4 ， 也 就 是 原 问题 和 子 问 题 中 会 变化 的 变量 。 由 于 硬币 数量 无 限 ， 硬 币 的 面额 也 是 题目 给 定 
的 ， 只 有 目标 金额 会 不 断 地 向 base case 靠近 ， 所 以 唯一 的 【状态 」 就 是 目标 金额 amount。 


3、 确 定 【选择 」 ， 也 就 是 导致 【状态 」 产生 变化 的 行为 。 目 标 金 额 为 什么 变化 呢 ， 因 为 你 在 选择 硬币 ， 你 每 
选择 一 枚 硬币 ， 就 相当 于 减少 了 目标 金额 。 所 以 说 所 有 硬币 的 面值 ， 就 是 你 的 【选择 」 。 

4、 明 确 dp 浮 数 | 数组 的 定义 。 我 们 这 里 讲 的 是 自 顶 向 下 的 解法 ， 所 以 会 有 一 个 递归 的 dp 函数 ， 一 般 来 说 函 
数 的 参数 就 是 状态 转移 中 会 变化 的 量 ， 也 就 是 上 面 说 到 的 「 状 态 」 ;函数 的 返回 值 就 是 题目 要 求 我 们 计算 的 
量 。 就 本 题 来 说 ， 状 态 只 有 一 个 ， 即 I 目标 金额 i ， 题 目 要 求 我 们 计算 凑 出 目标 金额 所 需 的 最 少 硬币 数量 。 


所 以 我 们 可 以 这 样 定义 dp 函数 : dp (n) 表示 ， 输 入 一 个 目标 金额 1， 返 回 凑 出 目标 金额 n 所 需 的 最 少 硬币 


搞 清楚 上 面 这 几 个 关键 点 ， 解 法 的 伪 码 就 可 以 写 出 来 了 : 


int coinChange(int[] coins, int amount) { 
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// 题目 要 求 的 最 终结 果 是 dp (amount ) 
return dp(coins, amount) 
} 


// 定义 : 要 闫 出 金额 n， 人 至少 要 dp(coins，n) 个 硬币 
ned eonms nen 
// 做 选择 ， 选 择 需要 硬币 最 少 的 那个 结果 
fom(nt con coums) de 
res = min(res, 1 + dp(n =- coin)) 


} 


return res 
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根据 伪 码 ， 我 们 加 上 base case 即 可 得 到 最 终 的 答案 。 显 然 目 标 金额 为 0 时 ， 所 需 硬币 数量 为 0， 当 目标 金 


额 小 于 0 时 ， 无 解 ， 返 回 -1: 


int coinChange(int[] coins, int amount) { 
// 题目 要 求 的 最 终结 果 是 dp (amount ) 
return dp(coins, amount) 


int dp(int[] coins, int amount) { 
// base case 
if (amount == 0) return 0; 
if (amount < 0) return -1; 


int res = Integer.MAX_ VALUE; 
Rom (mmt eonm .eonms) dt 
// 计算 子 问题 的 结 
int subProblem = dp(coins, amount - coin); 
// 子 问 题 无 解 则 跳 过 
if (subProblem == -1) continue; 
// 在 子 问 题 中 选择 最 优 解 ， 然 后 加 一 
res = Math.min(res, subProblem + 1); 


} 


return res == Integer.MAX VALUE ? -1 : res; 


PS: 这 里 coinChange 和 dp 函数 的 签名 完全 一 样 ， 所 以 理论 上 不 需要 额外 写 一 个 dp 函数 。 但 为 了 


后 文 讲解 方便 ， 这 里 还 是 另 写 一 个 dp 函数 来 实现 主要 逻辑 。 


另外 ， 我 经 党 看 到 有 人 问 ， 子 问题 的 结果 为 什么 要 加 1 (subProblem + 1) ， 而 不 是 加 硬币 金额 之 
类 的 。 我 这 里 统一 提示 一 下 ， 动 态 规划 问题 的 关键 是 dp 函数 /数组 的 定义 ， 你 这 个 函数 的 返回 值 代表 


什么 ? 你 回 过 头 去 搞 清楚 这 一 点 ， 然 后 就 知道 为 什么 要 给 子 问 题 的 返回 值 加 一 了 。 


至 此 ， 状 态 转 移 方程 其 实 已 经 完成 了 ， 以 上 算法 已 经 是 暴力 解法 了 ， 以 上 代码 的 数学 形式 就 是 状态 转移 方 


程 : 


460 / 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


| 古本 一 站 | 
dp(n)= 4 —1,n<0 
min{dp(n— coin)+1lcoin Ecoins},n>0 


至 此 ， 这 个 问题 其 实 就 解决 了 ， 只 不 过 需要 消除 一 下 重 仆 子 问题 ， 比 如 amount = 11,，coins = 
{1,2,5 上 时 画 出 递归 树 看 看 : 


站 公众 号 : labuladong 


递归 算法 的 时 间 复 杂 度 分 析 : 子 问 题 总 数 x 解决 每 个 子 问 题 所 需 的 时 间 。 


子 问题 总 数 为 递归 树 节 点 个 数 ， 这 个 比较 难看 出 来 ， 是 O(n^k)， 总 之 只 要 是 树 形 结构 ， 节 点 个 数 必然 是 是 指 
数 级 别 的 。 每 个 子 问题 中 含有 一 个 for 循环 ， 复 杂 度 为 O(k) 。 所 以 总 时 间 复 杂 度 为 O(k * n^k)， 指 数 级 别 。 


2、 带 备忘录 的 递归 
类 似 之 前 斐 波 那 契 数列 的 例子 ， 只 需要 稍 加 修改 ， 就 可 以 通过 备忘录 消除 子 问题 : 


int[] memo; 


int coinChange(int[] coins, int amount) { 
memo = new int[amount + 1]; 
// dp 数组 全 都 初始 化 为 特殊 人 
Arrays.fill(memo, -666); 


return dp(coins, amount); 


J 


int dp(int[] coins, int amount) { 
if (amount == 0) return 0; 
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if (amount < 0) return -1; 

// 查 备 忘 录 ， 防 止 重复 计算 

if (memo[lamount] != -666) 
return memo [amount] ; 


int res = Integer.MAX_VALUE， 
TomntEcOn coums) et 
// 计算 子 问题 的 结 
int subProblem = dp(coins, amount - coin); 
// 子 问 题 无 解 则 跳 过 
if (subProblem == -1) continue; 
// 在 子 问题 中 选择 最 优 解 ， 然 后 加 一 
res = Math.min(res, subProblem + 1); 


jr 
// 把 计算 结果 存 入 备 忘 ; 


memo [amount] = (res == Integer.MAX VALUE) ? -1 : 


return memo [amount] ; 


res, 
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不 画图 了 ， 很 显然 【 备 后 录 」 大 大 减 小 了 子 问题 数目 ， 完 全 消除 了 子 问题 的 几 余 ， 所 以 子 问题 总 数 不 会 超过 
金额 数 0， 即 子 问题 数目 为 O(n)。 处 理 一 个 子 问题 的 时 间 不 变 ， 仍 是 O(k)， 所 以 总 的 时 间 复 杂 度 是 O(kn) 。 


3、dp 数组 的 迭代 解法 


当然 ， 我 们 也 可 以 自 底 向 上 使 用 dp table 来 消除 重 寺 子 问题 ， 关 于 『 状态) 


现在 函数 参数 ， 而 dp 数组 体现 在 数组 索引 : 
dp 数组 的 定义 : 当 目 标 金额 为 i 时 ， 至 少 需要 dp[i] 枚 硬币 凑 出 。 
根据 我 们 文章 开头 给 出 的 动态 规划 代码 框架 可 以 写 出 如 下 解法 : 


int coinChange(int[] coins, int amount) { 
int[] dp = new int[amount + 1]; 
// 数组 大 小 为 amount + 1， 初 始 值 也 为 amount + 1 
Arrays.fill(dp, amount + 1); 


// base case 
dp[0] = 90; 
// 外 层 for 循环 在 遍历 所 有 状态 的 所 有 取 值 
for (int i = 0; i < dp.length; i++) { 
// 内 层 for 循环 在 求 所 有 选择 的 最 小 值 
fomntEconni conms) nd 
// 子 问 题 无 解 ， 跳 过 
If colim < 0 
continue; 


} 


选择] 和 base case 与 之 前 没 
有 区 别 ，dp 数组 的 定义 和 刚才 dp 函数 类 似 ， 也 是 把 「 状 态 ] ， 也 就 是 目标 金额 作为 变量 。 不 过 dp 函数 体 


dp[il = Math.min(dp[i], 1 + dp[i -~ coin]); 
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return (dp[amount] == amount + 1) ? -1 : dplamount]; 


amount 0O | 


Index "= 0. 7 


1+ min(dp[4], dp[3], dp[0]) 1+mintdpL10j dp[9], dp[6j) 


公众 号 : labuladong 


PS: 为 哈 dp 数组 初始 化 为 amount + 1 呢 ， 因 为 凑 成 amount 金额 的 硬币 数 最 多 只 可 能 等 于 
amount (全 用 1 元 面值 的 硬币 ) ， 所 以 初始 化 为 amount + 1 就 相当 于 初始 化 为 正 无 穷 ， 便 于 后 续 
取 最 小 值 。 为 啥 不 直接 初始 化 为 int 型 的 最 大 值 Integer.MAX_VALUE 呢 ? 因为 后 面 有 dp[i - 
coinl + 1， 这 就 会 导致 整 型 溢出 。 

最 后 总 结 


第 一 个 辈 波 那 契 数列 的 问题 ， 解 释 了 如 何 通过 【备忘录 J 或 者 “dp tablej 的 方法 来 优化 递归 树 ， 并 且 了 明确 了 
这 两 种 方法 本 质 上 是 一 样 的 ， 只 是 自 顶 向 下 和 自 底 向 上 的 不 同 而 已 。 


第 二 个 凑 零 钱 的 问题 ， 展 示 了 如 何 流 程 化 确定 【状态 转移 方程 ， 只 要 通过 状态 转移 方程 写 出 暴力 递归 解 ， 
剩 下 的 也 就 是 优化 递归 树 ， 消 除 重 荀子 问题 而 已 。 


如 果 你 不 太 了 解 动态 规划 ， 还 能 看 到 这 里 ， 真 得 给 你 鼓掌 ， 相 信 你 已 经 掌握 了 这 个 算法 的 设计 技巧 。 


计算 机 解决 问题 其 实 没 有 任何 奇 技 淫 巧 ， 它 唯一 的 解决 办 法 就 是 穷 举 ， 穷 举 所 有 可 能 性 。 算 法 设计 无 非 就 是 
思考 “如 何 穷 举 "， 然 后 再 追求 "如 何 聪明 地 穷 举 "。 


列 出 状态 转移 方程 ， 就 是 在 解决 "如 何 穷 举 "的 问题 。 之 所 以 说 它 难 ， 一 是 因为 很 多 穷 举 需要 递归 实现 ， 二 是 
因为 有 的 问题 本 身 的 解 空间 复杂 ， 不 那么 容易 穷 举 完整 。 


忘 录 、DP table 就 是 在 追求 “如何 聪明 地 穷 举 "。 用 空间 换 时 间 的 思路 ， 是 降低 时 间 复 杂 度 的 不 二 法 门 ， 除 
此 之 外 ， 试 问 ， 还 能 玩 出 啥 花 活 ? 


之 后 我 们 会 有 一 章 专 门 讲解 动态 规划 问题 ， 如 果 有 任何 问题 都 可 以 随时 回来 重读 本 文 ， 希 望 读者 在 阅读 每 个 
题目 和 解法 时 ， 多 往 【状态 和 选择; 上 靠 ， 才 能 对 这 套 框架 产生 自己 的 理解 ， 运 用 自如 。 
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在 线 四 站 
接 下 来 可 阅读 : 

。 动态 规划 设计 : 最 长 递增 子 序列 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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base case 和 备忘录 的 初始 值 怎 么 定 ? 


© Stars 103k 知 乎 " @labuladong 公众 号 @labuladong B 站 " @labuladong 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

931. 下 降 路 径 最 小 和 〈 中 等 ) 

之 前 我 抽空 看 了 以 前 文章 的 留言 ， 很 多 读者 对 动态 规划 问题 的 base case、 备 忘 录 初 始 值 等 问题 存在 疑问 。 
本 文 就 专门 讲 一 讲 这 类 问题 ， 顺 便 聊 一 聊 怎 么 通过 题目 的 蛛丝马迹 揣测 出 题 人 的 小 心思 ， 辅 助 我 们 解 题 。 


看 下 力 扣 第 931 题 [下 降 路 径 最 小 和 J」 ， 输 入 为 一 个 n *# nn 的 二 维 数组 matrix， 请 你 计算 从 第 一 行 落 到 最 
后 一 行 ， 经 过 的 路 径 和 最 小 为 多 少 。 


图 数 签名 如 下 : 
int minFallingPathSum(int[] [] matrix); 
就 是 说 你 可 以 站 在 matrix 的 第 一 行 的 任意 一 个 元 素 ， 需 要 下 降 到 最 后 一 行 。 


每 次 下 降 ， 可 以 向 下 、 向 左下 、 向 右 下 三 个 方向 移动 一 格 。 也 就 是 说 ， 可 以 从 matrix1i] [|j] 降 到 
matrix[i+1] [jj] 或 matrix[i+1][j-1] 或 matrix[i+1][j+1] 三 个 位 置 。 


请 你 计算 下 降 的 「 最 小 路 径 和 J」， 比 如 说 题目 给 了 一 个 例子 : 
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示例 1: 


matpe ee S| 
输出 : 13 
解释 : 下 面 是 两 条 和 最 小 的 下 降 路 径 ， 用 加 粗 标 ; 
[之 3] 网 帮 4 卫 

be Ss Bem | 

[7,8,9]] L709] 


我 们 前 文 写 过 两 道 「 路 径 和 」 相关 的 文章 : 动态 规划 之 最 小 路 径 和 和 用 动态 规划 算法 通关 魔 塔 。 


今天 这 道 题 也 是 类 似 的 ， 不 算是 困难 的 题目 ， 所 以 我 们 借 这 道 题 来 讲 讲 base case 的 返回 值 、 备 忘 录 的 初始 
值 、 索 引 越 界 情况 的 返回 值 如 何 确定 。 


不 过 还 是 要 通过 动态 规划 的 标准 套路 介绍 一 下 这 道 题 的 解 题 思路 ， 首 先 我 们 可 以 定义 一 个 dp 数组 : 
mt drmte mater x nt nt 


这 个 dp 函数 的 含义 如 下 : 
从 第 一 行 (matrix[0]1[. .1]) 向 下 落 ， 落 到 位 置 matrix[i][j] 的 最 小 路 径 和 为 dp(matrix,，i，j)。 
根据 这 个 定义 ， 我 们 可 以 把 主 函 数 的 逻辑 写 出 来 : 
int minFaLLingPathSum(int[] [] matrix) { 
Lntn = mtux Lengthe 
int res = Integer.MAX_VALUE; 
// 终点 可 能 在 最 后 一 行 的 任意 一 列 
or (mt 0 


res = Math.min(res, dp(matrix, n — 1, j)); 


} 


meturnemnesy 


因为 我 们 可 能 落 到 最 后 一 行 的 任意 一 列 ， 所 以 要 穷 举 一 下 ， 看 看 落 到 哪 一 列 才 能 得 到 最 小 的 路 径 和 。 
接 下 来 看 看 dp 函数 如 何 实现 。 
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对 于 matrix[i][j]， 只 有 可 能 从 matrix[i-1] [j], matrix[i-1] [j-1]，matrix[i-1] [j+1] 这 三 
个 位 置 转移 过 来 。 


i 


公众 号 : labuladong 


那么 ， 只 要 知道 到 达 (i-1，j)，(i-1，j-1)，(i-1，j+1) 这 三 个 位 置 的 最 小 路 径 和 ， 加 上 
matrix[i][j] 的 值 ， 就 能 够 计算 出 来 到 达 位 置 (i ，j ) 的 最 小 路 径 和 : 


ne dn nat ix nn 
// 非法 索引 检查 
es 
i >= matrix,. Length || 
j >= matrix[0]. length) { 
// 返回 一 个 特殊 值 
return 99999; 


} 
// base case 
(0 
return matrix[il [j]; 
jf 
// 状态 转移 
return matrix[i] [j] + min( 
dp(matrix, i —- 1, j), 
dp(matrix, i -~ 1, j =- 1), 
dp(matrix, i -~ 1, j + 1) 
) 
J 


ne mn nt me me 
return Math.min(a, Math.min(b, c)); 


y 
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当然 ， 上 述 代码 是 暴力 穷 举 解法 ， 我 们 可 以 用 备忘录 的 方法 消除 重 赤 子 问题 ， 


int minFaLLingPathSum(int[] [] matrix) { 
int n = matrix. length; 
int res = Integer.MAX_ VALUE; 
// 备忘录 里 的 值 初始 化 为 66666 
memo new int[n][n]; 
hom (umnt ee 0 1 ne) 
Arrays.fill(memo[i], 66666); 


} 
// 终点 可 能 在 matrix[n-1] 的 任意 一 列 
hor Cunt Om ne 


res = Math.min(res, dp(matrix, n =- 1, 


} 

return res; 
} 
// 备忘录 


int[][] memo; 


nt dnt ll ma nt nt 几 王 人 
// 1、 索 引 合法 性 检查 
(ee 

i >= matrix,. Length || 
j >= matrix[0]. length) { 
return 99999 ; 

} 

// 2、 base case 

(0 
return matrix[0] [j]; 

jp 

// 3、 查 找 备 忘 录 ， 防 止 重 复 计 算 

fmemo lillillnln 6666) 
return memo[i][j]; 

jp 

// 进行 状态 转移 

memo [i][j] matrix[il[j] + min( 

dpl(matrix 7 1 
dp(matrix， = 1, 一 
dp(matrix, i =- 1， 


= 二 
j + 1) 
局 


return memo [i] [j ] ; 


} 
ne ma nt ne nee 

return Math.min(a, Math.min(b, c)); 
} 


日 
题 思 


如 果 看 过 我 们 公众 号 之 前 的 动态 规划 系列 文章 ， 这 个 解 
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完整 代码 如 下 : 


路 应 该 是 非常 容易 理解 的 。 
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那么 本 文 对 于 这 个 dp 函数 仔细 探讨 三 个 问题 : 

1、 对 于 索引 的 合法 性 检测 ， 返 回 值 为 什么 是 99999? 其 他 的 值 行 不 行 ? 
2、base case 为 什么 是 1 == 0? 

3、 和 备忘录 memo 的 初始 值 为 什么 是 66666? 其 他 值 行 不 行 ? 


首先 ， 说 说 base case 为 什么 是 i == 0， 返 回 值 为 什么 是 matrix[0][]j]， 这 是 根据 dp 函数 的 定义 所 决 
定 的 。 


回顾 我 们 的 dp 函数 定义 : 
从 第 一 行 (matrix[0][.,]) 向 下 落 ， 落 到 位 置 matrix[i]1[j] 的 最 小 路 径 和 为 dp(matrix，i，j)。 


根据 这 个 定义 ， 我 们 就 是 从 matrix1011j] 开始 下 落 。 那 如 果 我 们 想 落 到 的 目的 地 就 是 1 == 0， 所 需 的 路 
径 和 当然 就 是 matrix[o]l [jl] 吸 。 


再 说 说 备忘录 memo 的 初始 值 为 什么 是 66666， 这 是 由 题目 给 出 的 数据 范围 决定 的 。 
忘 录 memo 数组 的 作用 是 什么 ? 
就 是 防止 重复 计算 ,将 dp(matrix，ji，j) 的 计算 结果 存 进 memo [I] [j]， 遇 到 重复 计算 可 以 直接 返回 。 


那么 ， 我 们 必须 要 知道 nemo [1 |j 1] 到 底 存 储 计算 结果 没有 ， 对 吧 ? 如 果 存 结果 了 ， 就 直接 返回 ; 没 存 ， 就 
去 递归 计算 。 


所 以 ，memo 的 初始 值 一 定 得 是 特殊 值 ， 和 合法 的 答案 有 所 区 分 。 
我 们 回 过 头 看 看 题目 给 出 的 数据 范围 : 


matrix 是 n x n 的 二 维 数 组 ， 其 中 1 <= n <= 100; 对 于 二 维 数组 中 的 元 素 ， 有 -100 <= 
ma 让 亲 时 上 二 三 本 TOUOR 


假设 mat rix 的 大 小 是 100 x 100， 所 有 元 素 都 是 100， 那 么 从 第 一 行 往 下 落 ， 得 到 的 路 径 和 就 是 100 x 100 
= 10000， 也 就 是 最 大 的 合法 答案 。 


类 似 的 ， 依 然 假设 matrix 的 大 小 是 100 x 100， 所 有 元 素 是 -100， 那 么 从 第 一 行 往 下 落 ， 就 得 到 了 最 小 的 
合法 答案 -100 x 100 = -10000。 


也 就 是 说 ， 这 个 问题 的 合法 结果 会 落 在 区 间 [-10000，100001 中 。 


所 以 ， 我 们 memo 的 初始 值 就 要 避 开 区 间 [-10000，10000] ， 换 句 话 说 ，memo 的 初始 值 只 要 在 区 间 (- 
inf，-10001] U [10001，+inf) 中 就 可 以 。 


最 后 ， 说 说 对 于 不 合法 的 索引 ， 返 回 值 应 该 如 何 确定 ， 这 需要 根据 我 们 状态 转移 方程 的 逻辑 确定 。 
对 于 这 道 题 ， 状 态 转移 的 基本 逻辑 如 下 : 


nt dd( nt ma nn 


return matrix[i][j] + min( 
dpmaiex enE 一 站] 下 
dp(matrix, i -~- 1, j =- 1), 
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dlmiatrixnE IE TI) 
) 


显然 ，i - 1，j - 1，j + 1 这 几 个 运算 可 能 会 造成 索引 越界 ， 对 于 索引 越界 的 dp 函数 ， 应 该 返回 一 个 
不 可 能 被 取 到 的 值 。 


因为 我 们 调用 的 是 min 函数， 最 终 返 回 的 值 是 最 小 值 ， 所 以 对 于 不 合法 的 索引 ， 只 要 dp 函数 返回 一 个 永远 
不 会 被 取 到 的 最 大 值 即 可 。 


刚才 说 了 ， 合 法 答案 的 区 间 是 [-10000，10000] ， 所 以 我 们 的 返回 值 只 要 大 于 10000 就 相当 于 一 个 永 不 会 
取 到 的 最 大 值 。 


换 句 话说 ， 只 要 返回 区 间 [10001，+inf) 中 的 一 个 值 ， 就 能 保证 不 会 被 取 到 。 

至 此 ， 我 们 就 把 动态 规划 相关 的 三 个 细节 问题 举例 说 明了 。 

拓展 延伸 一 下 ， 建 议 大 家 做 题 时 ， 除 了 题 意 本 身 ， 一 定 不 要 忽视 题目 给 定 的 其 他 信息 。 

本 文 举 的 例子 ， 测 试用 例 数据 范围 可 以 确定 【什么 是 特殊 值 : ， 从 而 帮助 我 们 将 思路 转化 成 代码 。 
除 此 之 外 ， 数 据 范 围 还 可 以 帮 有 我 们 估算 算法 的 时 间 / 空 间 复杂 度 。 


比如 说 ， 有 的 算法 题 ， 你 只 想到 一 个 暴力 求解 思路 ， 时 间 复 杂 度 比较 高 。 如 果 发 现 题目 给 定 的 数据 量 比较 
大 ， 那 么 肯定 可 以 说 明 这 个 求解 思路 有 问题 或 者 存在 优化 的 空间 。 


除了 数据 范围 ， 有 时 候 题 目 还 会 限制 我 们 算法 的 时 间 复 杂 度 ， 这 种 信息 其 实 也 暗示 着 一 些 东 西 。 
比如 要 求 我 们 的 算法 复杂 度 是 0(NLogN) ， 你 想 想 怎么 才能 搞 出 一 个 对 数 级 别 的 复杂 度 呢 ? 

肯定 得 用 到 二 分 搜索 或 者 二 叉 树 相关 的 数据 结构 ， 比 如 TreeMap，PriorityQueue 之 类 的 对 吧 。 
再 比如 ， 有 时 候 题目 要 求 你 的 算法 时 间 复 杂 度 是 0(MN)， 这 可 以 联想 到 什么 ? 


可 以 大 胆 猜测 ， 常 规 解法 是 用 回溯 算法 暴力 穷 举 ， 但 是 更 好 的 解法 是 动态 规划 ， 而 且 是 一 个 二 维 动态 规划 ， 
需要 一 个 M x* N 的 二 维 dp 数组 ， 所 以 产生 了 这 样 一 个 时 间 复 杂 度 。 


如 果 你 早 就 胸有成竹 了 ， 那 就 当 我 没 说 ， 毕 竟 猜 测 也 不 一 定 准 确 ; 但 如 果 你 本 来 就 没 喻 解 题 思 路 ， 那 有 了 这 
些 推测 之 后 ， 最 起 码 可 以 给 你 的 思路 一 些 方向 吧 ? 


总 之 ， 多 动脑 筋 ， 不 放 过 任何 蛛丝马迹 ， 你 不 成 为 刷 题 小 能 手 才 怪 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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最 优 子 结构 和 dp 数组 的 遍历 方向 怎么 定 ? 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


本 文 有 视频 版 : 动态 规划 详解 进 阶 

这 篇 文章 就 给 你 讲 明白 三 个 问题 : 

1、 到 底 什么 才 叫 「 最 优 子 结构 1 ， 和 动态 规划 什么 关系 。 

2、 如 何 判 断 一 个 问题 是 动态 规划 问题 ， 即 如 何 看 出 是 否 存 在 重 芍 子 问题 。 


3、 为 什么 动态 规划 遍历 dp 数组 的 方式 五 花 八 门 ， 有 的 正 着 遍历 ， 有 的 倒 着 遍历 ， 有 的 斜 着 遍历 。 


一 、 最 优 子 结构 详解 


[最 优 子 结构 」 是 某 些 问题 的 一 种 特定 性 质 ， 并 不 是 动态 规划 问题 专 有 的 。 也 就 是 说 ， 很 多 问题 其 实 都 具有 
最 优 子 结构 ， 只 是 其 中 大 部 分 不 具有 重 规 子 问 题 ， 所 以 我 们 不 把 它们 归 为 动态 规划 系列 问题 而 已 。 


我 先 举 个 很 容易 理解 的 例子 : 假设 你 们 学 校 有 10 个 班 ， 你 已 经 计算 出 了 每 个 班 的 最 高 考试 成 绩 。 那 么 现在 我 
要 求 你 计算 全 校 最 高 的 成 绩 ， 你 会 不 会 算 ? 当然 会 ， 而 且 你 不 用 重新 遍历 全 校 学 生 的 分 数 进行 比较 ， 而 是 只 
要 在 这 10 个 最 高 成 绩 中 取 最 大 的 就 是 全 校 的 最 高 成 绩 。 


我 给 你 提出 的 这 个 问题 就 符合 最 优 子 结构 : 可 以 从 子 问 题 的 最 优 结果 推出 更 大 规模 问题 的 最 优 结果 。 让 你 算 
每 个 班 的 最 优 成 绩 就 是 子 问题 ， 你 知道 所 有 子 问题 的 答案 后 ， 就 可 以 借 此 推出 全 校 学 生 的 最 优 成 绩 这 个 规模 
更 大 的 问题 的 答案 。 


你 看 ， 这 人 么 简单 的 问题 都 有 最 优 子 结构 性 质 ， 只 是 因为 显然 没有 重 人 荀子 问 题 ， 所 以 我 们 简单 地 求 最 值 肯定 用 
不 出 动态 规划 。 


再 举 个 例子 : 假设 你 们 学 校 有 10 个 班 ， 你 已 知 每 个 班 的 最 大 分 数 差 (最 高 分 和 最 低 分 的 差 值 ) 。 那 么 现在 我 
让 你 计算 全 校 学 生 中 的 最 大 分 数 差 ， 你 会 不 会 算 ? 可 以 想 办 法 算 ， 但 是 肯定 不 能 通过 已 知 的 这 10 个 班 的 最 大 
分 数 差 推 到 出 来 。 因 为 这 10 个 班 的 最 大 分 数 差 不 一 定 就 包含 全 校 学 生 的 最 大 分 数 差 ， 比 如 全 校 的 最 大 分 数 差 
可 能 是 3 班 的 最 高 分 和 6 班 的 最 低 分 之 差 。 

这 次 我 给 你 提出 的 问题 就 不 符合 最 优 子 结构 ， 因 为 你 没 办 通过 每 个 班 的 最 优 值 推出 全 校 的 最 优 值 ， 没 办 法 通 
过 子 问题 的 最 优 值 推出 规模 更 大 的 问题 的 最 优 值 。 前 文 动态 规划 详解 说 过 ， 想 满足 最 优 子 结 ， 子 问题 之 间 必 
须 互相 独立 。 全 校 的 最 大 分 数 差 可 能 出 现在 两 个 班 之 间 ， 显 然 子 问题 不 独立 ， 所 以 这 个 问题 本 身 不 符合 最 优 
子 结构 。 
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那么 遇 到 这 种 最 优 子 结构 失效 情况 ， 怎 么 办 ? 策略 是 : 改造 问题 。 对 于 最 大 分 数 差 这 个 问题 ， 我 们 不 是 没 办 
法 利用 已 知 的 每 个 班 的 分 数 差 吗 ， 那 我 只 能 这 样 写 一 段 暴 力 代码 : 


int result = 0; 
for (Student a : school) { 
for (Student b : school) { 
if (a is b) continue; 
result = max(result, |a.score - b.score|); 
} 
} 


return result; 


改造 问题 ， 也 就 是 把 问题 等 价 转化 : 最 大 分 数 差 ， 不 就 等 价 于 最 高 分 数 和 最 低 分 数 的 差 么 ， 那 不 就 是 要 求 最 
高 和 最 低 分 数 么 ， 不 就 是 我 们 讨论 的 第 一 个 问题 么 ， 不 就 具有 最 优 子 结构 了 么 ? 那 现在 改变 思路 ， 借 助 最 优 
子 结构 解决 最 值 问题 ， 再 回 过 头 解决 最 大 分 数 差 问 题 ， 是 不 是 就 高 效 多 了 ? 


当然 ， 上 面 这 个 例子 太 简 单 了 ， 不 过 请 读者 回顾 一 下 ， 我 们 做 动态 规划 问题 ， 是 不 是 一 直 在 求 各 种 最 值 ， 本 
质 跟 我 们 举 的 例子 没 哈 区别， 无 非 需 要 处 理 一 下 重 苹 子 问题 。 


前 文 不 同 定 义 不 同 解法 和 高 楼 扔 鸡蛋 进 阶 就 展示 了 如 何 改造 问题 ， 不 同 的 最 优 子 结构 ， 可 能 导致 不 同 的 解 
法 和 效率 。 


再 举 个 常见 但 也 十 分 简单 的 例子 ， 求 一 棵 二 叉 树 的 最 大 值 ， 不 难 吧 (简单 起 见 ， 假 设 节 点 中 的 值 都 是 非 负 
数 ) : 


int maxVal(TreeNode root) { 
wf (roote = nu) 
return -1; 
int Left = maxVal(root. left); 
int right = maxVal(root.right); 
return max(root.val, left, right); 


你 看 这 个 问题 也 符合 最 优 子 结构 ， 以 root 为 根 的 树 的 最 大 值 ， 可 以 通过 两 边 子 树 ( 子 问题 ) 的 最 大 值 推导 
出 来 ， 结 合 刚 才学 校 和 班级 的 例子 ， 很 容易 理解 吧 。 


当然 这 也 不 是 动态 规划 问题 ， 旨 在 说 明 ， 最 优 子 结构 并 不 是 动态 规划 独 有 的 一 种 性 质 ， 能 求 最 值 的 问题 大 部 
分 都 具有 这 个 性 质 ; 但 反 过 来 ， 最 优 子 结构 性 质 作 为 动态 规划 问题 的 必要 条 件 ， 一 定 是 让 你 求 最 值 的 ， 以 后 
碰 到 那 种 恶心 人 的 最 值 题 ， 思 路 往 动态 规划 想 就 对 了 ， 这 就 是 套路 。 


动态 规划 不 就 是 从 最 简单 的 base case 往 后 推导 吗 ， 可 以 想象 成 一 个 链 式 反应 ， 以 小 博大 。 但 只 有 符合 最 优 
子 结构 的 问题 ， 才 有 发 生 这 种 链 式 反应 的 性 质 。 


找 最 优 子 结构 的 过 程 ， 其 实 就 是 证 明 状 态 转 移 方程 正确 性 的 过 程 ， 方 程 符合 最 优 子 结构 就 可 以 写 暴 力 解 了 ， 
写 出 暴力 解 就 可 以 看 出 有 没有 重 芍 子 问题 了 ， 有 则 优化 ， 无 则 OK。 这 也 是 套路 ， 经 常 刷 题 的 朋友 应 该 能 体 


全 
三 o 
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这 里 就 不 举 那 些 正宗 动态 规划 的 例子 了 ， 读 者 可 以 翻 翻 历史 文章 ， 看 看 状态 转移 是 如 何 遵循 最 优 子 结构 的 ， 
这 个 话题 就 聊 到 这 ， 下 面 再 来 看 其 他 的 动态 规划 迷惑 行为 。 


二 、 如 何 一 眼看 出 重重 子 问题 

经 常 有 读者 说 : 

看 了 前 文 动态 规划 核心 套路 ， 我 知道 了 如 何 一 步 步 优 化 动态 规划 问题 ; 

看 了 前 文 动态 规划 设计 : 数学 归纳 法 ， 我 知道 了 利用 数学 归纳 法 写 出 暴力 解 (状态 转移 方程 ) 。 


但 就 算 我 写 出 了 暴力 解 ， 我 很 难 判断 这 个 解法 是 否 存 在 重臣 子 问 题 ， 从 而 无 法 确定 是 否 可 以 运用 备忘录 等 方 
法 去 优化 算法 效率 。 


对 于 这 个 问题 ， 其 实 我 在 动态 规划 系列 的 文章 中 写 过 几 次 的 ， 还 是 在 这 里 再 统一 总 结 一 下 吧 。 
首先 ， 最 简单 粗暴 的 方式 就 是 画图 ， 把 递归 树 画 出 来 ， 看 看 有 没有 重复 的 节点 。 
比如 最 简单 的 例子 ， 动 态 规 划 核 心 套路 中 斐 波 那 契 数列 的 递归 树 : 


公众 号 : labuladong 


这 棵 递归 树 很 明显 存在 重复 的 节点 ， 所 以 我 们 可 以 通过 备忘录 避免 元 余 计 算 。 


但 毕竟 斐 波 那 契 数列 问题 太 简单 了 ， 实 际 的 动态 规划 问题 比较 复杂 ， 比 如 二 维 甚 至 三 维 的 动态 规划 ， 当 然 也 
可 以 画 递归 树 ， 但 不 免 有 些 复杂 。 


比如 在 最 小 路 径 和 问题 中 ， 我 们 写 出 了 这 样 一 个 暴力 解法 : 


it lo Gent [el I gen nt nt 
if (i == 0 && j == 0) { 
return grid[0] [0]; 
jf 
(O00 
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return Integer.MAX_VALUE; 
} 


return Math.min( 
door de 
dp(grid, i, j - 1) 
) gril 


你 不 需要 读 过 前 文 ， 光 看 这 个 函数 代码 就 能 看 出 来 ， 该 图 数 递 归 过 程 中 参数 i，j 在 不 断 变 化 ， 即 「 状 态 ] 
是 (i ，j ) 的 值 ， 你 是 否 可 以 判断 这 个 解法 是 否 存在 重 妓 子 问题 呢 ? 


假设 输入 的 i〗 = 8，j = 7， 二 维 状态 的 递归 树 如 下 图 ， 显 然 出 现 了 重 垒 子 问题 : 


(8，7) 


> 


(237) [9.6) 


Cn 
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但 稍 加 思考 就 可 以 知道 ， 其 实 根本 没 必要 画图 ， 可 以 通过 递归 框架 直接 判断 是 否 存 在 重 于 子 问题 。 
具体 操作 就 是 直接 删 掉 代码 细节 ， 抽 象 出 该 解法 的 递归 框架 : 
Tn Cum or a nt ne 


pio /0 
dpi(oleio 1/ /#2 


可 以 看 到 i，j 的 值 在 不 断 减 小 ， 那 么 我 问 你 一 个 问题 : 如 果 我 想 从 状态 (i，j ) 转移 到 (1-1，j-1)， 有 
几 种 路 径 ? 


显然 有 两 种 路 径 ， 可 以 是 (i，j) -> #1 -> #2 或 者 (i，j) -> #2 -> #1， 不 止 一 种 ， 说 明 (1 -1， 
j 一 1 ) 会 被 多 次 计算 ， 所 以 一 定 存在 重 苇 子 问 题 。 


475 / 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


再 举 个 稍微 复杂 的 例子 ， 前 文 正则 表达 式 问 题 的 暴力 解 代码 : 


booWdp(strings Ss mt a stringe po ane) 
mem = Sulze(0 n= Sze(, 


(= nturn em 
(a es Ly a 
if ((n -~- j) % 2 == 1) return false; 
O(n 
(pL return false: 
} 
Pekumn enue 
J 
ws ==p === 天 
(no 
return dp(s, i, p, j + 2) 
| als a le [or 
} else 1{ 
return dp(s, i + 1, p, j + 1); 
} 
} else if (j <n-1é&8& plj + 1] == '*') { 
neurmn dos 2 
} 


return false; 


代码 有 些 复杂 对 吧 ， 如 果 画 图 的 话 有 些 麻烦 ， 但 我 们 不 画图 ， 直 接 忽略 所 有 细节 代码 和 条 件 分 支 ， 只 抽象 出 
递归 框架 : 


bool dp(stringe ses nt stringS pnnt 内 


QoS 入 Wl 
GOES J 2 
[OCS 1， 
dp(s， a [op es 2 /7 4 


和 上 一 题 一 样 ， 这 个 解法 的 「 状 态 ] 也 是 (i ，j ) 的 值 ， 那 么 我 继续 问 你 问题 : 如 果 我 想 从 状态 (1，j ) 转 
移 到 (i+2，j+2)， 有 几 种 路 径 ? 


显然 ， 至 少 有 两 条 路 径 : (i, j) -> #1 -> #4 和 (i, j) -> #3 -> #3。 
所 以 ， 不 用 画图 就 知道 这 个 解法 也 存在 重 鞠 子 问题 ， 需 要 用 备忘录 技巧 去 优化 。 
三 、dp 数组 的 遍历 方向 


我 相信 读者 做 动态 规 问 题 时 ， 肯 定 会 对 dp 数组 的 遍历 顺序 有 些 头 疼 。 我 们 拿 二 维 dp 数组 来 举例 ， 有 时 候 我 
们 是 正 向 遍历 : 
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int[][] dp = new int[m][n]; 
for (Gint 0 < mE) 
fom (mt 0 < ns 
/udp 


有 时 候 我 们 反 向 遍历 : 


for (int i =m- 1; i >= 0; i-——) 
ior (mt 0 
/eile 


有 时 候 可 能 会 斜 向 遍历 : 


// 斜 着 遍历 数组 
for (ne 2 0 <n Ur 
Form (mt 0 < IE 
nt = 
A/ uh dl 


甚至 更 让 人 迷惑 的 是 ， 有 时 候 发 现 正 向 反 向 遍历 都 可 以 得 到 正确 答案 ， 比 如 我 们 在 团 炎 股票 问题 中 有 的 地 方 
就 正 反 皆 可 。 


那么 ， 如 果 仔 细 观 察 的 话 可 以 发 现 其 中 的 原因 的 。 你 只 要 把 住 两 点 就 行 了 : 
1、 人 遍历 的 过 程 中 ， 所 需 的 状态 必须 是 已 经 计算 出 来 的 。 

2、 遍 历 结束 后 ， 存 储 结果 的 那个 位 置 必须 已 经 被 计算 出 来 。 

下 面 来 距离 解释 上 面 两 个 原则 是 什么 意思 。 


比如 编辑 距离 这 个 经 典 的 问题 ， 详 解 见 前 文 编辑 距离 详解 ， 我 们 通过 对 dp 数组 的 定义 ， 确 定 了 base case 
是 dpl..]10] 和 dp1011..]， 最 终 答案 是 dp Im] [n]; 而 且 我 们 通过 状态 转移 方程 知道 dp 1i1 1j ] 需要 从 
dp[i-1] [j], dp[i][j-1], dp[i-1] [j-1] 转移 而 来 ， 如 下 图 : 
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ml dp[lm][n] 
公众 号 : labuladong 
那么 ， 参 考 刚才 说 的 两 条 原则 ， 你 该 怎么 遍历 dp 数组 ? 肯定 是 正 向 遍历 : 


hor eant 7 ms) 
for (int j = 1; j < n; j++) 
// 通过 dp[i-1][j], dp[i][j =- 1], dp[i-1][j-1] 
/ld 


因为 ， 这 样 每 一 步 适 代 的 左边 、 上 边 、 左 上 边 的 位 置 都 是 base case 或 者 之 前 计算 过 的 ， 而 且 最 终结 束 在 我 
们 想 要 的 答案 dp Im] [nj 。 


再 举 一 例 ， 回 文子 序列 问题 ， 详 见 前 文 子 序列 问题 模板 ， 我 们 通过 过 对 dp 数组 的 定义 ， 确 定 了 base case 
处 在 中 间 的 对 角 线 ，dp [i] 1j 需要 从 dp [i+1]1j], dpli]1j-1], dp [i+1] |j-1] 转移 而 来 ， 想 要 求 的 最 
终 答案 是 dp1011n-1]， 如 下 图 : 
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公众 号 : labuladong 


公众 号 : labuladong 


要 么 从 左 至 右 斜 着 遍历 ， 要 么 从 下 向 上 从 左 到 右 遍 历 ， 这 样 才能 保证 每 次 dp [i 1 [j |] 的 左边 、 下 边 、 左 下 边 
已 经 计算 完毕 ， 得 到 正确 结果 。 


现在 ， 你 应 该 理解 了 这 两 个 原则 ， 主 要 就 是 看 base case 和 最 终结 果 的 存储 位 置 ， 保 证 遍历 过 程 中 使 用 的 数 
据 都 是 计算 完毕 的 就 行 ， 有 时 候 确 实 存在 多 种 方法 可 以 得 到 正确 答案 ， 可 根据 个 人 口味 自行 选择 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 
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关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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提高 刷 题 手 己 感 的 小 扩 巧 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


相信 每 个 人 都 有 过 被 代码 的 小 bug 搞 得 心态 爆炸 的 经 历 ， 本 文 分 享 一 个 我 最 常用 的 简单 技巧 ， 可 以 大 幅 提升 
刷 题 的 幸福 感 。 


在 这 之 前 ， 首 先 回答 一 个 问题 ， 刷 力 扣 题 是 直接 在 网 页 上 刷 比 较 好 还 是 在 本 地 IDE 上 刷 比 较 好 ? 


如 果 是 牛 客 网 笔试 那 种 自己 处 理 输入 输出 的 判 题 形式 ， 一 定 要 在 IDE 上 写 ， 这 个 没 喻 说 的 ， 但 像 力 扣 这 种 判 
题 形式 ， 我 个 人 偏好 直接 在 网 页 上 刷 ， 原 因 有 二 : 


1、 方 便 

因为 力 扣 有 的 数据 结构 是 自 定 的 ， 比 如 说 TreeNode，ListNode 这 种 ， 在 本 地 你 还 得 把 这 个 类 copy 过 去 。 
而 且 在 IDE 上 没 办 法 测试 ， 写 完 代码 之 后 还 得 粘贴 到 网 页 上 跑 测试 数据 ， 那 还 不 如 直接 网 页 上 写 呢 。 

算法 又 不 是 工程 代码 ， 量 都 比较 小 ，IDE 的 自动 补 全 带 来 的 收益 基本 可 以 忽略 不 计 。 

2、 实 用 

到 时 候 面试 的 时 候 ， 面 试 官 给 你 出 的 算法 题 大 都 是 希望 你 直接 在 网 页 上 完成 的 ， 最 好 是 边 写 边 讲 你 的 思路 。 


如 果 平时 练习 的 时 候 就 习惯 没有 IDE 的 自动 补 全 ， 习 惯 手写 代码 大 脑 编译 ， 到 时 候 面 试 的 时 候 写 代 码 就 能 
快 更 从 容 。 


之 前 我 面 快手 的 时 候 ， 有 个 面试 官 让 我 实现 LRU 算法 ， 我 直接 把 双 链表 的 实现 、 哈 希 链表 的 实现 ， 在 网 页 
上 全 写 出 来 了 ， 而 且 一 次 无 bug 跑 通 ， 可 以 看 到 面试 官 惊讶 的 表情 总 


我 秋 招 能 当 offer 收割 机 ， 很 大 程度 上 就 是 因为 手写 算法 这 一 关 超 出 面试 官 的 预期 ， 其 实 都 是 因为 之 前 在 网 页 
上 刷 题 练 出 来 的 。 


接 下 来 分 享 我 觉得 最 常 实用 的 干货 技巧 。 
如 何 给 算法 debug 
代码 的 错误 时 无 法 避免 的 ， 有 时 候 可 能 整个 思路 都 错 了 ， 有 时 候 可 能 是 某 些 细节 问题 ， 比 如 i 和 j 写 反 了 ， 


这 种 问题 怎么 排查 ? 
我 想 一 般 的 算法 问题 肯定 不 难 排查 ， 肉 眼 检 查 应 该 都 没 喻 问题， 再 不 济 print 打印 一 些 关 键 变量 的 值 ， 总 能 
发 现 问题 。 
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比较 让 人 头疼 的 的 应 该 是 递归 算法 的 问题 排查 。 
如 果 没 有 一 定 的 经 验 ， 函 数 递归 的 过 程 很 难 被 正确 理解 ， 所 以 这 里 就 重点 讲 讲 如 何 高 效 debug 递归 算法 。 
有 的 读者 可 能 会 说 ， 把 算法 copy 到 IDE 里 面 ， 然 后 打 断 点 一 步 步 跟着 走 不 就 行 了 吗 ? 


这 个 方法 肯定 是 可 以 的 ， 但 是 之 前 的 文章 多 次 说 过 ， 递 归 函 数 最 好 从 一 个 全 局 的 角度 理解 ， 而 不 要 跳 进 具体 
的 细节 。 


如 果 你 对 递归 还 不 够 熟悉 ， 没 有 一 个 全 局 的 视角 ， 这 种 一 步 步 打 断 点 的 方式 也 容易 把 人 绕 进 去 。 
我 的 建议 是 直接 在 递归 冰 数 内 部 打印 关键 值 ， 配 合 缩 进 ， 直 观 地 观察 递归 阔 数 执行 情况 。 


最 能 提升 我 们 debug 效率 的 是 缩 进 ， 除 了 解法 函数 ， 我 们 新 定义 一 个 函数 printIndent 和 一 个 全 局 变量 
count: 


FE 
// 王 司 多 重 ，1C 且 奸 / 


已 
ntMeount = Or 


// 输入 n, 打印 n 个 tab 缩 进 
void printIndent(int n) { 
for (nt 0 mn 
DIE 人 人 On 
} 


接 下 来 ， 套 路 来 了 : 


在 递归 函数 的 开头 ， 调 用 printIndent (count++) 并 打印 关键 变量 ; 然后 在 所 有 return 语句 之 前 调用 
printIndent(--count) 并 打印 返回 值 。 


举 个 具体 的 例子 ， 比 如 说 上 篇 文章 练 琴 时 悟 出 的 一 个 动态 规划 算法 中 实现 了 一 个 递归 的 dp 函数 ， 大 致 的 结 
构 如 下 : 


inedo(stringe ringe rine BB stringeg key ome nt 
/* base case */ 
if (j == key.size()) { 
return 0; 


} 


/六 状态 转移 */ 
int res = INT_ MAX; 
for (int k : charToIndex[key[j]]) { 
res = min(res, dp(ring, j, key, i + 1)); 


} 


return res; 
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这 个 递归 的 dp 函数 在 我 进行 了 debug 之 后 ， 变 成 了 这 样 : 


unt eount = 0% 
void printIndent(int n) { 
for (unt 0 em i 
pountf (Ge he 
} 
} 


inerdo(stringe ring int 1 string& key an jn 
// printIndent (count++); 
J oe ss Sop = sone wi 


(= kevasze() el 
// printIndent(--count ) ; 
/prinefe returnne oNn 
return 0; 


} 
int res = INT_ MAX; 
for (int k : charToIndex[key[j]]) { 
res = min(res, dp(ring, j, key, i + 1)); 


} 


// printIndent(--count); 
// printf("return %d\n", res); 
return res; 


就 是 在 函数 开头 和 所 有 return 语句 对 应 的 地 方 加 上 一 些 打 印 代码 。 
如 果 去 掉 注释 ， 执 行 一 个 测试 用 例 ， 输 出 如 下 : 
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Lm J 
Le ]= 1 
l=2,]J]=2 
return 0 
l= 3 ]=2 
return 0 
return 3 
stdout ee 
l= 2,]]=2 
return 0 
l=3,]J]=2 
return 0 
return 4 
return 4 


这 样 ， 我 们 通过 对 比 对 应 的 缩 进 就 能 知道 每 次 递归 时 输入 的 关键 参数 i，j 的 值 ， 以 及 每 次 递归 调用 返回 的 


< [=| 
结果 是 多 少 。 


最 重要 的 是 ， 这 样 可 以 比较 直观 地 看 出 递归 过 程 ， 你 有 没有 发 现 这 就 是 一 棵 递归 树 ? 
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stdout 
1 


l= 6 ] = 
be 
return 0 
l= 3,]=2 
return 0 


return 4 
return 4 


前 文 动态 规划 套路 详解 说 过 ， 理 解 递 归 逊 数 最 重要 的 就 是 画 出 递归 树 ， 这 样 打印 一 下 ， 连 递归 树 都 不 用 自己 
画 了 ， 而 且 还 能 清晰 地 看 出 每 次 递归 的 返回 值 。 


可 以 说 ， 这 是 对 刷 题 「 幸 福 感 」 提升 最 大 的 一 个 小 技巧 ， 比 IDE 打 断 点 要 高 效 。 


好 了 ， 本 文 分 享 就 到 这 里 ， 马 上 快 过 年 了 ， 估 计 大 家 都 无 心 学 习 了 ， 不 过 刷 题 还 是 要 坚持 的 ， 这 就 叫 弯 道 超 
车 ， 顺 便 实践 一 下 这 个 技巧 。 


如 果 本 文 对 你 有 帮助 ， 点 个 在 看 ， 就 会 被 推荐 更 多 相似 文章 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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在 线 网 站 


4.2 经 典 动态 规划 


bp 


动态 规划 的 底层 逻辑 也 是 穷 举 ， 只 不 过 动态 规划 问题 具有 一 些 特殊 的 性 质 ， 使 得 穷 举 的 过 程 中 存在 可 优化 的 
空间 。 
这 里 先 提醒 你 ， 学 习 动 态 规划 问题 要 格外 注意 这 几 个 词 : 【状态 ， 上 选择; ， [dp 数组 的 定义 」 。 你 把 这 


生 

几 个 词 理 解 到 位 了 ， 就 理解 了 动态 规划 的 核心 。 

当然 ， 动 态 规划 问题 的 题 型 非常 广泛 ， 我 不 能 保证 你 理解 了 核心 就 能 做 出 所 有 动态 规划 题目 ， 但 我 保证 你 理 
解 了 核心 原理 之 后 可 以 很 轻松 地 理解 别人 的 正确 解法 。 如 果 自 己 勤 加 练习 和 总 结 ， 解 决 大 部 分 中 上 难度 的 动 


态 规 划 问 题 应 该 是 没什么 问题 的 。 


公众 号 标签 : 手把手 刷 动态 规划 
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最 长 递增 子 序列 问题 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


号 @labuladong Bi 站 @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
300. 最 长 递增 子 序列 (中 等 ) 


也 许 有 读者 看 了 前 文 动态 规划 详解 ， 学 会 了 动态 规划 的 套路 : 找到 了 问题 的 【状态 ， 明 确 了 dp 数组 /函数 
的 含义 ， 定 义 了 base case; 但 是 不 知道 如 何 确 定 「 选 择 ] ， 也 就 是 找 不 到 状态 转移 的 关系 ， 依 然 写 不 出 动 
态 规划 解法 ， 怎 么 办 ? 


不 要 担心 ， 动 态 规划 的 难点 本 来 就 在 于 寻找 正确 的 状态 转移 方程 ， 本 文 就 借助 经 典 的 【最 长 递增 子 序列 问 
题 」 来 讲 一 讲 设计 动态 规划 的 通用 技巧 : 数学 归纳 思想 。 


最 长 递增 子 序列 (Longest Increasing Subsequence， 简 写 LIS) 是 非常 经 典 的 一 个 算法 问题 ， 比 较 容易 想到 
的 是 动态 规划 解法 ， 时 间 复 杂 度 O(N 人 ^2)， 我 们 借 这 个 问题 来 由 浅 入 深 讲 解 如 何 找 状态 转移 方程 ， 如 何 写 出 动 
态 规划 解法 。 比 较 难 想到 的 是 利用 二 分 查找 ， 时 间 复 杂 度 是 O(NIlogN)， 我 们 通过 一 种 简单 的 纸牌 游戏 来 辅助 
理解 这 种 巧妙 的 解法 。 


力 扣 第 300 题 【最 长 递增 子 序列 」 就 是 这 个 问题 : 


输入 一 个 无 序 的 整数 数组 ， 请 你 找到 其 中 最 长 递增 子 序列 的 长 度 ， 遂 数 签名 如 下 : 
int lengthOfLIS(int[] nums); 


比如 说 输入 nums=[10,9,2,5,3,7,101,18]， 其 中 最 长 的 递增 子 序列 是 [2, 3,7,101]， 所 以 算法 的 输出 
应 该 是 4。 


注意 「 子 序列 ] 和 「 子 串 」 这 两 个 名 词 的 区 别 ， 子 串 一 定 是 连续 的 ， 而 子 序列 不 一 定 是 连续 的 。 下 面 先 来 设 
计 动 态 规 划算 法 解决 这 个 问题 。 

一 、 动 态 规 划 解 法 

动态 规划 的 核心 设计 思想 是 数学 归纳 法 。 

相信 大 家 对 数学 归纳 法 都 不 陌生 ， 高 中 就 学 过 ， 而 且 思 路 很 简单 。 比 如 我 们 想 证 明 一 个 数学 结论 ， 那 么 我 们 
先 假设 这 个 结论 在 k < n 时 成 立 ， 然 后 根据 这 个 假设 ， 想 办 法 推导 证 明 出 k = n 的 时 候 此 结论 也 成 立 。 如 


果 能 够 证 明 出 来 ， 那 么 就 说 明 这 个 结论 对 于 k 等 于 任何 数 都 成 立 。 
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类 似 的 ， 我 们 设计 动态 规划 算法 ， 不 是 需要 一 个 dp 数组 吗 ? 我 们 可 以 假设 dp10. . .i-1] 都 已 经 被 算出 来 
了 ， 然 后 问 自己 : 怎么 通过 这 些 结果 算出 dp [i1? 


直接 拿 最 长 递增 子 序列 这 个 问题 举例 你 就 明白 了 。 不 过 ， 首 先 要 定义 清楚 dp 数组 的 含义 ， 即 dp [i] 的 值 到 
底 代表 着 什么 ? 


我 们 的 定义 是 这 样 的 : dp[i] 表示 以 nums [1I] 这 个 数 结尾 的 最 长 递增 子 序列 的 长 度 。 


PS: 为 什么 这 样 定义 呢 ? 这 是 解决 子 序列 问题 的 一 个 套路 ， 后 文 动态 规划 之 子 序列 问题 解 题 模板 总 结 
了 几 种 常见 套路 。 你 读 完 本 章 所 有 的 动态 规划 问题 ， 就 会 发 现 dp 数组 的 定义 方法 也 就 那 几 种 。 


根据 这 个 定义 ， 我 们 就 可 以 推出 base case: dp1i] 初始 值 为 1， 因 为 以 nums i] 结尾 的 最 长 递增 子 序列 起 
码 要 包含 它 自己 。 


举 两 个 例子 : 


元 将 考 
i 


nd ex 


numS 


区 台 


dpL3] = 3 


-Clabuladong 


ndeX 0 4 六 有 村 


NiumS 牛 1| 纪 | 千 
dpi4]=2 


Cabulacdong 


算法 演进 的 过 程 是 这 样 的 ， 
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jndlex 0 42 3 才 


二 


o 
dp li 1 


根据 这 个 定义 ， 我 们 的 最 终结 果 ( 子 序列 的 最 大 长 度 ) 应 该 是 dp 数组 中 的 最 大 值 。 


int res = 0; 

for (int i = 0; i < dp.length; i++) { 
res = Math.max(res, dplil]); 

} 


return res; 
读者 也 许 会 问 ， 刚 才 的 算法 演进 过 程 中 每 个 dp |i] 的 结果 是 我 们 肉眼 看 出 来 的 ， 我 们 应 该 怎么 设计 算法 逻辑 
来 正确 计算 每 个 dp1i] 呢 ? 


这 就 是 动态 规划 的 重头 戏 了 ， 要 思考 如 何 设计 算法 逻辑 进行 状态 转移 ， 才 能 正确 运行 呢 ? 这 里 就 可 以 使 用 数 


学 归纳 的 思想 : 


假设 我 们 已 经 知道 了 dp10. .4] 的 所 有 结果 ， 我 们 如 何 通过 这 些 已 知 结果 推出 dp[51 呢 ? 
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indeX 4 2 2 | SS 


lum 四 四 加 四 回避 
dP 


-labulacong 
根据 刚才 我 们 对 dp 数组 的 定义 ， 现 在 想 求 dp 151 的 值 ， 也 就 是 想 求 以 nums 151 为 结尾 的 最 长 递增 子 序 
列 。 


nums[5] = 3， 既 然 是 递增 子 序列 ， 我 们 只 要 找到 前 面 那些 结尾 比 3 小 的 子 序 列 ， 然 后 把 3 接 到 最 后 ， 就 
可 以 形成 一 个 新 的 递增 子 序列 ， 而 且 这 个 新 的 子 序列 长 度 加 一 。 


显然 ， 可 能 形成 很 多 种 新 的 子 序列 ， 但 是 我 们 只 选择 最 长 的 那 一 个 ， 把 最 长 子 序列 的 长 度 作为 dp151 的 值 即 


可 。 


jndlox 4 一 忆 二 6 


tum 四 四 本 四 四 加 


dPpL51= max$ 


ome (Cm te 0 
if (nums[il > nums[j]) 
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dp ="Mathemax (dp do 


当 i = 5 时 ， 这 段 代 码 的 逻辑 就 可 以 算出 dp 15] 。 其 实 到 这 里 ， 这 道 算法 题 我 们 就 基本 做 完了 。 


读者 也 许 会 问 ， 我 们 刚才 只 是 算 了 dp151 呀 ，dp141, dp131 这 些 怎么 算 呢 ?类 似 数学 归纳 法 ， 你 已 经 可 以 
算出 dp151 了 ， 其 他 的 就 都 可 以 算出 来 : 


for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
for (int j = 0; j < i; j++) { 
if (nums[i] > nums[j]) 
dp[i] = Math.max(dp[i], dpl[j] + 1); 


结合 我 们 刚才 说 的 base case， 下 面 我 们 看 一 下 完整 代码 : 


int LengthOfLIS(int[] nums) { 
// 定义 : dp [il 表示 以 nums [i] 这 个 数 结尾 的 最 长 递增 子 序列 的 长 度 
int[] dp = new int[nums. length]; 
// base case: dp 数组 全 都 初始 化 为 1 
Arrays.fill(dp, 1); 
for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
Ot 0 
if (nums[i] > nums[j]) 
dp[il = Math.max(dp[i], dp[lj] + 1); 


} 


int res = 0; 

for (int i = 0; i < dp.length; i++) { 
res = Math.max(res, dpli]); 

} 


return res; 


至 此 ， 这 道 题 就 解决 了 ， 时 间 复 杂 度 O(N^2)。 总 结 一 下 如 何 找到 动态 规划 的 状态 转移 关系 : 
1、 明 确 dp 数组 的 定义 。 这 一 步 对 于 任何 动态 规划 问题 都 很 重要 ， 如 果 不 得 当 或 者 不 够 清晰 ， 会 阻碍 之 后 的 


步骤 。 


2、 根 据 dp 数组 的 定义 ， 运 用 数学 归纳 法 的 思想 ， 假 设 dp [0., .i-1] 都 已 知 ， 想 办 法 求 出 dp [il， 一 旦 这 
一 步 完 成 ， 整 个 题目 基本 就 解决 了 。 


但 如 果 无 法 完成 这 一 步 ， 很 可 能 就 是 dp 数组 的 定义 不 够 恰当 ， 需 要 重新 定义 dp 数组 的 含义 ; 或 者 可 能 是 
dp 数组 存储 的 信息 还 不 够 ， 不 足以 推出 下 一 步 的 答案 ， 需 要 把 dp 数组 扩大 成 二 维 数组 甚至 三 维 数组 。 


二 、 二 分 查找 解法 
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这 个 解法 的 时 间 复 杂 度 为 O(NlogN)， 但 是 说 实话 ， 正 常人 基本 想不到 这 种 解法 (也 许 玩 过 某 些 纸牌 游戏 的 人 
可 以 想 出 来 ) 。 所 以 大 家 了 解 一 下 就 好 ， 正 常情 况 下 能 够 给 出 动态 规划 解法 就 已 经 很 不 错 了 。 


根据 题目 的 意思 ， 我 都 很 难 想象 这 个 问题 竟然 能 和 二 分 查找 扯 上 关系 。 其 实 最 长 递增 子 序列 和 一 种 叫做 
patience game 的 纸牌 游戏 有 关 ， 甚 至 有 一 种 排序 方法 就 叫做 patience sorting (耐心 排序 ) 。 


为 了 简单 起 见 ， 后 文 跳 过 所 有 数学 证 明 ， 通 过 一 个 简化 的 例子 来 理解 一 下 算法 思路 。 


首先 ， 给 你 一 排 扑克 牌 ， 我 们 像 遍历 数组 那样 从 左 到 右 一 张 一 张 处 理 这 些 扑克 上牌， 最 终 要 把 这 些 牌 分 成 若干 
堆 。 


first card ee 


to deal 


处 理 这 些 扑 克 牌 要 遵循 以 下 规则 : 


只 能 把 点 数 小 的 牌 压 到 点 数 比 它 大 的 牌 上 ;如果 当前 牌 点 数 较 大 没有 可 以 放置 的 堆 ， 则 新 建 一 个 堆 ， 把 这 张 
牌 放 进 去 ; 如 果 当 前 牌 有 多 个 堆 可 供 选择 ， 则 选择 最 左边 的 那 一 堆放 置 。 


比如 说 上 述 的 扑克 牌 最 终 会 被 分 成 这 样 5 堆 (我 们 认为 纸牌 A 的 牌 面 是 最 大 的 ， 纸 牌 2 的 牌 面 是 最 小 的 ) 。 


to deal 


为 什么 遇 到 多 个 可 选择 堆 的 时 候 要 放 到 最 左边 的 堆 上 呢 ? 因为 这 样 可 以 保证 牌 堆 顶 的 牌 有 序 (2, 4 7 8, 
Q) ， 证 明 略 。 
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6 5 
Hirsteard = | 
to deal 办 


top cards 


按照 上 述 规则 执行 ， 可 以 算出 最 长 递增 子 序列 ， 牌 的 堆 数 就 是 最 长 递增 子 序列 的 长 度 ， 证 明 略 。 


increasing subsequence 


我 们 只 要 把 处 理 扑克 牌 的 过 程 编程 写 出 来 即 可 。 每 次 处 理 一 张 扑克 牌 不 是 要 找 一 个 合适 的 牌 扒 顶 来 放 吗 ， 牌 
堆 顶 的 牌 不 是 有 序 吗 ， 这 就 能 用 到 二 分 查找 了 : 用 二 分 查找 来 搜索 当前 牌 应 放置 的 位 置 。 


PS: 旧 文 二 分 查找 算法 详解 详细 介绍 了 二 分 查找 的 细节 及 变 体 ， 这 里 就 完美 应 用 上 了 ， 如 果 没 读 过 强 
烈 建议 阅读 。 


public int LengthOfLIS(int[] nums) { 
int[] top = new int[nums. length]; 
// 有 牌 堆 数 初始 化 为 0 
nk UeS .==0, 
for (int i = 0; i < nums.length; i++) { 
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// 要 处 理 的 扑克 牌 


int poker = nums [i]; 


/ 洲 沙洲 洲 炒 搜索 左 侧 边 界 的 二 分 查找 站 六 六 六 米 / 
lnt Left =0 ght = tes 
while (left < right) { 
Tintemide (Uert right 2 
if (top[mid] > poker) { 
right = mid; 
} else if (top[mid] < poker) { 
left = mid + 1; 
} else { 
right = mid; 
jr 
} 


/ 米 米 炒米 米 米 炒米 炒米 米 米 炒米 炒米 米 米 炒米 炒米 米 玉米 炒米 米 米 玉米 炒米 / 


// 没 找到 合适 的 牌 堆 ， 新 建 一 堆 
if (Left == piles) piles++; 
// 把 这 张 牌 放 到 牌 堆 顶 

top [Left] = poker; 


} 
// 有 牌 堆 数 就 是 LIS 长 度 


retkurni ptes, 


= 


至 此 ， 二 分 查找 的 解法 也 讲解 完毕 。 


这 个 解法 确实 很 难 想到 。 首 先 涉 及 数学 证 明 ， 谁 能 想到 按照 这 些 规 则 执行 ， 就 能 得 到 最 长 递增 子 序 列 呢 ? 其 
次 还 有 二 分 查找 的 运用 ， 要 是 对 二 分 查找 的 细节 不 清楚 ， 给 了 思路 也 很 难 写 对 。 


所 以 ， 这 个 方法 作为 思维 拓展 好 了 。 但 动态 规划 的 设计 方法 应 该 完全 理解 : 假设 之 前 的 答案 已 知 ， 利 用 数学 
归纳 的 思想 正确 进行 状态 的 推演 转移 ， 最 终 得 到 答案 。 


接 下 来 可 阅读 : 
。 动态 规划 之 最 大 子 数组 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车 ， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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Q labuladong 公 众 号 
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最 大 子 数组 和 问题 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


号 @labuladong Bi 站 @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
53. 最 大 子 序 和 (简单 ) 


力 扣 第 53 题 [最 大 子 序 和 J」 问题 和 前 文 讲 过 的 经 典 动态 规划 : 最 长 递增 子 序列 的 套路 非常 相似 ， 代 表 着 一 
类 比较 特殊 的 动态 规划 问题 的 思路 。 


题目 如 下 : 
给 你 输入 一 个 整数 数组 nums， 请 你 找 在 其 中 找 一 个 和 最 大 的 子 数组 ， 返 回 这 个 子 数组 的 和 。 


图 数 签名 如 下 :: 
int maxSubArray(int[] nums ) ; 


比如 说 输入 nums = [-3,1,3,-1,2,-4,2]， 算 法 返回 5， 因 为 最 大 子 数组 [1, 3,-1,2] 的 和 为 5。 


思路 分 析 
其 实 第 一 次 看 到 这 道 题 ， 我 首先 想到 的 是 滑动 窗口 算法 ， 因 为 我 们 前 文 说 过 嘛 ， 滑 动 窗口 算法 就 是 专门 处 理 
子 串 / 子 数 组 问题 的 ， 这 里 不 就 是 子 数 组 问题 么 ? 


但 是 ， 稍 加 分 析 就 发 现 ， 这 道 题 还 不 能 用 滑动 窗口 算法 ， 因 为 数组 中 的 数字 可 以 是 负数 。 


滑动 窗口 算法 无 非 就 是 双 指针 形成 的 窗口 扫描 整个 数组 / 子 串 ， 但 关键 是 ， 你 得 清楚 地 知道 什么 时 候 应 该 移动 
右 侧 指针 来 扩大 窗口 ， 什 么 时 候 移 动 左 侧 指针 来 减 小 窗口 。 


而 对 于 这 道 题目 ， 你 想 想 ， 当 窗口 扩大 的 时 候 可 能 遇 到 负数 ， 窗 口中 的 值 也 就 可 能 增加 也 可 能 减少 ， 这 种 情 
况 下 不 知道 什么 时 机 去 收缩 左 侧 窗口 ， 也 就 无 法 求 出 【最 大 子 数组 和 J 。 


解决 这 个 问题 需要 动态 规划 技巧 ， 但 是 dp 数组 的 定义 比较 特殊 。 按 照 我 们 常规 的 动态 规划 思路 ， 一 般 是 这 
样 定义 dp 数组 : 


nums10. . 工 ] 中 的 【最 大 的 子 数组 和 J4 为 dp[i]。 
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如 果 这 样 定义 的 话 ， 整 个 nums 数组 的 「 最 大 子 数 组 和 」 就 是 dp In-1] 。 如 何 找 状 态 转移 方程 呢 ? 按照 数学 
归纳 法 ， 假 设 我 们 知道 了 dp [1i-1]， 如 何 推导 出 dp 1i] 呢 ? 


如 下 图 ， 按 照 我 们 刚才 对 dp 数组 的 定义 ，dp 1i] = 5 ， 也 就 是 等 于 nums | ] 中 的 最 大 子 数组 和 : 


公众 号 : labuladong 


那么 在 上 图 这 种 情况 中 ， 利 用 数学 归纳 法 ， 你 能 用 dp [ij 推出 dp[i+1] 吗 ? 


实际 上 是 不 行 的 ， 因 为 子 数组 一 定 是 连续 的 ， 按 照 我 们 当前 dp 数组 定义 ， 并 不 能 保证 nums10. .i] 中 的 最 
大 子 数组 与 nums [i+1] 是 相 邻 的 ， 也 就 没 办 法 从 dp [i] 推导 出 dp [i+1]。 


所 以 说 我 们 这 样 定 义 dp 数组 是 不 正确 的 ， 无 法 得 到 合适 的 状态 转移 方程 。 对 于 这 类 子 数 组 问题 ， 我 们 就 要 
重新 定义 dp 数组 的 含义 : 
以 nums[i] 为 结尾 的 「 最 大 子 数组 和 J 为 dp[i]。 


这 种 定义 之 下 ， 想 得 到 整个 nums 数组 的 「 最 大 子 数组 和 J」， 不 能 直接 返回 dp1n-1]， 而 需要 遍历 整个 d 
数组 : 


int res = Integer.MIN_VALUE ; 
for (int so an rr 

res = Math.max(res, dpli]); 
} 


return res; 


依然 使 用 数学 归纳 法 来 找 状态 转移 关系 : 假设 我 们 已 经 算出 了 dp [i-1]， 如 何 推 导出 dp1i] 呢 ? 


可 以 做 到 ，dp [il 有 两 种 【选择 上 ， 要 么 与 前 面 的 相 邻 子 数组 连接 ， 形 成 一 个 和 更 大 的 子 数组 ; 要么 不 与 前 
面 的 子 数 组 连接 ， 自 成 一 派 ， 自 己 作为 一 个 子 数组 。 


如 何 选择 ”既然 要 求 【 最 大 子 数组 和 4 ， 当 然 选 择 结果 更 大 的 那个 啦 : 
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// 要 么 自 成 一 派 ， 要 么 和 前 面 的 子 数组 合并 
dp[il = Math.max(nums[i], nums[i] + dp[i —- 1]); 


综 上 ， 我 们 已 经 写 出 了 状态 转移 方程 ， 就 可 以 直接 写 出 解法 了 : 


int maxSubArray(int[] nums) { 
int n = nums. length; 
if (n == 0) return 0) 
// 定义 : dp[i] 记录 以 nums [i] 为 结尾 的 【最 大 子 数组 和 1 
int[] dp = new int[n]; 
// base case 
// 第 一 个 元 素 前 面 没有 子 数组 
dp[0] = nums [0]; 
// 状态 转移 方程 
hom (Cmte 王 人 
dp[il = Math.max(nums [i], nums[i] + dp[i - 1]); 
} 
// 得 到 nums 的 最 大 子 数 组 
int res = Integer.MIN VALUE; 
for (antn = 0 on oe 
res = Math.max(res, dp[i]); 
} 


return res; 


以 上 解法 时 间 复 杂 度 是 O(N)， 空 间 复 杂 度 也 是 O(N)， 较 暴力 解法 已 经 很 优秀 了 ， 不 过 注意 到 dp [i] 仅仅 和 
dp[i-1] 的 状态 有 关 ， 那 么 我 们 可 以 施展 前 文 动态 规划 的 降 维 打击 讲 的 技巧 进行 进一步 优化 ， 将 空间 复杂 
度 降 低 : 


int maxSubArray(int[] nums) { 
int n = nums. length; 
(m0 meturnno, 
// base case 
int dp_0 = nums[0]; 
mnt do = 0 nes = dp 


for (mnt = To nr 
// dp[li] = max(nums [i], nums[i] + dp[i-1]) 
dp_1 = Math.max(nums[i], nums[i] + dp_0); 
dpa0 = dp DD; 
// 顺便 计算 最 大 的 结果 
res = Math.max(res, dp_1); 

J 


return res; 
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最 后 总 结 
虽然 说 动态 规划 推 状态 转移 方程 确实 比较 玄学 ， 但 大 部 分 还 是 有 些 规律 可 循 的 。 


今天 这 道 【最 大 子 数组 和 J」 就 和 【最 长 递增 子 序列 」 非常 类 似 ，dp 数组 的 定义 是 「 以 nums [i] 为 结尾 的 最 
大 子 数 组 和 /最 长 递增 子 序 列 为 dp [IJ 。 因 为 只 有 这 样 定 义 才 能 将 dp1i+1] 和 dp1i] 建立 起 联系 ， 利 用 数 
学 归纳 法 写 出 状态 转移 方程 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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丘 | /N 序 | “日 
长 公共 子 序列 问题 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
1143. 最 长 公共 子 序 列 (中 等 ) 

583. 两 个 字符 串 的 删除 操作 (中 等 ) 

712. 两 个 字符 串 的 最 小 ASCII 删 除 和 (中 等 ) 

好 久 没 写 动 态 规划 算法 相关 的 文章 了 ， 今 天 来 搞 一 把 。 


不 知道 大 家 做 算法 题 有 什么 感觉 ， 我 总 结 出 来 做 算法 题 的 技巧 就 是 ， 把 大 的 问题 细 化 到 一 个 点 ， 先 研究 在 这 
个 小 的 点 上 如 何 解决 问题 ， 然 后 再 通过 递归 / 途 代 的 方式 扩展 到 整个 问题 。 


比如 说 我 们 前 文 手把手 带 你 刷 二 叉 树 第 三 期 ， 解 决 二 叉 树 的 题目 ， 我 们 就 会 把 整个 问题 细 化 到 某 一 个 节点 
上 ， 想 象 自己 站 在 某 个 节点 上 ， 需 要 做 什么 ， 然 后 套 二 叉 树 递归 框架 就 行 了 。 


动态 规划 系列 问题 也 是 一 样 ， 尤 其 是 子 序列 相关 的 问题 。 本 文 从 「 最 长 公共 子 序列 问题 展开， 总 结 三 道子 
序列 问题 ， 解 这 道 题 仔 细 讲 讲 这 种 子 序列 问题 的 套路 ， 你 就 能 感受 到 这 种 思维 方式 了 。 


最 长 公共 子 序列 


计算 最 长 公共 子 序列 (Longest Common Subsequence， 和 简称 LCS) 是 一 道 经 典 的 动态 规划 题目 ， 大 家 应 该 
都 见 过 : 


给 你 输入 两 个 字符 串 51 和 52， 请 你 找 出 他 们 俩 的 最 长 公共 子 序列 ， 返 回 这 个 子 序列 的 长 度 。 


力 扣 第 1143 题 就 是 这 道 题 ， 国 数 签名 如 下 : 
int LongestCommonSubsequence(String s1，String s2); 
比如 说 输入 s1 = "zabcde"，s2 = "acez"， 它 俩 的 最 长 公共 子 序列 是 Lcs = "ace"， 长 度 为 3， 所 以 


算法 返回 3。 


如 果 没 有 做 过 这 道 题 ， 一 个 最 简单 的 暴力 算法 就 是 ， 把 51 和 s2 的 所 有 子 序列 都 穷 举 出 来 ， 然 后 看 看 有 没有 
公共 的 ， 然 后 在 所 有 公共 子 序列 里 面 再 寻找 一 个 长 度 最 大 的 。 


501/692 


显然 ， 这 种 思路 的 复杂 度 非常 高 ， 你 要 穷 举 出 所 有 子 序列 ， 这 个 复杂 度 就 是 指数 级 的 ， 肯 定 不 实际 。 


正确 的 思路 是 不 要 考虑 整个 字符 串 ， 而 是 细 化 到 51 和 s2 的 每 个 字符 。 前 文子 序列 解 题 模 板 中 总 结 的 一 个 
规律 : 
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编辑 距离 问题 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


公众 号 @labuladong B 站 | @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
72. 编辑 距离 (困难 ) 
本 文 有 视频 版 : 编辑 距离 详解 动态 规划 


前 几 天 看 了 一 份 牲 厂 的 面试 题 ， 算 法 部 分 大 半 是 动态 规划 ， 最 后 一 题 就 是 写 一 个 计算 编辑 距离 的 浮 数 ， 今 
就 专门 写 一 篇 文章 来 探讨 一 下 这 个 问题 。 


我 个 人 很 喜欢 编辑 距离 这 个 问题 ， 因 为 它 看 起 来 十 分 困难 ， 解 法 却 出 奇 得 简单 漂亮 ， 而 且 它 是 少 有 的 比较 实 
用 的 算法 (我 承认 很 多 算法 问题 都 不 太 实用 ) 。 


力 扣 第 72 题 「 编 辑 距离 」 就 是 这 个 问题 ， 先 看 下 题目 : 
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72. 编辑 距离 labuladong 题解 ” 思路 
难度 困难 由 2122 站 [四 加 人 口 


给 你 两 个 单词 s1 和 s2 ， 请 返回 将 sl 转换 成 s2 最 少 的 操作 数 。 
你 可 以 对 一 个 单词 进行 如 下 三 种 操作 : 


。 插入 一 个 字符 
。 删除 一 个 字符 
。 蔡 换 一 个 字符 


示例 1: 


l= hrese vo = os 
输出 : 3 

解释 : 

horse -> rorse (将 'h' 替换 为 'r') 
rorse -> rose (删除 'r') 

rose -> ros (删除 'e') 


示例 2 : 


输入 : sl = "intention'"，S2 = "execution" 
输出 : 5 

解释 : 

intention -> inention (删除 't') 
inention -> enention (将 'i' 替换 为 'e') 
enention -> exention (将 'n' 替换 为 'x') 
exention -> exection (将 'n' 替换 为 'c') 
exection -> execution (插入 'u') 
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函数 签名 如 下 : 
def minDistance(sl: str, s2: str) -> int: 


为 什么 说 这 个 问题 难 呢 ， 因 为 显而易见 ， 它 就 是 难 ， 让 人 手足 无 措 ， 望 而 生 景 。 


为 什么 说 它 实 用 呢 ， 因 为 前 几 天 我 就 在 日 常生 活 中 用 到 了 这 个 算法 。 之 前 有 一 篇 公众 号 文章 由 于 疏忽 ， 写 错 
位 了 一 段 内 容 ， 我 决定 修改 这 部 分 内 容 让 逻辑 通顺 。 但 是 公众 号 文章 最 多 只 能 修改 20 个 字 ， 且 只 支持 增 、 
删 、 蔡 换 操 作 〈 跟 编辑 距离 问题 一 模 一 样 ) ， 于 是 我 就 用 算法 求 出 了 一 个 最 优 方案 ， 只 用 了 16 步 就 完成 了 修 
改 。 


再 比如 高 大 上 一 点 的 应 用 ，DNA 序列 是 由 A,G,CT 组 成 的 序列 ， 可 以 类 比 成 字符 串 。 编 辑 距离 可 以 衡量 两 个 
DNA 序列 的 相似 度 ， 编 辑 距离 越 小 ， 说 明 这 两 段 DNA 越 相 似 ， 说 不 定 这 俩 DNA 的 主人 是 远古 近亲 喻 的 。 


下 面 言 归 正 传 ， 详 细 讲 解 一 下 编辑 距离 该 怎么 算 ， 相 信 本 文 会 让 你 有 收获 。 
TN 思路 


编辑 距离 问题 就 是 给 我 们 两 个 字符 串 51 和 52， 只 能 用 三 种 操作 ， 让 我 们 把 s1 变 成 52， 求 最 少 的 操作 数 。 
需要 明确 的 是 ， 不 管 是 把 51 变 成 52 还 是 反 过 来 ， 结 果 都 是 一 样 的 ， 所 以 后 文 就 以 51 变 成 52 举例 。 


前 文 最 长 公共 子 序列 说 过 ， 解 决 两 个 字符 串 的 动态 规划 问题 ， 一 般 都 是 用 两 个 指针 i, ] 分 别 指 向 两 个 字符 
串 的 最 后 ， 然 后 一 步 步 往 前 走 ， 缩 小 问题 的 规模 。 


设 两 个 字符 串 分 别 为 “rad"” 和 "apple"， 为 了 把 5s1 变 成 52， 算 法 会 这 样 进行 : 


把 sl 变 成 S2 


sl a 


S2 10 hy 2 


公众 号 : labuladong 
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S2 - Pehl. 


公众 号 : labuladong 


请 记 住 这 个 GIF 过 程 ， 这 样 就 能 算出 编辑 距离 。 关 键 在 于 如 何 做 出 正确 的 操作 ， 稍 后 会 讲 。 


根据 上 面 的 GIF， 可 以 发 现 操作 不 只 有 三 个 ， 其 实 还 有 第 四 个 操作 ， 就 是 什么 都 不 要 做 (skip) 。 比 如 这 个 情 
况 : 


sl[i] == s2[)] 


sl a se a 


S2 ee 


公众 号 : labuladong 


因为 这 两 个 字符 本 来 就 相同 ， 为 了 使 编辑 距离 最 小 ， 显 然 不 应 该 对 它们 有 任何 操作 ， 直 接 往 前 移动 1, j 即 
可 。 


还 有 一 个 很 容易 处 理 的 情况 ， 就 是 j] 走 完 52 时， 如 果 i 还 没 走 完 51， 那 么 只 能 用 删除 操作 把 51 缩短 为 
s2。 比 如 这 个 情况 : 
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S2 走 完 


a delete 
sl ee 


S2 二 


公众 号 : labuladong 


类 似 的 ， 如 果 i 走 完 s1 时 j 还 没 走 完了 s2， 那 就 只 能 用 插入 操作 把 52 剩 下 的 字符 全 部 插入 s1。 等 会 会 
到 ， 这 两 种 情况 就 是 算法 的 base case。 


下 面 详解 一 下 如 何 将 思路 转换 成 代码 ， 坐 稳 ， 要 发 车 了 。 

二 、 代 码 详解 

先 梳 理 一 下 之 前 的 思 

base case 是 i 走 完 5s1 或 j 走 完 52， 可 以 直接 返回 另 一 个 字符 串 剩 下 的 长 度 。 
对 于 每 对 儿 字 符 s111] 和 s2[j]， 可 以 有 四 种 操作 |: 


if s1[i] == s2[j]: 
啥 都 别 做 (skip) 
i，j 同时 向 前 移动 
else: 
i 
插入 (insert) 
删除 (delete) 
替换 (replace) 


有 这 个 框架 ， 问 题 就 已 经 解决 了 。 读 者 也 许 会 问 ， 这 个 「 三 选 一 」 到 底 该 怎么 选择 呢 ? 很 简单 ， 全 试 一 遍 
哪个 操作 最 后 得 到 的 编辑 距离 最 小 ， 就 选 谁 。 ES 弟 归 技巧 ， 理 解 需要 点 技巧 ， 先 看 下 代码 : 


def minDistance(sS1，Ss2) -> int: 
# 定义 : dp(i，j) 返回 s1[0..i] 和 s2[0..j] 的 最 小 编辑 距离 
ra vol 
# base case 
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== returnm dy 
==> eturn md 


if sl[il == s2[j]: 
return dp( - 1，j -1) # 哈 都 不 做 
else: 
return min( 
DA # 插入 
do I # 删除 
dp(i- 1，j=-1) +1# 蔡 换 
) 


# ii，j 初始 化 指向 最 后 一 个 索引 
return dp(len(s1) - 1, len(s2) - 1) 


下 面 来 详细 解释 一 下 这 段 递 归 代 码 ，base case 应 该 不 用 解释 了 ， 主 要 解释 一 下 递归 部 分 。 


都 说 递归 代码 的 可 解释 性 很 好 ， 这 是 有 道理 的 ， 只 要 理解 函数 的 定义 ， 就 能 很 清楚 地 理解 算法 的 逻辑 。 我 们 
这 里 dp 函数 的 定义 是 这 样 的 : 


def dp(i, j) -> int 
# 返回 s1[0..i] 和 s2[0..j] 的 最 小 编辑 距离 


记 住 这 个 定义 之 后 ， 先 来 看 这 段 代码 : 


if s1[i] == s2[j]: 

return dp(i - 1，j =- 1) # 哈 都 不 做 
# 解释 : 
# 本 来 就 相等 ， 不 需要 任何 操作 
# s1[0..i] 和 s2[0..j] 的 最 小 编辑 距离 等 于 
# S1[0..i-1] 和 s2[0..j-1] 的 最 小 编辑 距离 
## 攻 { 忆 7 是) 交 生 qiOUG 有 于 等 于 是 djD( 二 1 三 下 ) 


如 果 51111! =s2[]， 就 要 对 三 个 操作 递归 了 ， 稍 微 需要 点 思考 : 


dp ED LT 全 人 

# 解释 : 

# 我 直接 在 s1[i] 插入 一 个 和 s2[j] 一 样 的 字符 
# 那么 s2[j] 就 被 匹配 了 ， 前 移 j， 继 续 跟 i 对 比 
# 别 志 了 操作 数 加 一 
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人 


insert pp 


EY 
公众 号 : labuladong 
dp(i - 1,，j)+ 1，  # 删除 
# 解释 : 
# 我 直接 把 s[i] 这 个 字符 删 掉 
# 前 移 i， 继 续 跟 j 对 比 
# 操作 数 加 一 
= m1 
S2 走 完 
、delete 
Sa 


公众 号 : labuladong 


dp(i-1， jj-1)+1# 蔡 换 
# 解释 : 
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labuladong 的 刷 题 三 件 套 


# 我 直接 把 sl1[li] 替换 成 s2[j]， 这 样 它 俩 就 匹配 了 
# 同时 前 移 i，j 继续 对 比 
# 操作 数 加 一 


replace "p" 
"i 


sl 下 


S2 dr Po Rd 
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现在 ， 你 应 该 完全 理解 这 段 短 小 精 悍 的 代码 了 。 还 有 点 小 问题 就 是 ， 这 个 解法 是 暴力 解法 ， 存 在 重 苞 子 问 
题 ， 需 要 用 动态 规划 技巧 来 优化 。 


怎么 能 一 眼看 出 存在 重 妓 子 问题 呢 ? 前 文 动态 规划 之 正则 表达 式 有 提 过 ， 这 里 再 简单 提 一 下 ， 需 要 抽象 出 本 
文 算法 的 递归 框架 : 


def dp 
dol 
WO) #2 
dp 1 0) #3 


对 于 子 问 题 dp(1-1，j-1)， 如 何 通 过 原 问题 dp (i，j ) 得 到 呢 ? 有 不 止 一 条 路 径 ， 比 如 dp(i，j) -= 
#1 和 dp(i，j) -> #2 -> #。 一 旦 发 现 一 条 重复 路 径 ， 就 说 明 存 在 巨 量 重复 路 径 ， 也 就 是 重 荀 子 问题 。 


三 、 动 态 规划 优化 
对 于 重 寻 子 问题 呢 ， 前 文 动态 规划 详解 详细 介绍 过 ， 优 化 方法 无 非 是 备忘录 或 者 DP table。 
忘 录 很 好 加 ， 原 来 的 代码 稍 加 修改 即 可 : 
def minDistance(s1l, s2) -> int: 
# 备忘录 


memo = dict() 
de dp 
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Te nmemon 
return memo[(i, j)] 


if sl[il == s2[j]: 
memol(G = 
ese: 
memoli(Giee I= 
return memo[(i, j)] 


return dp(Len(s1) - 1, len(s2) - 1) 


主要 说 下 DP table 的 解法 : 
首先 明确 dp 数组 的 含义 ，dp 数组 是 一 个 二 维 数组 ， 长 这 样 : 


有 了 之 前 递归 解法 的 铺 热 ， 应 该 很 容易 理解 。dp[..]10] 和 dp1011..] 对 应 base case，dp1i]1j|] 的 含 
义 和 之 前 的 dp 函数 类 似 : 


def dp(i, j) -> int 
# 返回 s1[0..i] 和 s2[0..j] 的 最 小 编辑 距离 


qdplas le 
# 存储 s1[0..i] 和 s2[0..j] 的 最 小 编辑 距离 


dp 函数 的 base case 是 i，j 等 于 -1， 而 数组 索引 至 少 是 0， 所 以 dp 数组 会 偏 移 一 位 。 


既然 dp 数组 和 递归 dp 函数 含义 一 样 ， 也 就 可 以 直接 套用 之 前 的 思路 写 代 码 ， 唯 一 不 同 的 是 ，DP table 是 自 
底 向 上 求解 ， 递 归 解 法 是 自 顶 向 下 求解 : 
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int minDistance(String s1, String s2) { 
int m = sl1. length(), n = s2. length(); 
// 定义 : s1[0..i] 和 s2[0..j] 的 最 小 编辑 距离 是 dp [i-1] [j-1] 
int[][] dp = new int[m + 1][n + 1]; 
// base case 
Or (nt mt 
@Jo lo le ip 
fior (me = < mn tt) 
dp[0] [j] = j; 
// 自 底 向 上 求解 
Tom (ent me 
Form(int = < 
if (sl.charAt(i-1) == s2.charAt(j-1)) { 
dp[i][j] = dp[i - 1][j =- 1]; 
} else { 
dp[i][j] = min( 
dp[i][j -1] +1, 
@Jo lta = ON el 
六 
} 
} 


// 储存 着 整个 s1 和 s2 的 最 小 编辑 距离 
return dp[m] [n]; 


mt mnt a ne one 
return Math.min(a, Math.min(b, c)); 


三 、 扩 展 延 伸 


一 般 来 说 ， 处 理 两 个 字符 串 的 动态 规划 问题 ， 都 是 按 本 文 的 思路 处 理 ， 建 立 DP table。 为 什么 呢 ， 因 为 易于 
找 出 状态 转移 的 关系 ， 比 如 编辑 距离 的 DP table: 
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公众 号 : labuladong 


还 有 一 个 细节 ， 既 然 每 个 dp 1i1 [1j」 只 和 它 附近 的 三 个 状态 有 天， 空间 复杂 度 是 可 以 压缩 成 0(min(M，N)) 
的 《M，N 是 两 个 字符 串 的 长 度 ) 。 不 难 ， 但 是 可 解释 性 大 大 降低 ， 读 者 可 以 自己 尝试 优化 一 下 。 


你 可 能 还 会 问 ， 这 里 只 求 出 了 最 小 的 编辑 距离 ， 那 具体 的 操作 是 什么 ?你 之 前 举 的 修改 公众 号 文章 的 例子 ， 
只 有 一 个 最 小 编辑 距离 肯定 不 够 ， 还 得 知道 具体 怎么 修改 才 行 。 


这 个 其 实 很 简单 ， 代 码 稍 加 修改 ， 给 dp 数组 增加 额外 的 信息 即 可 : 


Vi/ Rn nl de os 
Node[]j [] dp; 


class Node { 
int val; 
Tnt “Chorece, 
// 0 代表 啥 都 不 做 
// 1 代表 插入 
// 2 代表 删除 
// 3 代表 替换 


val 属性 就 是 之 前 的 dp 数组 的 数值 ，choice 属性 代表 操作 。 在 做 最 优选 择 时 ， 顺 便 把 操作 记录 下 来 ， 然 后 
就 从 结果 反 推 具体 操作 。 


我 们 的 最 终结 果 不 是 dp Im] [nj 吗 ， 这 里 的 va 存 着 最 小 编辑 距离 ，choice 存 着 最 后 一 个 操作 ， 比 如 说 是 
插入 操作 ， 那 么 就 可 以 左 移 一 格 : 
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重复 此 过 程 ， 可 以 一 步 步 回 到 起 点 dp10] [0]， 形 成 一 条 路 径 ， 按 这 条 路 径 上 的 操作 进行 编辑 ， 就 是 最 佳 方 


dp[Lmj][nj] 


公众 号 : labuladong 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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labuladong 的 刷 题 三 件 套 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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正则 表达 式 问 题 


号 @labuladong Bi 站 @labuladong 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 
读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
10. 正则 表达 式 匹配 (困难 ) 


正则 表达 式 是 一 个 非常 强力 的 工具 ， 本 文 就 来 具体 看 一 看 正则 表达 式 的 底层 原理 是 什么 。 力 扣 第 10 题 【正则 
表达 式 匹配 上 」 就 要 求 我 们 实现 一 个 简单 的 正则 匹配 算法 ， 包 括 1.4 通 配 答 和 1 通配符 。 


这 两 个 通配符 是 最 常用 的 ， 其 中 点 号 「.」 可 以 匹配 任意 一 个 字符 ， 星 号 1*J4 可 以 让 之 前 的 那个 字符 重复 任 
意 次 数 (包括 0 次) 。 


比如 说 模式 串 " .a*b" 就 可 以 匹配 文本 "zaaab"， 也 可 以 匹配 "cb"; 模式 串 "a..b" 可 以 匹配 文本 
"amnb"; 而 模式 串 " .x*" 就 比较 牛 逼 了 ， 它 可 以 匹配 任何 文本 。 


题目 会 给 我 们 输入 两 个 字符 串 5 和 p，s 代表 文本 ，p 代表 模式 串 ， 请 你 判断 模式 串 p 是 否 可 以 匹配 文本 5。 
我 们 可 以 假设 模式 串 只 包含 小 写字 母 和 上 述 两 种 通配符 且 一 定 合法 ， 不 会 出 现 *a 或 者 b#*# 这 种 不 合法 的 模 
式 串 ， 


图 数 签名 如 下 : 
bool isMatch(string s, string p); 


对 于 我 们 将 要 实现 的 这 个 正则 表达 式 ， 难 点 在 那里 呢 ? 


点 号 通配符 其 实 很 好 实现 ，s 中 的 任何 字符 ， 只 要 遇 到 ， 通配符， 无 脑 匹配 就 完事 了 。 主 要 是 这 个 星 号 通 配 
符 不 好 实现 ， 一 旦 遇 到 * 通 配 答 ， 前 面 的 那个 字符 可 以 选择 重复 一 次 ， 可 以 重复 多 次 ， 也 可 以 一 次 都 不 出 
现 ， 这 该 怎么 办 ? 


对 于 这 个 问题 ， 答 案 很 简单 ， 对 于 所 有 可 能 出 现 的 情况 ， 全 部 穷 举 一 遍 ， 只 要 有 一 种 情况 可 以 完成 匹配 ， 就 
认为 p 可 以 匹配 5。 那 么 一 旦 涉及 两 个 字符 串 的 穷 举 ， 我 们 就 应 该 条 件 反 射 地 想到 动态 规划 的 技巧 了 。 


本 思路 分 析 


我 们 先 脑 补 一 下 ，s 和 p 相互 匹配 的 过 程 大 致 是 ， 两 个 指针 i ，j 分 别 在 s 和 p 上 移动 ， 如 果 最 后 两 个 指针 
都 能 移动 到 字符 串 的 末尾 ， 那 么 久 匹配 成 功 ， 反 之 则 匹配 失败 。 
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正则 表达 算法 问题 只 需要 把 住 一 个 基本 点 : 看 两 个 字符 是 否 匹 配 ， 一 切 逻 辑 围 绕 匹 配 /不 匹配 两 种 情况 展开 即 
可 。 


如 果 不 考虑 # 通配符 ， 面 对 两 个 待 匹 配 字符 s1i|] 和 p1j 1 ， 我 们 唯一 能 做 的 就 是 看 他 俩 是 否 匹 配 : 


bool isMatch(string s, string p) { 
int i = 0, j = 0; 
while (i < s.size() && j < p.size()) { 
// 【.J」 通配符 就 是 万 金 油 


if (s[i] == pl[lj] || p[j] == '.') 
// 匹配 ， 接 着 匹配 s[i+1..] 和 p[j+1..] 
I++ j++; 
} else { 
// 不 匹配 
return false; 
} 
$e 
return i == ]J; 


那么 考虑 一 下 ， 如 果 加 入 * 通配符 ， 局 面 就 会 稍微 复杂 一 些 ， 不 过 只 要 分 情况 来 分 析 ， 也 不 难 理解 。 

当 p[j + 1] 为 * 通配符 时 ， 我 们 分 情况 讨论 下 : 

1、 如 果 s1i] == p1j]， 那 么 有 两 种 情况 : 

1.1p1j] 有 可 能 会 匹配 多 个 字符 ， 比 如 s = "aaa"，p = "a*"， 那 么 p10] 会 通过 匹配 3 个 字符 "a"。 


1.2p1i] 也 有 可 能 匹配 0 个 字符 ,比如 s = "aa"，p = "axaa"， 由 于 后 面 的 字符 可 以 匹配 5， 所 以 
p10] 只 能 匹配 0 次 。 


2、 如 果 s1i] != plj]， 只 有 一 种 情况 : 


匹配 0 次 ， 然 后 看 下 一 个 字符 是 否 能 和 s [i| 匹配 。 比 如 说 s = "aa"，p = “bxaa"， 此 时 
匹配 0 次 。 


ol a 
p[0] 只 


台 E 
Be 
台 E 
Be 


[a 


综 上 ， 可 以 把 之 前 的 代码 针对 * 通配符 进行 一 下 改 


if (s[i] == pl[j] || p[lj] == '.') 
// 匹配 
I < oze( I 
// 有 * 通配符 ， 可 以 匹配 0 次 或 多 次 
} else { 
// 无 # 通配符 ， 老 老实 实 匹 配 1 次 


中 


} 
} else { 
// 不 匹配 
(0 II 荐 三 三 下 下山 本 人 
// 有 # 通配符 ， 只 能 匹配 0 次 
} else { 


517 /692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


return false; 


整体 的 思路 已 经 很 清晰 了 ， 但 现在 的 问题 是 ， 遇 到 *# 通配符 时 ， 到 底 应 该 匹配 0 次 还 是 匹配 多 次 ? 多 次 是 几 
次 ? 


你 看 ， 这 就 是 一 个 做 【选择 」 的 问题 ， 要 把 所 有 可 能 的 选择 都 穷 举 一 遍 才 能 得 出 结果 。 动 态 规划 算法 的 核心 
就 是 【状态 和 选择: ， 状态 」 无非 就 是 i 和 ] 两 个 指针 的 位 置 ， 【选择 4 就 是 p[j ] 选择 匹配 几 个 字 
符 。 

二 、 动 态 规划 解法 


根据 [状态 ， 我 们 可 以 定义 一 个 dp 函数 : 
boouEdptkstring&esanEi estinge peo mnt, 


518/692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


4.3 背包 问题 


背包 问题 是 一 类 经 典 的 动态 规划 问题 。 


当 我 说 XXX 问题 是 一 类 经 典 动态 规划 问题 的 时 候 ， 并 不 是 指 题目 的 形式 经 典 ， 而 是 强调 该 类 问题 的 状态 转移 
方程 非常 有 特点 ， 其 【状态 和 选择 4 的 定义 遭 循 一 定 的 模式 ， 可 以 抽象 为 一 类 特定 的 问题 。 


你 之 后 会 看 到 大 部 分 题目 都 会 把 题目 原型 深 深 地 隐藏 起 来 ， 缺 乏 思 考 的 话 甚至 看 不 出 来 这 题 竟然 是 一 道 背 
问题 ， 但 一 旦 你 发 现 一 道 题目 可 以 被 抽象 为 背包 问题 ， 那 么 你 就 可 以 按照 背包 问题 的 解 题 思路 写 出 标准 化 的 
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0-1 背包 问题 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


公众 号 @labuladong B 站 | @labuladong 


本 文 有 视频 版 : 0-1 背 包 问 题 详解 


后 台 天 天 有 人 问 背 包 问 题 ， 这 个 问题 其 实 不 难 啊 ， 如 果 我 们 号 动态 规划 系列 的 十 几 篇 文章 你 都 看 过 ， 借 助 框 
架 ， 遇 到 背包 问题 可 以 说 是 手 到 擒 来 好 吧 。 无 非 就 是 状态 + 选择 ， 也 没 哈 特别 之 处 嘛 。 


今天 就 来 说 一 下 背包 问题 吧 ， 就 讨论 最 常 说 的 0-1 背包 问题 。 描 述 : 


给 你 一 个 可 装载 重量 为 W 的 背包 和 个 物品 ， 每 个 物品 有 重量 和 价值 两 个 属性 。 其 中 第 i 个 物品 的 重量 为 
wt [i]， 价 值 为 val1i]， 现 在 让 你 用 这 个 背包 装 物品 ， 最 多 能 装 的 价值 是 多 少 ? 


举 个 简单 的 例子 ， 输 入 如 下 : 


NEe=3300W =24 
We — 2 1 引 
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val > 


算法 返回 6， 选 择 前 两 件 物 品 装 进 背 包 ， 总 重量 3 小 于 W， 可 以 获得 最 大 价值 6。 


题目 就 是 这 么 简单 ， 一 个 典型 的 动态 规划 问题 。 这 个 题目 中 的 物品 不 可 以 分 割 ， 要 么 装 进 包 里 ， 要 么 不 装 ， 
不 能 说 切 成 两 块 装 一 半 。 这 就 是 0-1 背包 这 个 名 词 的 来 历 。 


解决 这 个 问题 没有 什么 排序 之 类 巧妙 的 方法 ， 只 能 穷 举 所 有 可 能 ， 根 据 我 们 动态 规划 详解 中 的 套路 ， 直 接 走 
流程 就 行 了 。 


动 规 标准 套路 
看 来 我 得 每 篇 动态 规划 文章 都 得 重复 一 遍 套 路 ， 历 史 文章 中 的 动态 规划 问题 都 是 按照 下 面 的 套路 来 的 。 
第 一 步 要 明确 两 点 ， 状态 和 选择 | 。 


先 说 状态 ， 如 何 才 能 描述 一 个 问题 局 面 ? 只 要 给 几 个 物品 和 一 个 背包 的 容量 限制 ， 就 形成 了 一 个 背包 问题 
呀 。 所 以 状态 有 两 个 ， 就 是 【背包 的 容量 上 和 【可 选择 的 物品 」 。 


再 说 选择 ， 也 很 容易 想到 啊 ， 对 于 每 件 物品 ， 你 能 选择 什么 ?选择 就 是 【 装 进 背包 4 或 者 【不 装 进 背 包 1 
嘛 。 


明白 了 状态 和 选择 ， 动 态 规划 问题 基本 上 就 解决 了 ， 只 要 往 这 个 框架 套 就 完事 儿 了 : 
for 状态 1 in 状态 1 的 所 有 取 值 : 
for 状态 2 in 状态 2 的 所 有 取 值 : 


ToOr es 
dp 状态 隔世 大 态 210e 引 = 择优 ( 选 拌和 拌 253) 


‖ PS: 此 框架 出 自 历史 文章 团 灭 LeetCode 股票 问题 。 

第 二 步 要 明确 dp 数组 的 定义 。 

首先 看 看 刚才 找到 的 「 状 态 ! ， 有 两 个 ， 也 就 是 说 我 们 需要 一 个 二 维 dp 数组 。 

dp[i] [w] 的 定义 如 下 : 对 于 前 i 个 物品 ， 当 前 背包 的 容量 为 \,， 这 种 情况 下 可 以 装 的 最 大 价值 是 dp [i] 


[w]。 


比如 说 ， 如 果 dp131151 = 6， 其 含义 为 : 对 于 给 定 的 一 系列 物品 中 ， 若 只 对 前 3 个 物品 进行 选择 ， 当 背包 
容量 为 5 时 ， 最 多 可 以 装 下 的 价值 为 6。 


PS: 为 什么 要 这 么 定义 ? 便于 状态 转移 ， 或 者 说 这 就 是 套路 ， 记 下 来 就 行 了 。 建 议 看 一 下 我 们 的 动态 
规划 系列 文章 ， 几 种 套路 都 被 扒 得 清 清 楚楚 了 。 


根据 这 个 定义 ， 我 们 想 求 的 最 终 答案 就 是 dp IN] [W] 。base case 就 是 dp101[..] = dpl..110] = 0， 
因为 没有 物品 或 者 背包 没有 空间 的 时 候 ， 能 装 的 最 大 价值 就 是 0。 


细 化 上 面 的 框架 : 
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int[][] dp[N+1] [Ww+1] 
dp[0][..] 
dp[..][0] 


TO EN 
ftom wn Ws 
dp[i][w] = max( 
把 物品 i 装 进 背 包 ， 
不 把 物品 i 装 进 背包 
) 
return dp[N] [W] 


第 三 步 ， 根 据 【选择 上 」 ， 思 考 状 态 转移 的 逻辑 。 

简单 说 就 是 ， 上 面 伪 码 中 【把 物品 i 装 进 背 包 和 I 不 把 物品 i 装 进 背包 怎么 用 代码 体现 出 来 呢 ? 
这 就 要 结合 对 dp 数组 的 定义 ， 看 看 这 两 种 选择 会 对 状态 产生 什么 影响 : 

先 重申 一 下 刚才 我 们 的 dp 数组 的 定义 : 

dp1i] [wl] 表示 : 对 于 前 i 个 物品 ， 当 前 背包 的 容量 为 w 时 ， 这 种 情况 下 可 以 装 下 的 最 大 价值 是 dp [i] 


[w]。 


如 果 你 没有 把 这 第 i 个 物品 装 入 背包 ， 那 么 很 显然 ， 最 大 价值 dp [il [wj 应 该 等 于 dp 1i-1] Iw] ， 继 承 之 前 
的 结果 。 


如 果 你 把 这 第 i 个 物品 装 入 了 背包 ， 那 么 dp [ij [wj 应 该 等 于 dp[i-1] [lw =- wt[i-1]] + valli-1]。 
首先 ， 由 于 i 是 从 1 开始 的 ， 所 以 val 和 wt 的 索引 是 i-1 时 表示 第 i 个 物品 的 价值 和 重量 。 


而 dp1i-1][w 一 wt1i-111] 也 很 好 理解 : 你 如 果 装 了 第 i 个 物品 ， 就 要 寻求 剩余 重量 w - wt |i-1|] 限制 
下 的 最 大 价值 ， 加 上 第 i 个 物品 的 价值 valli-1]。 


综 上 就 是 两 种 选择 ， 我 们 都 已 经 分 析 完 毕 ， 也 就 是 写 出 来 了 状态 转移 方程 ， 可 以 进一步 细 化 代码 : 


hom enim lIN 
fomv mm Wl: 
dp[i][w] = max( 
dp[i-1] [w], 
dp[i-1] [w — wt[i-1]] + val[i-1] 
) 
return dp[N] [W] 


最 后 一 步 ， 把 伪 码 翻译 成 代码 ， 处 理 一 些 边界 情况 。 


我 用 Java 写 的 代码 ， 把 上 面 的 思路 完全 翻译 了 一 遍 ， 并 且 处 理 了 w - wt1i-1] 可 能 小 于 0 导致 数组 索引 
越界 的 问题 : 
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mnt knapsackKk(nt Wo nt N ane we nel va 
// base case 已 初始 化 
int[][] dp = new int[N + 1][w + 1]; 
fom (Gum Te = Nt 
for (int w = 1; w <= W; w++) { 
wt 
// 这 种 情况 下 只 能 选择 不 装 入 背包 
dp[i][w] = dp[i - 1I][w]; 
} else { 
// 装 入 或 者 不 装 入 背包 ， 择 优 
dp[i][w] = Math.max( 
dp[i - 1][w —- wt[i-1]] + val[i-1], 
dp[i -=- 1] [w] 


) 8 


} 


return dp[N] [w]; 


至 此 ， 背 包 问 题 就 解决 了 ， 相 比 而 言 ， 我 觉得 这 是 比较 简单 的 动态 规划 问题 ， 因 为 状态 转移 的 推导 比较 自 
然 ， 基 本 上 你 明确 了 dp 数组 的 定义 ， 就 可 以 理所当然 地 确定 状态 转移 了 。 


接 下 来 可 阅读 : 


。 完全 背包 问题 之 零钱 兑换 
。 背包 问题 变 体 之 子 集 分 割 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
518. 零钱 兑换 l| (中 等 ) 


se 


零钱 兑换 2 是 另 一 种 典型 背包 问题 的 变 体 ， 我 们 前 文 已 经 讲 了 经 典 动态 规划 : 0-1 背包 问题 和 背包 问题 变 
体 : 相等 子 集 分 割 。 


读本 文 之 前 ， 和 希望 你 已 经 看 过 前 两 篇 文章 ， 看 过 了 动态 规划 和 背包 问题 的 套路 ， 这 篇 继续 按照 背包 问题 的 套 
路 ， 列 举 一 个 背包 问题 的 变形 。 


本 文 聊 的 是 力 扣 第 518 题 【零钱 兑换 I ， 我 描述 一 下 题目 : 


给 定 不 同 面额 的 硬币 coins 和 一 个 总 金额 amount， 与 一 个 国 数 来 计算 可 以 凑 成 总 金额 的 硬币 组 合 数 。 假 设 
每 一 种 面额 的 硬币 有 无 限 个 。 


我 们 要 完成 的 图 数 的 签名 如 下 : 
int change(int amount, int[] coins); 


比如 说 输入 amount = 5，coins = [1,2,5]， 算 法 应 该 返回 4， 因 为 有 如 下 4 种 方式 可 以 凑 出 目标 金 
额 : 


5=5 

5=2+2+1 

5=2+1+1+1 

5=1+1+1+1+1 

如 果 输 入 的 amount = 5，coins = [3]， 算 法 应 该 返回 0， 因 为 用 面额 为 3 的 硬币 无 法 凑 出 总 金额 5。 
| PS: 至 于 零钱 兑换 |， 在 我 们 前 文 动态 规划 套路 详解 写 过 。 

我 们 可 以 把 这 个 问题 转化 为 背包 问题 的 描述 形式 : 
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有 一 个 背包 ， 最 大 容量 为 amount， 有 一 系列 物品 coins， 每 个 物品 的 重量 为 coins [i|]， 每 个 物品 的 数量 
无 限 。 请 问 有 多 少 种 方法 ， 能 够 把 背包 恰好 装 满 ? 


这 个 问题 人 ， 有 一 个 最 大 的 区 别 就 是 ， 每 个 物品 的 数量 是 无 限 的 ， 这 也 就 是 传 
说 中 的 【完全 背包 问题 」 ， 没 哈 高 大 上 的 ， 无 非 就 是 状态 转移 方程 有 一 点 变化 而 已 。 


下 面 就 以 背包 问题 的 描述 形式 ， 继 续 按照 流程 来 分 析 。 
解 题 思 路 
第 一 步 要 明确 两 点 ， [状态 J 和 [选择 J] o 


状态 有 两 个 ， 就 是 【背包 的 容量 ; 和 『「 可 选择 的 物品 1 ， 选 择 就 是 【 装 进 背 包 」 或 者 【不 装 进 背 包 4 嘛 ， 背 
包 问 题 的 套路 都 是 这 样 。 


明白 了 状态 和 选择 ， 动 态 规划 问题 基本 上 就 解决 了 ， 只 要 往 这 个 框架 套 就 完事 儿 了 : 
for 状态 1 in 状态 1 的 所 有 取 值 : 
for 状态 2 in 状态 2 的 所 有 取 值 : 


下 DO 
dB 大 态 : 本 大 7 仿 放 =0 汪 二 (0 先 拌 耻 9 直上 又) 


第 二 步 要 明确 dp 数组 的 定义 。 
首先 看 看 刚才 找到 的 【状态 ， 有 两 个 ， 也 就 是 说 我 们 需要 一 个 二 维 dp 数组 。 
] 的 定义 如 下 : 
只 使 用 前 i 个 物品 (可 以 重复 使 用 ) ， 当 背包 容量 为 j 时 ， 有 dp1i11j |] 种 方法 可 以 装 满 背 
换 句 话说 ， 翻 译 回 我 们 题目 的 意思 就 是 
若 只 使 用 coins 中 的 前 i 个 硬币 的 面值 ， 若 想 凑 出 金额 ]， 有 dp1li]11[j ] 种 凑 法 。 
过 以 上 的 定义 ， 可 以 得 到 : 


base case 为 dpI01[..] = 0， dpl..1]10] = 1。 因 为 如 果 不 使 用 任何 硬币 面值 ， 就 无 法 凑 出 任何 金 
额 ; 如 果 凌 出 的 目标 金额 为 0， RE 


我 们 最 终 想 得 到 的 答案 就 是 dp [IN] [amount]， 其 中 内 为 coins 数组 的 大 小 。 
大 致 的 伪 码 思路 如 下 : 
int dp[N 


+1] 
@lol dl 
dp lio = 


[ 


amount+1] 
0 
1 


orn Le NI 
fiorme in amountls 
把 物品 i 装 进 背 
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不 把 物品 i 装 进 背 包 
return dp[N] [amount] 


第 三 步 ， 根 据 【选择 上 」 ， 思 考 状 态 转移 的 逻辑 。 
注意 ， 我 们 这 个 问题 的 特殊 点 在 于 物品 的 数量 是 无 限 的 ， 所 以 这 里 和 之 前 写 的 0-1 背包 问题 文章 有 所 不 同 。 


如 果 你 不 把 这 第 i 个 物品 装 入 背包 ， 也 就 是 说 你 不 使 用 coins 1i] 这 个 面值 的 硬币 ， 那 么 凑 出 面额 ] 的 方法 
数 dp [i][j] 应 该 等 于 dp1i-1] |j]， 继 承 之 前 的 结果 。 


如 果 你 把 这 第 i 个 物品 装 入 了 背包 ， 也 就 是 说 你 使 用 coins [i] 这 个 面值 的 硬币 ， 那 么 dp1i11j] 应 该 等 于 
dp[i] [j-coins[i-1]]。 


首先 由 于 i 是 从 1 开始 的 ， 所 以 coins 的 索引 是 i-1 时 表示 第 i 个 硬币 的 面值 。 
dp1i]1j-coins1i-1]] 也 不 难 理解 ， 如 果 你 决定 使 用 这 个 面值 的 硬币 ， 那 么 就 应 该 关注 如 何 闫 出 金额 ] - 


coins[i-1]。 


比如 说 ， 你 想 用 面值 为 2 的 硬币 凑 出 金额 5， 那 么 如 果 你 知道 了 凑 出 金额 3 的 方法 ， 再 加 上 一 枚 面额 为 2 的 
硬币 ， 不 就 可 以 凑 出 5 了 嘛 。 


综 上 就 是 两 种 选择 ， 而 我 们 想 求 的 dpli][]] 是 1 共有 多 少 种 凑 法 ]， 所 以 dp[i]1j] 的 值 应 该 是 以 上 两 种 
选择 的 结果 之 和 : 


For Ou nt 
for (int j = 1; j <= amount; j++) { 
if (j ~- coins[i-1] >= 0) 
dp do oh 
+ dp[i][j-coins[i-1]]; 
return dp [N] [W] 


PS: 有 的 读者 在 这 里 可 能 会 有 疑问 ， 不 是 说 可 以 重复 使 用 硬币 吗 ? 那么 如 果 我 确定 【使 用 第 i 个 面值 
的 硬币 」 ， 我 怎么 确定 这 个 面值 的 硬币 被 使 用 了 多 少 枚 ? 简单 的 一 个 dp[i] [1j-coins1i-1]] 可 以 
包含 重复 使 用 第 i 个 硬币 的 情况 吗 ? 


对 于 这 个 问题 ， 建 议 你 再 仔 回头 细 阅 读 一 下 我 们 对 dp 数组 的 定义 ， 然 后 把 这 个 定义 代入 dp [i]1[j- 
coins[i-1]] 看 看 : 


若 只 使 用 前 i 个 物品 (可 以 重复 使 用 ) ， 当 背包 容量 为 j-coins[i-1] 时 ， 有 dpflil[=-coins[i-1]] 种 
方法 可 以 装 满 背包 。 


看 到 了 吗 ，dp [il [=-coins[i-1]] 也 是 允许 你 使 用 第 i 个 硬币 的 ， 所 以 说 已 经 包含 了 重复 使 用 硬币 的 情 
况 ， 你 一 百 个 放心 。 


最 后 一 步 ， 把 伪 码 翻译 成 代码 ， 处 理 一 些 边界 情况 。 
我 用 Java 写 的 代码 ， 把 上 面 的 思路 完全 翻译 了 一 遍 ， 并 且 处 理 了 一 些 边界 问题 : 
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int change(int amount, int[] coins) { 
int n = coins. length; 
int[][] dp = int[n + 1] [amount + 1]; 
// base case 
fiom (mt 0 n HI) 
ol i 0p 


fore (ne nt 
for (int j = 1; j <= amount; j++) 
if (j -= coins[i-1] >= 0) 
dp[i][j] = dp[i - 1][j] 
+ dp[i][j =- coins[i-1]]; 
else 
@fo ia 


dp TD 门 川 
} 


return dp[n] [amount]; 


而 且 ， 我 们 通过 观察 可 以 发 现 ，dp 数组 的 转移 只 和 dp [i 1. .|] 和 dpli-1]1,,] 有 关 ， 所 以 可 以 压缩 状 
态 ， 进 一 步 降低 算法 的 空间 复杂 度 : 


int change(int amount, int[] coins) { 
Tnt n= econumnse tength 
int[] dp = new int[amount + 1]; 
dpliol = I /Dasenease 
for (int i = 0; i < ni i++) 
for (int j = 1; j <= amount; j++) 
jf counsl[la 0 
dp[j] = dp[j] + dp[j-coins[i]]; 


return dp[amount] ; 


这 个 解法 和 之 前 的 思路 完全 相同 ， 将 二 维 dp 数组 压缩 为 一 维 ， 时 间 复 杂 度 O(N*amount)， 空 间 复杂 度 


O(amount)。 
至 此 ， 这 道 零 钱 兑换 问题 也 通过 背包 问题 的 框架 解决 了 。 
接 下 来 可 阅读 : 
。 背包 问题 变 体 之 子 集 分 割 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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子 集 背包 问题 
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读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
416. 分 割 等 和 子 集 (中 等 ) 


上 篇 文章 经 典 动 态 规划 : 0-1 背包 问题 详解 了 通用 的 0-1 背包 问题 ， 今 天 来 看 看 背包 问题 的 思想 能 够 如 何 运 
用 到 其 他 算法 题目 。 


而 且 ， 不 是 经 常 有 读者 问 ， 怎 么 将 二 维 动态 规划 压缩 成 一 维 动态 规划 吗 ? 这 就 是 空间 压缩 ， 很 容易 的 ， 本 文 
也 会 提 及 这 种 技巧 。 


读者 在 阅读 本 文 之 前 务必 读 懂 前 文 经 典 动态 规划 : 0-1 背包 问题 中 讲 的 套路 ， 因 为 本 文 就 是 按照 背包 问题 的 
解 题 模板 来 讲解 的 。 

一 、 问 题 分 析 

看 一 下 力 扣 第 416 题 「 分 割 等 和 子 集 」 : 


输入 一 个 只 包含 正 整数 的 非 空 数组 nums， 请 你 写 一 个 算法 ， 判 断 这 个 数组 是 否 可 以 被 分 割 成 两 个 子 集 ， 使 得 
两 个 子 集 的 元 素 和 相等 。 


算法 的 函数 签名 如 下 : 


// 输入 一 个 集合 ， 返 回 是 否 能 够 分 割 成 和 相等 的 两 个 子 集 
boolean canPartition(int[] nums); 


比如 说 输入 nums = [1,5,11,5]， 算 法 返回 true， 因 为 nums 可 以 分 割 成 [1,5,5] 和 [111 这 两 个 子 
侍 


如 果 说 输入 nums = [1,3,2,5]， 算 法 返回 false， 因 为 nums 无 论 如 何 都 不 能 分 割 成 两 个 和 相等 的 子 集 。 
对 于 这 个 问题 ， 看 起 来 和 背包 没有 任何 关系 ， 为 什么 说 它 是 背包 问题 呢 ? 
首先 回忆 一 下 背包 问题 大 致 的 描述 是 什么 : 


给 你 一 个 可 装载 重量 为 W 的 背包 和 N 个 物品 ， 每 个 物品 有 重量 和 价值 两 个 属性 。 其 中 第 i 个 物品 的 重量 为 
w [i]， 价 值 为 val1i]， 现 在 让 你 用 这 个 背包 装 物品 ， 最 多 能 装 的 价值 是 多 少 ? 
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那么 对 于 这 个 问题 ， 我 们 可 以 先 对 集合 求 和 ， 得 出 sum， 把 问题 转化 为 背包 问题 : 


给 一 个 可 装载 重量 为 sum / 2 的 背包 和 N 个 物品 ， 每 个 物品 的 重量 为 nums [11]。 现 在 让 你 装 物 品 ， 是 否 存 
在 一 种 装 法 ， 能 够 恰好 将 背包 装 满 ? 


你 看 ， 这 就 是 背包 问题 的 模型 ， 甚 至 比 我 们 之 前 的 经 典 背 包 问题 还 要 简单 一 些 ， 下 面 我 们 就 直接 转换 成 背包 
问题 ， 开 始 套 前 文 讲 过 的 背包 问题 框架 即 可 。 


二 、 解 法 分 析 
第 一 步 要 明确 两 点 ，“『「 状 态 ] 和 【选择 」 。 

这 个 前 文 经 典 动态 规划 : 背包 问题 已 经 详细 解释 过 了 ， 状 态 就 是 【背包 的 容量 上 和 [可 选择 的 物品 ， 选 择 
就 是 【 装 进 背包 」 或 者 「 不 装 进 背包 」 。 

第 二 步 要 明确 dp 数组 的 定义 。 

按照 背包 问题 的 套路 ， 可 以 给 出 如 下 定义 : 

dp[i]j1j]」 = x 表示， 对 于 前 i 个 物品 ， 当 前 背包 的 容量 为 j] 时 ， 若 x 为 true， 则 说 明 可 以 恰好 将 背包 装 
满 ， 若 x 为 faLse， 则 说 明 不 能 恰好 将 背包 装 满 。 

比如 说 ， 如 果 dp141191 = true， 其 含义 为 : 对 于 容量 为 9 的 背包 ， 若 只 是 用 前 4 个 物品 ， 可 以 有 一 种 方 
法 把 背包 恰好 装 满 。 

或 者 说 对 于 本 题 ， 含 义 是 对 于 给 定 的 集合 中 ， 若 只 对 前 4 个 数字 进行 选择 ， 存 在 一 个 子 集 的 和 可 以 恰好 凌 出 
9。 

根据 这 个 定义 ， 我 们 想 求 的 最 终 答 
[..] = faLse， 因 为 背包 没有 空 


ce = be | 
) 两 月 已 。 


案 就 是 dp [N] [sum/2] ，base case 就 是 dp[..][0] = true 和 dp[0] 
间 的 时 候 ， 就 相当 于 装 满 了 ， 而 当 没 有 物品 可 选择 的 时 候 ， 肯 定 没 办 法 装 


第 三 步 ， 根 据 【选择 上 」 ， 思 考 状 态 转移 的 逻辑 。 
回想 刚才 的 dp 数组 含义 ， 可 以 根据 选择] 对 dp 1i] 1j] 得 到 以 下 状态 转移 : 


如 果 不 把 nums [i] 算 入 子 集 ， 或 者 说 你 不 把 这 第 i 个 物品 装 入 背包 ， 那 么 是 否 能 够 恰好 装 满 背 包 ， 取 决 于 
上 一 个 状态 dp 1i-11 |j]， 继 承 之 前 的 结果 。 


如 果 把 nums 1i| 算 入 子 集 ， 或 者 说 你 把 这 第 i 个 物品 装 入 了 背包 ， 那 么 是 否 能 够 恰好 装 满 背 包 ， 取 决 于 状 
态 dp[i-1] [j-nums [i-1]]。 


首先 ， 由 于 i 是 从 1 开始 的 ， 而 数组 索引 是 从 0 开始 的 ， 所 以 第 i 个 物品 的 重量 应 该 是 nums 1i-1]， 这 一 
点 不 要 搞 混 。 


dp[i 一 11 [j=nums1i-1]1] 也 很 好 理解 : 你 如 果 装 了 第 i 个 物品 ， 就 要 看 背包 的 剩余 重量 j] - nums |i- 
1] 限制 下 是 否 能 够 被 恰好 装 满 。 


换 句 话说 ， 如 果 j - nums[i-1] 的 重量 可 以 被 恰好 装 满 ， 那 么 只 要 把 第 i 个 物品 装 进去 ， 也 可 恰好 装 满 j 
的 重量 ， 否 则 的 话 ， 重 量 j 肯定 是 装 不 满 的 。 


最 后 一 步 ， 把 伪 码 翻译 成 代码 ， 处 理 一 些 边界 情况 。 
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以 下 是 我 的 C++ 代码 ， 完 全 翻译 了 之 前 的 思路 ， 并 处 理 了 一 些 边界 情况 : 


boolean canPartition(int[] nums) { 
int sum = 0; 
for (int num : nums) sum += num; 
// 和 为 奇数 时 ， 不 可 能 划分 成 两 个 和 相等 的 集合 
if (sum % 2 != 0) return false; 
int n = nums. length; 
sum = sum / 2; 
boolean[][] dp = new boolean[ln + 1] [sum + 1]; 
// base case 
for (int i = 0; i <= Nn; i++) 
dp[i] [0] = true; 


for (int i = 1; i <= n; i++) { 
omamt = <= sume 

if (j ~ nums[i -~ 1] < 0) { 
// 背包 容量 不 足 ， 不 能 装 入 第 i 个 物品 
doa = do Ll 

} else { 
// 装 入 或 不 装 入 背包 
dp dod nums[ Tl] 


} 
} 


return dp[n] [sum] ; 


三 、 进 一 步 优化 


再 进一步 ， 是 否 可 以 优化 这 个 代码 呢 ? 注意 到 dp1i][j ] 都 是 通过 上 一 行 dp[I-1][. . ] 转移 过 来 的 ， 之 前 
的 数据 都 不 会 再 使 用 了 。 


所 以 ， 我 们 可 以 对 动态 规划 进行 降 维 打击 ， 将 二 维 dp 数组 压缩 为 一 维 ， 节 约 空间 复杂 度 : 


boolean canPartition(int [] nums) { 
int sum = 0; 
for (int num : nums) sum += Num; 
// 和 为 奇数 时 ， 不 可 能 划分 成 两 个 和 相等 的 集合 
if (sum % 2 != 0) return false; 
int n = nums. Length; 
sum = sum / 2; 
boolean[] dp = new boolean[sum + 1]; 


// base case 
dplolm = trues 


fom (mt 0 mn 
for (int j = sum; j >= 0; j--) { 
if (j - nums[i] >= 0) { 
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dp[j] = dp[j] || dp[j ~ nums [i]]; 


} 
} 


return dp[sum] ; 


其 实 这 段 代码 和 之 前 的 解法 思路 完全 相同 ， 只 在 一 行 dp 数组 上 操作 ，i 每 进行 一 轮 途 代 ，dp1j 」 其 实 就 相 
当 于 dp1i-11[j]， 所 以 只 需要 一 维 数组 就 够 用 了 。 


唯一 需要 注意 的 是 ] 应 该 从 后 往 前 反 向 遍历 ， 因 为 每 个 物品 (或 者 说 数字 ) 只 能 用 一 次 ， 以 免 之 前 的 结果 影 
响 其 他 的 结果 。 


至 此 ， 子 集 切 割 的 问题 就 完全 解决 了 ， 时 间 复 杂 度 O(n*sum)， 空 间 复杂 度 O(sum)。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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在 线 网 站 


4.4 用 动态 规划 玩 游戏 


bp 


动态 规划 的 底层 逻辑 也 是 穷 举 ， 只 不 过 动态 规划 问题 具有 一 些 特殊 的 性 质 ， 使 得 穷 举 的 过 程 中 存在 可 优化 的 
空间 。 
这 里 先 提醒 你 ， 学 习 动 态 规划 问题 要 格外 注意 这 几 个 词 : 【状态 ， 上 选择; ， [dp 数组 的 定义 」 。 你 把 这 


生 

几 个 词 理 解 到 位 了 ， 就 理解 了 动态 规划 的 核心 。 

当然 ， 动 态 规划 问题 的 题 型 非常 广泛 ， 我 不 能 保证 你 理解 了 核心 就 能 做 出 所 有 动态 规划 题目 ， 但 我 保证 你 理 
解 了 核心 原理 之 后 可 以 很 轻松 地 理解 别人 的 正确 解法 。 如 果 自 己 勤 加 练习 和 总 结 ， 解 决 大 部 分 中 上 难度 的 动 


态 规划 问题 应 该 是 没什么 问题 的 。 


公众 号 标签 : 手把手 刷 动态 规划 
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ee 人 
团 炙 LeetCode 股票 买卖 问题 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
121. 买卖 股票 的 最 佳 时 机 (简单 ) 

122. 买卖 股票 的 最 佳 时 机 1| (简单 ) 

123. 买卖 股票 的 最 佳 时 机 山 (困难 ) 

188. 买卖 股票 的 最 佳 时 机 IV (困难 ) 

309. 最 佳 买卖 股票 时 机 含 冷冻 期 (中 等 ) 

714. 买卖 股票 的 最 佳 时 机 含 手 续费 (中 等 ) 


很 多 读者 抱怨 LeetCode 的 股票 系列 问题 奇 技 淫 巧 太 多 ， 如 果 面 试 真 的 遇 到 这 类 问题 ， 基 本 不 会 想到 那些 巧 
妙 的 办 法 ， 怎 么 办 ? 所 以 本 文 拒绝 奇 技 淫 巧 ， 而 是 稳扎稳打 ， 只 用 一 种 通用 方法 解决 所 用 问题 ， 以 不 变 应 万 


by 
Zo 


这 篇 文章 参考 英文 版 高 赞 题解 的 思路 ， 用 状态 机 的 技巧 来 解决 ， 可 以 全 部 提交 通过 。 不 要 觉得 这 个 名 词 高 大 
上 ， 文 学 词汇 而 已 ， 实 际 上 就 是 DP table， 看 一 眼 就 明白 了 。 


先 随便 抽出 一 道 题 ， 看 看 别人 的 解法 : 
int maxProfit(vector<int>& prices) { 
if(prices.empty()) return ©; 
int sl = -prices[0]，s2 = INT_ MIN, s3 = INT_ MIN, s4 = INT_ MIN; 


for(ant i=] 1 < pricestsize() rt 


sl = max(s1l, -prices[i]); 

s2 = max(s2, sl1 + prices[i]); 
s3 = max(s3, s2 - prices[il]); 
s4 = max(s4, s3 + prices[il]); 


} 


return max(0, s4); 
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能 看 懂 吧 ? 会 做 了 吗 ? 不 可 能 的 ， 你 看 不 懂 ， 这 才 正 常 。 就 算 你 勉强 看 懂 了 ， 下 一 个 问题 你 还 是 做 不 出 来 。 
为 什么 别人 能 写 出 这 么 诡异 却 又 高 效 的 解法 呢 ? 因 为 这 类 问题 是 有 框架 的 ， 但 是 人 家 不 会 告诉 你 的 ， 因 为 一 
旦 告诉 你 ， 你 五 分 钟 就 学 会 了 ， 该 算法 题 就 不 再 神秘 ， 变 得 不 堪 一 击 了 。 

本 文 就 来 告诉 你 这 个 框架 ， 然 后 带 着 你 一 道 一 道 秒杀 。 这 篇 文章 用 状态 机 的 技巧 来 解决 ， 可 以 全 部 提交 通 

过 。 不 要 觉得 这 个 名 词 高 大 上 ， 文 学 词汇 而 已 ， 实 际 上 就 是 DP table， 看 一 眼 就 明白 了 。 

这 6 道 题目 是 有 共性 的 ， 我 们 只 需要 抽出 来 力 扣 第 188 题 【买卖 股票 的 最 佳 时 机 IVJ 进行 研究 ， 因 为 这 道 题 
是 最 泛 化 的 形式 ， 其 他 的 问题 都 是 这 个 形式 的 简化 ， 看 下 题目 : 


188. 买卖 股票 的 最 佳 时 机 IV labuladong 题解 ” 思路 
难度 困难 上 由 667 六 [0 又 fa 口 


给 定 一 个 整数 数组 prices ， 它 的 第 i 个 元 素 prices[i] 是 一 支 给 定 的 股票 在 
第 i 天 的 价格 。 


设计 一 个 算法 来 计算 你 所 能 获取 的 最 大 利润 。 你 最 多 可 以 完成 k 笔 交 易 。 
注意 : 你 不 能 同时 参与 多 笔 交 易 (你 必须 在 再 次 购买 前 出 售 掉 之 前 的 股票 ) 。 


示例 1: 


往生 E2IS .205.0 | 
输出 : 7 
解释 : 在 第 2 天 (股票 价格 = 2) 的 时 候 买 入 ,在 第 3 天 (股票 价格 = 6) 
的 时 候 卖 出 ， 这 笔 交 易 所 能 获得 利润 = 6-2 = 4 。 

随后 ， 在 第 5 天 (股票 价格 = 0) 的 时 候 买 入 ， 在 第 6 天 (股票 价格 
= 3) 的 时 候 卖 出 ， 这 笔 交 易 所 能 获得 利润 = 3-0 = 3 。 


一 次 交易 ， 相 当 于 k = 1; 第 二 题 是 不 限 交易 次 数 ， 相 当 于 k = +infinity ( 正 无 穷 ) ; 
2 次 交易 ， 相 当 于 k = 2; 剩 下 两 道 也 是 不 限 次 数 ， 但 是 加 了 交易 「 冷 冻 期 ] 和 「 手 续费 ] 
的 额外 条 件 ， 其 实 就 是 第 二 题 的 变种 ， 都 很 容易 处 理 。 


下 面 言 归 正 传 ， 开 始 解 题 。 

一 、 穷 举 框 染 

首先 ， 还 是 一 样 的 思路 : 如 何 穷 举 ? 

动态 规划 核心 套路 说 过 ， 动 态 规划 算法 本 质 上 就 是 穷 举 【状态 ， 然 后 在 【选择 上 」 中 选择 最 优 解 。 


那么 对 于 这 道 题 ， 我 们 具体 到 每 一 天 ， 看 看 总 共有 几 种 可 能 的 【状态 ， 再 找 出 每 个 「【 状 态 」 对 应 的 【 选 
择 」 。 我 们 要 穷 举 所 有 [状态 ， 穷 举 的 目的 是 根据 对 应 的 【选择 1 更 新 状态 。 听 起 来 抽象 ， 你 只 要 记 住 
[状态 和 选择 4 两 个 词 就 行 ， 下 面 实 操 一 下 就 很 容易 明白 了 。 
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for 状态 1 in 状态 1 的 所 有 取 值 : 
for 状态 2 in 状态 2 的 所 有 取 值 : 
Mor ee 


dp [状态 1] [状态 21[...] = 择优 (选择 1， 选 择 2...) 


比如 说 这 个 问题 ， 每 天 都 有 三 种 【选择 4 : 买 入 、 卖 出 、 无 操作 ， 我 们 用 buy, sell, rest 表示 这 三 种 选 
择 。 


但 问题 是 ， 并 不 是 每 天 都 可 以 任意 选择 这 三 种 选择 的 ， 因 为 se l1 必须 在 buy 之 后 ，buy 必须 在 sell 之 
后 。 那 么 rest 操作 还 应 该 分 两 种 状态 ， 一 种 是 buy 之 后 的 rest ( 持 有 了 股票 ) ， 一 种 是 se ll 之 后 的 
rest (没有 持 有 股票 ) 。 而 且 别 忘 了 ， 我 们 还 有 交易 次 数 的 限制 ， 就 是 说 你 buy 还 只 能 在 k > 0 的 前 提 
下 操作 。 


很 复杂 对 吧 ， 不 要 怕 ， 我 们 现在 的 目的 只 是 穷 举 ， 你 有 再 多 的 状态 ， 老 夫 要 做 的 就 是 一 把 梭 全 部 列举 出 来 。 


这 个 问题 的 「 状 态 」 有 三 个 ， 第 一 个 是 天 数 ， 第 二 个 是 允许 交易 的 最 大 次 数 ， 第 三 个 是 当前 的 持 有 状态 ( 即 
之 前 说 的 rest 的 状态 ， i 0 表示 没有 持 有 ) 。 然 后 我 们 用 一 个 三 维 数组 就 可 以 装 下 
这 几 种 状态 的 全 部 组 合 : 


dp[i][kl[@ or 1] 
<=< = <=K 
n 为 天 数 ， 大 K 为 交易 数 的 上 限 ，0 和 1 代表 是 否 持 有 股票 。 
此 问题 共 n x K x 2 种 状态 ， 全 部 穷 举 就 能 搞定 。 
Form 0 <= < nN: 
or tl ce < KP 
ho Sen (0m: 
dp[i] [klj[s] = max(buy, sell, rest) 


而 且 我 们 可 以 用 自然 语言 描述 出 每 一 个 状态 的 含义 ， 比 如 说 dp 131[ ] 的 含义 就 是 : 今天 是 第 三 天 ， 我 
现在 手 上 持 有 着 股票 ， 至 今 最 多 进行 2 次 交易 。 再 比如 dp [2] [3j | 。 今天 是 第 二 天 ， 我 现在 手 上 
没有 持 有 股票 ， 至 今 最 多 进行 3 次 交易 。 很 容易 理解 ， 对 吧 ? 


我 们 想 求 的 最 终 答案 是 dp In - 11 [Kl10]， 即 最 后 一 天 ， 最 多 允许 K 次 交易 ， 最 多 获得 多 少 利润 。 


读者 可 能 问 为 什么 不 是 dpin - 1] 1K1111? 因为 dp[n - 1] [K] [1] 代表 到 最 后 一 天 手 上 还 持 有 股票 ， 
dpln - 11 [Kl 10] 表示 最 后 一 天 手 上 的 股票 已 经 卖 出 去 了 ， 很 显然 后 者 得 到 的 利润 一 定 大 于 前 者 。 


记 住 如 何 解释 状态 ] ， 一 旦 你 觉得 哪里 不 好 理解 ， 把 它 翻译 成 自然 语言 就 容易 理解 了 。 

二 、 状 态 转移 框架 

现在 ， 我 们 完成 了 状态 的 穷 举 ， 我 们 开始 思考 每 种 「 状 态 ] 有 哪些 选择 | ， 应 该 如 何 更 新 【状态 ) 。 
只 看 「 持 有 状态 1! ， 可 以 画 个 状态 转移 图 : 
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buy 


sell 


通过 这 个 图 可 以 很 清楚 地 看 到 ， 每 种 状态 (0 和 1) 是 如 何 转移 而 来 的 。 根 据 这 个 图 ， 我 们 来 写 一 下 状态 转移 
方程 : 


dp[il[klj[ol = max(dp[i-1][k] [0], dpli-1][k] [1] + prices [ij]) 
max( 今天 选择 rest， 今天 选择 sell ) 


解释 : 今天 我 没有 持 有 股票 ， 有 两 种 可 能 ， 我 从 这 两 种 可 能 中 求 最 大 利润 : 


1、 我 昨天 就 没有 持 有 ， 且 截至 昨天 最 大 交易 次 数 限制 为 k; 然后 我 今天 选择 rest， 所 以 我 今天 还 是 没有 持 
有 ， 最 大 交易 次 数 限制 依然 为 k。 
2、 我 昨天 持 有 股票 ， 且 截至 昨天 最 大 交易 次 数 限 制 为 k;， 但 是 今天 我 Se ll 了 ， 所 以 我 今天 没有 持 有 股票 
了 ， 最 大 交易 次 数 限制 依然 为 k。 


dplanikila max(dpl Tk do Ik Lo res, 
max( 今天 选择 rest， 今天 选择 buy ) 


解释 : 今天 我 持 有 着 股票 ， 最 大 交易 次 数 限制 为 k， 那 么 对 于 昨天 来 说 ， 有 两 种 可 能 ， 我 从 这 两 种 可 能 中 求 
最 大 利润 : 


1、 我 昨天 就 持 有 着 股票 ， 且 截至 昨天 最 大 交易 次 数 限制 为 k; 然后 今天 选择 rest， 所 以 我 今天 还 持 有 着 股 
票 ， 最 大 交易 次 数 限制 依然 为 k。 
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2、 我 昨天 本 没有 持 有 ， 且 截至 昨天 最 大 交易 次 数 限制 为 k - 1; 但 今天 我 选择 buy， 所 以 今天 我 就 持 有 股 
票 了 ， 最 大 交易 次 数 限制 为 k。 

这 里 着 重 提 醒 一 下 ， 时 刻 牢 记 「 状 态 」 的 定义 ， 状 态 k 的 定义 并 不 是 [已 进行 的 交易 次 数 ] ， 而 是 

[最 大 交易 次 数 的 上 限 限制 ] 。 如 果 确 定 今天 进行 一 次 交易 ， 且 要 保证 截至 今天 最 大 交易 次 数 上 限 为 

Kk， 那么 昨天 的 最 大 交易 次 数 上 限 必 须 是 k 一 1。 
这 个 解释 应 该 很 清楚 了 ， 如 果 buy， 就 要 从 利润 中 减 去 prices1i]， 如 果 seLL， 就 要 给 利润 增加 
prices1i]。 今 天 的 最 大 利润 就 是 这 两 种 可 能 选择 中 较 大 的 那个 。 
注意 k 的 限制 ， 在 选择 buy 的 时 候 相当 于 开启 了 一 次 交易 ， 那 么 对 于 昨天 来 说 ， 交 易 次 数 的 上 限 k 应 该 减 小 
1。 


修正 : 以 前 我 以 为 在 se ll 的 时 候 给 上 减 小 1 和 在 Duy 的 时 候 给 减 小 1 是 等 效 的 ， 但 细心 的 读者 向 
我 提出 质疑 ， 经 过 深入 思考 我 发 现 前 者 确实 是 错误 的 ， 因 为 交易 是 从 buy 开始， 如果 buy 的 选择 不 改 
变 交易 次 数 〖 的 话 ， 会 出现 交 易 次 数 超出 限制 的 的 错误 。 


现在 ， 我 们 已 经 完成 了 动态 规划 中 最 困难 的 一 步 : 状态 转移 方程 。 如 果 之 前 的 内 容 你 都 可 以 理解 ， 那 么 你 已 


情况 。 


dp 人 人 ISO CO 
解释 : 因为 i 是 从 0 开始 的 ， 所 以 i = -1 意味 着 还 没有 开始 ， 这 时 候 的 利润 当然 是 0。 


dol le ny 
解释 : 还 没 开始 的 时 候 ， 是 不 可 能 持 有 股票 的 。 
因为 我 们 的 算法 要 求 一 个 最 大 值 ， 所 以 初始 值 设 为 一 个 最 小 值 ， 方 便 取 最 大 值 。 


dp[...]1[0][0] = 0 
解释 : 因为 k 是 从 1 开始 的 ， 所 以 k = 0 意味 着 根本 不 允许 交易 ， 这 时 候 利润 当然 是 0。 


dp[...]1[0][1] = -infinity 


解释 : 不 允许 交易 的 情况 下 ， 是 不 可 能 持 有 股票 的 。 
因为 我 们 的 算法 要 求 一 个 最 大 值 ， 所 以 初始 值 设 为 一 个 最 小 值 ， 方 便 取 最 大 值 。 


把 上 面 的 状态 转移 方程 总 结 一 下 : 


base case: 
Col | 2 | oe 三 0 
dp[l=201 I= dp oN iInfunaty 


状态 转移 方程 : 
dp[i] [k] [0] 
dp[i] [kj [1] 


max(dp[i-1] [kl] [606], dp[i-1] 


[k] [1] + prices[i]) 
maxi(dpla— Tk do Kk 


-1] [0] - prices [i]) 


读者 可 能 会 问 ， 这 个 数组 索引 是 -1 怎么 编程 表示 出 来 呢 ， 负 无 穷 怎么 表示 呢 ? 这 都 是 细节 问题 ， 有 很 多 方法 
实现 。 现 在 完整 的 框架 已 经 完成 ， 下 面 开始 具体 化 。 
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第 一 题 ， 先 说 力 扣 第 121 题 【买卖 股票 的 最 佳 时 机 上 ， 相 当 于 k = 1 的 情况 : 


121. 买卖 股票 的 最 佳 时 机 “ labuladong 题解 ， 思 路 


难度 简单 | 血 2156 六 OD EE [a 月 


给 定 一 个 数组 prices ， 它 的 第 i 个 元 素 prices[i] 表示 一 支 给 定 股票 第 i 天 的 价格 。 


你 只 能 选择 某 一 天 买 入 这 只 股票 ， 并 选择 在 未 来 的 某 一 个 不 同 的 日 子 卖 出 该 股票 。 设 计 一 个 
算法 来 计算 你 所 能 获取 的 最 大 利润 。 


返回 你 可 以 从 这 笔 交 易 中 获取 的 最 大 利润 。 如 果 你 不 能 获取 任何 利润 ， 返 回 0 。 


示例 1: 


输入 : [7,1,5,3,6,4] 
输出 : 5 
解释 : 在 第 2 天 (股票 价格 = 1) 的 时 候 买 入 ， 在 第 5 天 (股票 价格 = 6) 的 时 候 卖 
出 ,最 大 利润 = 6-1 = 5 。 

注意 利润 不 能 是 7-1 = 6， 因 为 卖 出 价格 需要 大 于 买 入 价格 ; 同时 ， 你 不 能 在 买 
入 前 卖 出 股票 。 


示例 2: 


输入 : prices = [7,6,4,3,1] 
输出 : 0 
解释 : 在 这 种 情况 下 ， 没 有 交易 完成 ， 所 以 最 大 利润 为 0。 


直接 套 状态 转移 方程 ， 根 据 base case， 可 以 做 一 些 化 简 : 


dpl[lahtaliolm = max(dpli=1hinltol ddots Tl [Ll rieces(l) 

dp[i] [1] [1] = max(dp[i-1] [1] [1], dp[i-1] [0] [0] - prices[i]) 
="max(dpli 11l1i ll prices([lil) 

解释 : k = 0 的 base case, 所 以 dp[i-1][0][0] = 0。 


现在 发 现 k 都 是 1， 不 会 改变 ， 即 k 对 状态 转移 已 经 没有 影响 了 。 
可 以 进行 进一步 化 简 去 掉 所 有 k: 

dp[lil[l0o] = max(dpli=1][0], dp[li=11[1] + prices[il) 
dp[il[1] = max(dp[i-1] [1], -~prices[i]) 


直接 写 出 代码 : 
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int n = prices. length; 

zn = new imt Lnll2l: 

foment i 0 ne 
dp[i] [0] = Math.max(dp[i-1] [0], dp[li-1] [1] + prices[i]); 
dp[il[1] = Math.max(dp[i-1] [1], -~prices[i]); 


return dp[n - 1] [0]; 


显然 i = 0 时 i -1 是 不 合法 的 索引 ， 这 是 因为 我 们 没有 对 i 的 base case 进行 处 理 ， 可 以 这 样 给 一 个 特 
化 处 理 : 


a (a = lat 
dp[i] [0] = 0; 
// 根据 状态 转移 方程 可 得 : 
// dplilt®] 
=max(adp ll alo del prices 
= max(0, -infinity + prices[i]) = 0 
dp[i] [1] = -prices[i]; 
// 根据 状态 转移 方程 可 得 : 
dla 


// = max(dp[-1][1], dp[-1] [0] - prices[i]) 
// = max(-infinity, 0 - prices[il]) 

// = -prices[il] 

continue; 


第 一 题 就 解决 了 ， 但 是 这 样 处 理 base case 很 麻烦 ， 而 且 注意 一 下 状态 转移 方程 ， 新 状态 只 和 相 邻 的 一 个 状 
态 有 关 ， 所 以 可 以 用 前 文 动态 规划 的 降 维 打击 : 空间 压缩 技巧 ， 不 需要 用 整个 dp 数组 ， 只 需要 一 个 变量 人 
存 相 邻 的 那个 状态 就 足够 了 ， 这 样 可 以 把 空间 复杂 度 降 到 O(1): 


// 原始 版 本 

int maxProfit_k_1(int[] prices) { 
int n = prices. length; 
mel de = mew mt ln 
TomCamte 0 mn 


if (T= 1 == 1) { 
// base case 
dp lio = 0; 
dp[il[1] = -prices [i]; 
continue; 
} 
dp[i] [0] = Math.max(dp[i-1] [0], dp[i-1] [1] + prices[i]); 


dp[il[1] = Math.max(dp[i-1] [1], -prices[i]); 


J 
return dp[n - 1] [0]; 
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空间 复杂 度 优化 版 本 
a maxProfit k_1(int[] prices) { 

int n = prices. length; 

// base case: dp[-1] [0] = 0, dp[-1] [1] = -infinity 

Tnt dopa = 0 doa Integqer MINIVARUE, 

Rom (Cant = 0 
/dpladlonm max(dpln lo Naol a res lu 
dp_i 0 = Math.max(dp_i 0, dp_i 1 + prices[il]); 
// dp[il[1] = max(dp[i-1] [1], -~prices[i]) 
dp_i 1 = Math.max(dp_i 1, -prices[i]); 

J 


nerdkulnne coos 


Rp 不 过 这 种 编程 方法 简洁 很 多 ， 但 是 如 果 没 有 前 面 状态 转移 方程 的 引导 ， 是 肯定 看 不 懂 
的 。 后 续 的 题目 ， 你 可 以 对 比 一 下 如 何 把 dp 数组 的 空间 优化 掉 。 


第 二 题 ， 看 一 下 力 扣 第 122 题 【买卖 股票 的 最 佳 时 机 IN ， 也 就 是 k 为 正 无 穷 的 情况 : 


122. 买卖 股票 的 最 佳 时 机 I| “labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 由 1572 站 [ 加 


给 定 一 个 数组 prices ， 其 中 prices[i] 表示 股票 第 i 天 的 价格 。 


在 每 一 天 ， 你 可 ee 你 在 任何 时 候 最 多 只 能 持 有 一 股 股票 。 你 也 可 
以 购买 它 ， 然 后 在 同一 天 出 售 。 返回 你 能 获得 的 最 大 利润 。 


示例 1: 


输入 : prices = [7,1,5,3,6,4] 
输出 : 7 
解释 : 在 第 2 天 (股票 价格 = 1) 的 时 候 买 入 ， 在 第 3 天 (股票 价格 = 5) 的 时 候 卖 
出 ， 这 笔 交 易 所 能 获得 利润 = 5-1 = 4 。 

随后 ， ep 3) 的 时 候 买 入 ， 在 第 5 天 (股票 价格 = 6) 的 
时 候 卖 出 ， 这 笔 交 易 所 能 获得 利润 = 6-3 = 3 。 


示例 2: 


输入 : prices = [1,2,3,4,5] 
输出 : 4 
解释 : 在 第 1 天 (股票 价格 = 1) 的 时 候 买 入 ， 在 第 5 天 (股票 价格 = 5) 的 时 候 
卖 出 ， 这 笔 交 易 所 能 获得 利润 = 5-1 = 4 。 

注意 你 不 能 在 第 1 天 和 第 2 天 接连 购买 股票 ， 之 后 再 将 它们 卖 出 。 因 为 这 样 属于 
同时 参与 了 多 笔 交 易 ， 你 必须 在 再 i 
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题目 还 专门 强调 可 以 在 同一 天 出 售 ， 但 我 觉得 这 个 条 件 纯 属 多 余 ， 如 果 当 天 买 当 天 卖 ， 那 利润 当然 就 是 0， 
这 不 是 和 没有 进行 交易 是 一 样 的 吗 ? 这 道 题 的 特点 在 于 没有 给 出 交易 总 数 的 限制 ， 也 就 相当 于 k 为 正 无 


乙己 


力 。 


如 果 为 正 无 穷 ， 那 么 就 可 以 认为 kK 和 kK - 1 工 是 一 样 的 。 可 以 这 样 改写 框架 : 


dp[ij[kj[oj 
dp [ij [kj [1] 


max(dp[i-1] [k] [6], dpl[i-1] [k] [1] + prices[i]) 
max(dp[i-1] [k] [1], dp[i-1][k-1] [6] - prices [i]) 
max(dp[i-1] [k] [1], dp[i-1] [k] [0] - prices[i]) 


我 们 发 现 数组 中 的 k 已 经 不 会 改变 了 ， 也 就 是 说 不 需要 记录 k 这 个 状态 了 : 
dp[lilh[lol ="max(dpli=1] 10] dp[li=11 [11 rices[lil) 
dpllajlaln "max(dpli Th del Tol poresll, 


直接 翻译 成 代码 : 


// 原始 版 本 
int maxProfit k_inf(int[] prices) { 
int n = prices. length,; 
Tmt d= new nt [ml 2 
for (Cunt 000 < Mn Tt) 
if (i - 1 == -1) { 
// base case 
dplEallol 0 
dp[il[1] = -prices [i]; 


continue; 
} 
dp[il[0] = Math.max(dp[i-1] [6], dpl[i-1] [1] + prices[i]); 
dplllul Mathemax(dpoli nll dori Tl DIECES [由 


} 
return dp[n - 1] [0]; 
} 


// 空间 复杂 度 优化 版 本 
int maxProfit k inf(int[] prices) { 
int n = prices. length; 
nnd = 0 do Integer :MINIVARUES 
for (int 0 ne 
int temp = dp_i 0; 
dp_i 0 = Math.max(dp_i 0, dp_i 1 + prices[il]); 
dp_i 1 = Math.max(dp_i 1, temp - prices[i]); 
jr 


ennEdip 王 1 本 0 


第 三 题 ， 看 力 扣 第 309 题 【最 佳 买 卖 股 票 时 机 含 冷冻 期 4 ， 也 就 是 k 为 正 无 穷 ， 但 含有 交易 冷冻 期 的 情况 : 
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309. 最 住 买卖 股票 时 机 含 冷冻 期 ”Ilabuladong 题解 ”思路 
(5 1092 六 [DO 加 [a 四 | 


给 定 一 个 整数 数组 prices ， 其 中 第 prices[i] 表示 第 i 天 的 股票 价格 。 


设计 一 个 算法 计算 出 最 大 利润 。 在 满足 以 下 约束 条 件 下 ， 你 可 以 尽 可 能 地 完成 更 多 的 交易 (多 次 
买卖 一 支 股票 ) ， 但 卖 出 股票 后 ， 你 无 法 在 第 二 天 买 入 股票 ( 即 冷 冻 期 为 1 天 )。 


注意 : 你 不 能 同时 参与 多 笔 交 易 (你 必须 在 再 次 购买 前 出 售 掉 之 前 的 股票 ) 。 
示例 1: 


输入 : prices = [1,2,3,0,2] 
输出 : 3 
解释 : 对 应 的 交易 状态 为 : 【[ 买 入 ， 卖 出 ， 冷 冻 期 ， 买 入 ， 卖 出 ] 


和 上 一 道 题 一 样 的 ， 只 不 过 每 次 se ll 之 后 要 等 一 天 才能 继续 交易 ， 只 要 把 这 个 特点 融入 上 一 题 的 状态 转移 
0 


do[lil[l0] = max(dpli=1] [0], dp[li=11 [1] + Driceslal) 
dobillun max(doli alll do 210 "pricestil) 
解释 : 第 i 天 选择 buy 的 时 候 ， 要 从 i-2 的 状态 转移 ， 而 不 是 i-1 。 


翻译 成 代码 : 


// 原始 版 本 
int maxProfit with cool(int[] prices) { 
Tm = Drese Lengt ns 
int[][] dp = new int[n] [2]; 
for (int i = 0; i < Nn; i++) { 
a 
// base case 1 
dp[il[ol = 0; 
dp[il[1] = -prices[i]; 
continue; 


J 

(2 
// base case 2 
do[lil[l0] = "Mathemax(dpli=11 [ol dpli=1)lLI re pricestlil),; 
// i -2 小 于 6 时 根据 状态 转移 方程 推出 对 应 base case 
dp[il[1] = Math.max(dp[i-1] [1], -prices[i]); 
y/o 


// = max(dp[i-1] [1], dp[-1] [0] - prices[i]) 
// = max(dp[i-1] [1], 0 - prices[il]) 
// = max(dp[i-1] [1], -prices[il]) 
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continue; 
jr 
dplill0l = Mathemax(dp[li=1] [0l, dp[li Tl[1] oriceslil),; 
dp[i] [1] = Math.max(dp[i-1] [1], dp[i-2] [6] - prices[i]); 


J 
return dp[n - 1] [0]; 
有 


// 空间 复杂 度 优化 版 本 
int maxProfit with cool(int[] prices) { 
int n = prices. length,; 
Tnedono = 0 do Integerm: MINEIVADUE, 
int dp spre 0 = 0; VY/ 代表 dp[i=2][0] 
for (int i = 0; i < ni i++) { 
int temp = dp_i 0; 
dp_i 0 = Math.max(dp_i 0, dp_i 1 + prices[il]); 
dp_i 1 = Math.max(dp_i 1, dp_pre 0 - prices[i]); 
dp_pre_0 = temp; 
} 


returni doaos 


第 四 题 ， 看 力 扣 第 714 题 【买卖 股票 的 最 佳 时 机 含 手 续费 」 ， 也 就 是 k 为 正 无 穷 且 考虑 交易 手续 费 的 情况 : 
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be 
人 
冯 
由 


股票 的 最 佳 时 机 含 手续 费 labuladong 题解 ， 思 路 
难度 中 等 中 644 妆 上 中 次 | 月 


给 定 一 个 整数 数组 prices ， 其 中 prices[i] 表示 第 i 天 的 股票 价格 ; 整数 fee 代表 了 
交易 股票 的 手续 费用 。 


你 可 以 无 限 次 地 完成 交易 ， 但 是 你 每 笔 交 易 都 需要 付 手续 费 。 如 果 你 已 经 购买 了 一 个 股票 ， 在 卖 
出 它 之 前 你 就 不 能 再 继续 购买 股票 


返回 获得 利润 的 最 大 值 。 
注意 : 这 里 的 一 笔 交 易 指 买 入 持 有 并 卖 出 股票 的 整个 过 程 ， 每 笔 交 易 你 只 需要 为 支付 一 次 手续 


~o 


二 


示例 1: 


输入 : prices = [1, 3, 2, 8, 4, 9], fee = 2 
输出 : 8 

解释 : 能 够 达到 的 最 大 利润 : 
在 此 处 买 入 prices [0] = 
在 此 处 卖 出 prices[3] = 
在 此 处 买 入 prices[4] = 
在 此 处 卖 出 prices [5] = 
总 利润 : ((8 - 1) = 2) + ((9 -= 4) - 2) = 


忆 上 0 吃 


每 次 交易 要 支付 手续 费 ， 只 要 把 手续 费 从 利润 中 减 去 即 可 ， 改 写 方程 : 


dp[il[ol = max(dp[i-1] [6], dpl[li-1] [1] + prices [il]) 
dp[il[1] = max(dp[i-1] [1], dp[i-1][0] - prices[i] - fee) 
解释 : 相当 于 买 入 股票 的 价格 升 高 了 。 

在 第 一 个 式 子 里 减 也 是 一 样 的， 相当 于 卖 出 股票 的 价格 减 小 了 。 


如 果 直 接 把 fee 放 在 第 一 个 式 子 里 减 ， 会 有 一 些 测试 用 例 无 法 通过 ， 错 误 原 因 是 整 型 溢出 而 不 是 思路 
题 。 一 种 解决 方案 是 把 代码 中 的 int 类 型 都 改 成 Long 类 型 ， 避 免 int 的 整 型 溢出 。 


直接 翻译 成 代码 ， 注 意 状 态 转 移 方 程 改变 后 base case 也 要 做 出 对 应 改变 : 


// 原始 版 本 
int maxProfit with fee(int[] prices, int fee) { 
int n = prices. length; 
jm do = mew Imt In 了 本 
for (int i = 0; i < ni i++) { 
a 
// base case 
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dp[i] [6] = 0; 
dp[il[1] = -prices[i] - fee; 
/doa 
// = max(dp[i - 1][1], dpl[li ~- 1] [0] - prices[i] - fee) 
// = max(dp[-1] [1], dp[-1] [0] - prices[i] - fee) 
// = max(-inf, 0 - prices[i] - fee) 
// = -prices[i] - fee 
continue; 
} 
dplidllolm Mathemax(dpl2 OH do Tl priees ll, 
dp ele Mathemax(aple Ltd lo pes ee 


} 
return dp[n - 1] [0]; 
} 


// 空间 复杂 度 优化 版 本 
int maxProfit with_ fee(int[] prices, int fee) { 
int n = prices. length; 
mnt dpa = 0 do vIntegerm MNeVADUE, 
For (Cmte on ner) 
int temp = dp_i 0; 
dp_i 0 = Math.max(dp_i 0, dp_i 1 + prices[il]); 
dp_i 1 = Math.max(dp_i 1, temp - prices[il - fee); 
jf 


rexkulnn oso 


第 五 题 ， 看 力 扣 第 123 题 【买卖 股票 的 最 佳 时 机 IIJ ， 也 就 是 k = 2 的 情况 : 


123. 买卖 股票 的 最 佳 时 机 中 “labuladong 题解 ” 思路 
难度 困难 [ 吃 1032 六 [OO Xa | 四 | 


给 定 一 个 数组 ， 它 的 第 i 个 元 素 是 一 支 给 定 的 股票 在 第 i 天 的 价格 。 
设计 一 个 算法 来 计算 你 所 能 获取 的 最 大 利润 。 你 最 多 可 以 完成 两 笔 交易 。 
注意 : 你 不 能 同时 参与 多 笔 交 易 (你 必须 在 再 次 购买 前 出 售 掉 之 前 的 股票 ) 。 
示例 1: 
输入 : prices = [3,3,5,0,0,3,1,4] 
输出 : 6 
解释 : 在 第 4 天 (股票 价格 = 0) 的 时 候 买 入 ， 在 第 6 天 (股票 价格 = 3) 的 时 候 卖 
出 ， 这 笔 交 易 所 能 获得 利润 = 3-0 = 3 。 
随后 ， 在 第 7 天 (股票 价格 = 1) 的 时 候 买 入 ， 在 第 8 天 (股票 价格 = 4) 
的 时 候 卖 出 ， 这 笔 交 易 所 能 获得 利润 = 4-1 = 3 。 
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k = 2 和 前 面 题目 的 情况 稍微 不 同 ， 因 为 上 面 的 情况 都 和 的 关系 不 太 大 : 要 么 上 是 正 无 穷 ， 状 态 转 移 和 
没关系 了 ; 要 么 k = 1， 跟 K = 0 这 个 base case 挨 得 近 ， 最 后 也 没有 存在 感 。 


这 道 题 k = 2 和 后 面 要 讲 的 k 是 任意 正 整 数 的 情况 中 ， 对 〖 的 处 理 就 凸显 出 来 了 ， 我 们 直接 写 代 码 ， 边 写 
边 分 析 原 因 。 


原始 的 状态 转移 方程 ， 没 有 可 化 简 的 地 方 
dpllillkllols= nax(kdqplIasTK ToddplaETUUKI [Tl prices[l1l) 
dpllanbkla max(dpla Tlkil do Tk =I pricesl, 


按照 之 前 的 代码 ， 我 们 可 能 想当然 这 样 写 代 码 (错误 的 ) : 


LINK = 2 
int[] [][] dp = new int[n] [k + 1] [2]; 
for (int i = 0; i < ni i++) { 
if (T= 1 == =1) 1 
// 处 理 base case 
dp[i][k] [0] = 0; 
dp[il[k] [1] = -prices[il]; 
continue; 


dp[il] [kl] [6] = Math.max(dp[i-1] [k] [0], dp[li-1][k][1] + prices[i]); 
i kTI1] = Math max(dp[li=1] [Ik][1], dplis1l [k=1] To = prices[li]); 


return dp[n - 1][k][0]; 


为 什么 错误 ? 我 这 不 是 照 着 状态 转移 方程 写 的 吗 ? 


还 记得 前 面 总 结 的 「 穷 举 框架 」 吗 ? 就 是 说 我 们 必须 穷 举 所 有 状态 。 其 实 我 们 之 前 的 解法 ， 都 在 穷 举 所 有 状 
态 ， 只 是 之 前 的 题目 中 都 被 化 简 掉 了 。 


比如 说 第 一 题 ，k = 1 时 的 代码 框架 : 


int n = prices. length; 

ime dp = new nell 

for (nt 0 nt 
dp[i] [0] = Math.max(dp[i-1] [0], dp[li-1] [1] + prices[il]); 
dp[i][1] = Math.max(dp[i-1] [1], -prices[i]); 

J 


return dp[n - 1][0]; 


但 当 k = 2 时 ， 由 于 没有 消 掉 k 的 影响 ， 所 以 必须 要 对 进行 穷 举 : 


// 原始 版 本 
int maxProfit k 2(int[] prices) { 
int max_k = 2, n = prices. length; 


547 /692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


rt [el Lhe 
for (une 


p = new int[n] [max_k + 1] [2]; 
for nt 
hl( 


0; i < ni i++) { 

k = max_k; k >= 1; k--) { 
1— 1 = 1) { 
// 处 理 base case 
dp[i] [kj[ol = 0， 
dp[il[kl[1] = -prices[i]; 
continue; 


} 

dp[i][k][0] = Math.max(dp[i-1] [k] [0], dp[i-1] [k] [1] + 
prices [i]); 

dp[i][k][1] = Math.max(dp[i-1] [k] [1], dp[i-1] [k-1] [0] -— 
prices [i]); 


} 


// 穷 举 了 n x max_k x 2 个 状态 ， 正 确 。 
return dp[n - 1] [max_k] [0]; 


这 里 肯定 会 有 读者 疑惑 ，k 的 base case 是 0， 按 理 说 应 该 从 k = 1，Kk++ 这 样 穷 举 状态 k 才 
对 ? 而 且 如 果 你 真 的 这 样 从 小 到 大 遍历 k， 提 交 发 现 也 是 可 以 的 。 


这 个 疑问 很 正确 ， 因 为 我 们 前 文 动态 规划 答疑 篇 有 介绍 dp 数组 的 遍历 顺序 是 怎么 确定 的 ， 主 要 是 根据 base 
case， 以 base case 为 起 点 ， 逐 步 向 结果 靠近 。 


但 为 什么 我 从 大 到 小 遍历 k 也 可 以 正确 提交 呢 ? 因为 你 注意 看 ，dp [ij [kj [,,] 不 会 依赖 dpli] lk 一 1] 
[..] ， 而 是 依赖 dp[i - 1][kK- 1][..], 而 dp[i- 1][.,] 1 1， 都 是 已 经 计算 出 来 的 ， 所 以 不 管 
你 是 k = max_k，Kk--， 还 是 k = 1，k++， 都 是 可 以 得 出 正确 答案 的 。 


那 为 什么 我 使 用 kK = max_Kk，k=-- 的 方式 呢 ? 因为 这 样 符合 语义 

A 
k 应 该 是 max_k; 而 随 着 [状态 」 的 推移 ， 你 会 进行 交易 ， 那 么 交易 次 数 上 限 k 应 该 不 断 减 少 ， 这 样 一 想 ， 
k = max_k，k=-- 的 方式 是 比较 合乎 实际 场景 的 。 


当然 ， 这 里 k 取 值 范围 比较 小 ， 所 以 也 可 以 不 用 for 循环 ， 直 接 把 k = 1 和 2 的 情况 全 部 列举 出 来 也 可 以 : 


// 状态 转移 方程 : 


J/ dpe ol max(dpla ol 2 ees 
Vd le l= max(dpl ll nl ol peesl 
/dp = max(dplee a ol do rees, 
// dpl[li] [1][1] = max(dp[i-1] [1] [1], ~prices[i]) 


// 空间 复杂 度 优化 版 本 
int maxProfit k 2(int[] prices) { 
i Dasencase 
int dp_i10 = 0, dp_i11 Integer.MIN_VALUE; 
nt dpe20 = 0 dp Integer.MIN_VALUE; 
for (int price : prices) { 
dp_i20 = Math.max(dp_i20, dp_i21 + price); 
dp_i21 = Math.max(dp_i21, dp_i10 - price); 
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dp_i10 
dp 


Math.max(dp_i10，dp_i11 + price); 
Math.max(dp_i11, -price); 


} 
return dp_i20; 


有 状态 转移 方程 和 含义 明确 的 变量 名 指导 ， 相 信 你 很 容易 看 懂 。 其 实 我 们 可 以 故 弄 鼠 虚 ， 把 上 述 四 个 变量 换 
成 a，bp，c，d。 这 样 当 别人 看 到 你 的 代码 时 就 会 大 惊 失色 ， 对 你 肃然 起 敬 。 


第 六 题 ， 看 力 扣 第 188 题 【买卖 股票 的 最 佳 时 机 IVJ ， 即 k 可 以 是 题目 给 定 的 任何 数 的 情况 : 


188. 买卖 股票 的 最 佳 时 机 IV labuladong 题解 ” 思路 
难度 困难 (5 667 六 DO 又 位 月 


给 定 一 个 整数 数组 prices ， 它 的 第 i 个 元 素 prices[i] 是 一 支 给 定 的 股票 在 
第 i 天 的 价格 。 


设计 一 个 算法 来 计算 你 所 能 获取 的 最 大 利润 。 你 最 多 可 以 完成 k 笔 交 易 。 
注意 : 你 不 能 同时 参与 多 笔 交 易 (你 必须 在 再 次 购买 前 出 售 掉 之 前 的 股票 ) 。 


示例 1: 


输入 Ke 2 DRtces 3 27.65.03 
输出 : 7 
解释 : 在 第 2 天 (股票 价格 = 2) 的 时 候 买 入 ,在 第 3 天 (股票 价格 = 6) 
的 时 候 卖 出 ， 这 笔 交 易 所 能 获得 利润 = 6-2 = 4 。 

随后 ， 在 第 5 天 (股票 价格 = 0) 的 时 候 买 入 ， 在 第 6 天 (股票 价格 
= 3) 的 时 候 卖 出 ， 这 笔 交 易 所 能 获得 利润 = 3-0 = 3 。 


有 了 上 一 题 k = 2 的 铺垫 ， 这 题 应 该 入 上 一 题 的 第 一 个 解法 没 哈 区别， 你 把 上 一 题 的 k = 2 换 成 题目 输入 
的 就行 了 。 


但 试 一 下 发 现 会 出 一 个 内 存 超 限 的 错误 ， 原 来 是 传 入 的 值 会 非常 大 ，dp 数组 太 大 了 。 那 么 现在 想 想 ， 交 易 
次 数 最 多 有 多 大 呢 ? 

一 次 交易 由 买 入 和 卖 出 构成 ， 至 少 需 要 两 天 。 所 以 说 有 效 的 限制 k 应 该 不 超过 n/2， 如 果 超 过 ， 就 没有 约束 
作用 了 ， 相 当 于 k 没有 限制 的 情况 ， 而 这 种 情况 是 之 前 解决 过 的 。 


所 以 我 们 可 以 直接 把 之 前 的 代码 重用 : 


int maxProfit _k_any(int max_k, int[] prices) { 
int n = prices. length; 
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wn <="00 
return 0; 

} 

(mex kn 2) 
// 复 用 之 前 交易 次 数 k 没有 限制 的 情况 
return maxProfit k_inf(prices); 


} 


// base case: 


ye do Tl op = 
/A on Onn 
int[] [][] dp = new int[n] [max_k + 1] [2]; 


// k = 0 时 的 base case 

for (imt = OO Nn Tr 
dp[i] [0] [1] = Integer.MIN_VALUE; 
dp[i] [60] [0] 0; 


} 


fom (mt Le 0 ne 
form(int k="maxMk k= kK ){ 
l(t 
// 人 处理 i = -1 时 的 base case 
dp[i] [kl[0] = ©; 
dp[i][k][1] = -prices[i]; 
continue; 
} 
dp[il[kl[ol = Math.max(dp[i-1] [kl] [0], dpl[i-1][k][1] + 
prices [i]); 
dp[i] [kl] [1] = Math.max(dp[i-1] [kl] [1], dp[i-1] [k-1] [0] - 
prices [i]); 
y 
return dp[n - 1] [max_k] [0]; 


至 此 ，6 道 题目 通过 一 个 状态 转移 方程 全 部 解决 。 
万 法 归 一 


如 果 你 能 看 到 这 里 ， 已 ak 初次 理解 如 此 复杂 的 动态 规划 问题 想必 消耗 了 你 不 少 的 脑 细 胞 ， 
不 过 这 是 值得 的 ， 股 票 系列 问题 已 经 属于 动态 规划 问题 中 较 困 难 的 了 ， 如 果 这 些 题 你 都 能 搞 懂 ， 试 问 ， 其 他 
那些 虾 兵 蟹 将 又 何 足 道 哉 ? 


现在 你 已 经 过 了 九 九 八 十 一 难 中 的 前 八 十 难 ， 最 后 我 还 要 再 难为 你 一 下 ， 请 你 实现 如 下 函数 : 


int maxProfit all in one(int max_k, int[] prices, int cooldown, int fee); 


输入 股票 价格 数组 prices， a ge Ah 欠 交 易 需 要 额外 消耗 fee 的 手续 费 ， 而 且 每 次 交 
易 之 后 需要 经 过 c001down 天 的 冷冻 期 才能 进行 下 一 次 交易 ， 请 你 计算 并 返回 可 以 获得 的 最 大 利润 。 
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怎么 样 ， 有 没有 被 吓 到 ? 如 果 你 直接 给 别人 出 一 道 这 样 的 题目 ， 估 计 对 方 要 当场 吐血 ， 不 过 我 们 这 样 一 步 步 


做 过 来 ， 你 应 该 很 容易 发 现 这 道 题目 就 是 之 前 我 们 探讨 的 几 种 情况 的 组 合体 嘛 。 


所 以 ， 我 们 只 要 把 之 前 实现 的 几 种 代码 掺 和 到 一 块 ， 在 base case 和 状态 转移 方程 中 同时 加 上 cooLdown 和 


fee 的 约束 就 行 了 : 


// 同时 考虑 交易 次 数 的 限制 、 冷 冻 期 和 手续 费 
int maxProfit all_in one(int max_k, int[] prices, int cooldown, int fee) { 


int n = prices. length; 

if (n <= 0) { 
neturno, 

上 

ETIE ES 


// 交易 次 数 k 没有 限制 的 情况 


return maxProfit k_inf(prices, cooldown, fee); 


} 


int[] [][] dp = new int[n] [max_k + 1] [2]; 


// k = @ 时 的 base case 


for (int i = 0; i < ni i++) { 


dp[il[ol [1] 
dp[i] [0] [0] 


0; 
} 


Integer.MIN_VALUE; 


for (int i = 0; i < ni i++) 
for (int k = max_k; k >= 1; k--) { 


if (===1) 4 
// base case 1 


dp [ij [kl] [oj 
dp[i][k] [1] 
continue; 


} 


0; 
-prices[i] - fee; 


// 包含 cooldown 的 base case 
if (i ~ cooldown -1 == -1) { 


// base case 2 


dp[i][k] [6] = Math.max(dp[i-1] [kj] [0], dp[i-1] [k] [1] + 


prices [i]); 


// 别 忘 了 减 fee 


dp[il[kl[1] = Math.max(dp[i-1] [k] [1], ~prices[i] - fee); 


continue; 


} 


dp[i][k][0] = Math.max(dp[i-1] [kl] [0], dp[i-1] [k] [1] + 


prices [i]); 


// 同时 考虑 cooldown 和 fee 
dp[i][k][1] = Math.max(dp[i-1][k] [1], dpl[i-1][k-cooldown-1] [0] 


- prices[i] - fee); 


return dp[rn - 1] [max_k] [0]; 


} 


// 无 限制 ， 包 含 手 续费 和 冷冻 期 
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int maxProfit k_inf(int[] prices, int cooldown, int fee) { 
int n = prices. length; 
int[][] dp = new int[n] [2]; 
fom (ant 0 
if (T= 1 == =1) { 
// base case 1 
doulllioln 0; 
dp[il[1] = -prices[i] - fee; 
continue; 


) 


// 包含 cooldown 的 base case 
if (i - cooldown - 1 == -1) 1{ 
// base case 2 
dp[i][0] = Math.max(dp[i-1] [0]，dp[i-1][1] + prices[i]); 
// 别 忘 了 减 fee 
dp[il[1] = Math.max(dp[i-1] [1], ~prices[i] - fee); 
continue; 
} 
dp[i][0] = Math.max(dp[i ~ 1][0], dp[i ~ 1][1] + prices[i]); 
// 同时 考虑 cooldown 和 fee 
dp[i][1] = Math.max(dp[i - 1][1], dpl[li ~- cooldown - 1]1[06] - 
prices[i] - fee); 
jf 
return dp[n - 1] [0]; 


你 可 以 用 这 个 maxProfit_all_in_one 函数 去 完成 之 前 讲 的 6 道 题目 ， 因 为 我 们 无 法 对 dp 数组 进行 优 
化 ， 所 以 执行 效率 上 不 是 最 优 的 ， 但 正确 性 上 肯定 是 没有 问题 的 。 


最 后 总 结 一 下 吧 ， 本 文 给 大 家 讲 了 如 何 通 过 状态 转移 的 方法 解决 复杂 的 问题 ， 用 一 个 状态 转移 方程 秒杀 了 6 
道 股票 买卖 问题 ， 现 在 回头 去 看 ， 其 实 也 不 算 那 么 可 怕 对 吧 ? 


关键 就 在 于 列举 出 所 有 可 能 的 【状态 ， 然 后 想 想 怎么 穷 举 更 新 这 些 【状态 」 。 一 般 用 一 个 多 维 dp 数组 储 
存 这 些 状 态 ， 从 base case 开始 向 后 推进 ， 推 进 到 最 后 的 状态 ， 就 是 我 们 想 要 的 答案 。 想 想 这 个 过 程 ， 你 是 
不 是 有 点 理解 【动态 规 划 」 这 个 名 词 的 意义 了 呢 ? 


具体 到 股票 买卖 问题 ， 我 们 发 现 了 三 个 状态 ， 使 用 了 一 个 三 维 数组 ， 无 非 还 是 穷 举 + 更 新 ， 不 过 我 们 可 以 说 
的 高 大 上 一 点 ， 这 叫 【三维 DP」， 怕 不 怕 ? 这 个 大 实话 一 说 ， 立 刻 显 得 你 高 人 一 等 ， 名 利 双 收 有 没有 ， 所 以 
给 个 在 看 /分 享 吧 ， 鼓 励 一 下 我 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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Q labuladong 公 众 号 
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团 灭 LeetCode 打 家 动 舍 问题 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
198. 打 家 动 舍 (简单 ) 

213. 打 家 动 舍 I| (中 等 ) 

337. 打 家 动 舍 川 (中等) 


有 读者 私下 问 我 LeetCode 「 打 家 动 舍 」 系列 问题 (英文 版 叫 House Robber) 怎么 做 ， 我 发 现 这 一 系列 题目 
的 点 赞 非常 之 高 ， 是 比较 有 代表 性 和 技巧 性 的 动态 规划 题目 ， 今 天 就 来 聊 聊 这 道 题目 。 

打 家 动 舍 系列 总 共有 三 道 ， 难 度 设计 非常 合理 ， 层 层 递 进 。 第 一 道 是 比较 标准 的 动态 规划 问题 ， 而 第 二 道 融 
入 了 环形 数组 的 条 件 ， 第 三 道 更 绝 ， 把 动态 规划 的 自 底 向 上 和 自 顶 向 下 解法 和 二 叉 树 结合 起 来 ， 我 认为 很 有 
启发 性 。 如 果 没 做 过 的 朋友 ， 建 议 学 习 一 下 。 


下 面 ， 我 们 从 第 一 道 开始 分 析 。 
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动态 规划 之 博 列 问题 


© Stars 103k 知 乎 "” @labuladong 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


公众 号 @labuladong B 站 " @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 


877. 石子 游戏 (中 等 ) 


上 一 篇 文章 几 道 智力 题 中 讨论 到 一 个 有 趣 的 「 石 头 游戏 | ， 通 过 题目 的 限制 条 件 ， 这 个 游戏 是 先 手 必 胜 的 。 
但 是 智力 题 终 究 是 智力 题 ， 真 正 的 算法 问题 肯定 不 会 是 投机 取 巧 能 搞定 的 。 所 以 ， 本 文 就 借 石 头 游戏 来 讲 讲 
假设 两 个 人 都 足够 聪明 ， 最 后 谁 会 获胜 1 这 一 类 问题 该 如 何 用 动态 规划 算法 解决 。 


博弈 类 问题 的 套路 都 差不多 ， 下 文 参考 这 个 YouTube 视频 的 思路 讲解 ， 其 核心 思路 是 在 二 维 dp 的 基础 上 使 
用 元 组 分 别 存 储 两 个 人 的 博弈 结果 。 掌 握 了 这 个 技巧 以 后 ， 别 人 再 问 你 什么 俩 海盗 分 宝石 ， 俩 人 拿 硬 币 的 问 
题 ， 你 就 告诉 别人 : 我 懒得 想 ， 直 接 给 你 写 个 算法 算 一 下 得 了 。 

我 们 把 力 扣 第 877 题 【石头 游戏 」 改 的 更 具有 一 般 性 : 

你 和 你 的 朋友 面前 有 一 排 石头 堆 ， 用 一 个 数组 piles 表示 ，piles[il 表示 第 i 堆 石 子 有 多 少 个 。 你 们 轮流 
拿 石 头 ， 一 次 拿 一 堆 ， 但 是 只 能 拿 走 最 左边 或 者 最 右边 的 石头 堆 。 所 有 石头 被 拿 完 后 ， 谁 拥有 的 石头 多 ， 谁 
获胜 。 

石头 的 堆 数 可 以 是 任意 正 整 数 ， 石 头 的 总 数 也 可 以 是 任意 正 整数 ， 这 样 就 能 打破 先 手 必 胜 的 局 面 了 。 比 如 有 
三 扒 石 头 piles = [1，100，3]1， 先 手 不 管 拿 1 还 是 3， 能 够 决定 胜 负 的 100 都 会 被 后 手 拿 走 ， 后 手 会 获 
胜 。 

假设 两 人 都 很 聪明 ， 请 你 设计 一 个 算法 ， 返 回 先 手 和 后 手 的 最 后 得 分 (石头 总 数 ) 之 差 。 比 如 上 面 那个 例 
子 ， 先 手 能 获得 4 分 ， 后 手 会 获得 100 分 ， 你 的 算法 应 该 返回 -96。 

这 样 推广 之 后 ， 这 个 问题 算是 一 道 Hard 的 动态 规划 问题 了 。 博 弈 问题 的 难点 在 于 ， 两 个 人 要 轮流 进行 选 
择 ， 而 且 都 贼 精 明 ， 应 该 如 何 编程 表示 这 个 过 程 呢 ? 


还 是 强调 多 次 的 套路 ， 首 先 明确 dp 数组 的 含义 ， 然 后 只 要 找到 【状态 和 选择 」 ， 一 切 就 水 到 渠 成 了 。 
一 、 定 义 dp 数组 的 含义 
定义 dp 数组 的 含义 是 很 有 技术 含量 的 ， 同 一 问题 可 能 有 多 种 定义 方法 ， 不 同 的 定义 会 引出 不 同 的 状态 转移 
方程 ， 不 过 只 要 逻辑 没有 问题 ， 最 终 都 能 得 到 相同 的 答案 。 
我 建议 不 要 迷恋 那些 看 起 来 很 牛 逼 ， 代 码 很 短小 的 奇 技 淫 巧 ， 最 好 是 稳 一 点 ， 采 取 可 解释 性 最 好 ， 最 容易 推 
广 的 设计 思路 。 本 文 就 给 出 一 种 博弈 问题 的 通用 设计 框架 。 
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介绍 dp 数组 的 含义 之 前 ， 我 们 先 看 一 下 dp 数组 最 终 的 样子 : 


piles = [2, 8, 3, 5] 


(2, 0) (8, 2) (5, 8) (13, 5) 
(8, 0) (8, 3) {1%, 5) 

(3, 0) (5, 3) 

(5, 0) 


下 文 讲解 时 ， 认 为 元 组 是 包含 first 和 second 属性 的 一 个 类 ， 而 且 为 了 节省 篇 幅 ， 将 这 两 个 属性 简写 为 
fir 和 sec。 比 如 按 上 图 的 数据 ， 我 们 说 dp[1] [3] .fir = 11, dp[0] [1].sec = 2。 


先 回答 几 个 读者 可 能 提出 的 问题 


个 二 维 dp table 中 存储 的 是 元 组 ， 怎 么 编程 表示 呢 ? 这 个 dp table 有 一 半 根 本 没 用 上 ， 怎 么 优化 ? 很 简 
- 都 不 要 管 ， 先 把 解 pe th 上 。 


以 下 是 对 dp 数组 含义 的 解释 : 

dp[i]1j].fir = x 表示 ， 对 于 piles1i...j |] 这 部 分 石头 堆 ， 先 手 能 获得 的 最 
dp[i]1j].sec = y 表示 ， 对 于 piles1i...j] 这 部 分 石头 堆 ， 后 手 能 获得 的 最 
举例 理解 一 下 ， 假 设 piles = [2，8，3，5]， 索 引 从 0 开始 ， 那 么 : 


dp[0111].fir = 8 意味 着 : 面 对 石头 堆 [2，8]， 先 手 最 多 能 够 获得 8 分; dp[1]13].sec = 5 意味 
着 : 面 对 石 头 堆 [8，3，5]， 后 手 最 多 能 够 获得 5 分 。 


我 们 想 求 的 答案 是 先 手 和 后 手 最 终 分 数 之 差 ， 按 照 这 个 定义 也 就 是 dp [0 In-1l.fir - dp10] In- 
1] .sec， 即 面 对 整 个 piLes， 先 手 的 最 优 得 分 和 后 手 的 最 优 得 分 之 差 。 


、 状 态 转移 方程 
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labuladong 的 刷 题 三 件 套 


写 状 态 转移 方程 很 简单 ， 首 先 要 找到 所 有 【状态 和 每 个 状态 可 以 做 的 【选择 ， 然 后 择优 。 
根据 前 面 对 dp 数组 的 定义 ， 状 态 显然 有 三 个 : 开始 的 索引 i， 结束 的 索引 ] ， 当 前 轮 到 的 人 。 


dp[i][j] [fir or sec] 
其 中 : 

0 <= i < piles,. length 
i <= ] < piles. length 


对 于 这 个 问题 的 每 个 状态 ， 可 以 做 的 选择 有 两 个 : 选择 最 左边 的 那 堆 石头 ， 或 者 选择 最 右边 的 那 堆 石 头 。 我 
们 可 以 这 样 穷 举 所 有 状态 : 


= piles. Length 
or < < ns 
fiom < ne 
for who in {fir, sec}: 
dp[i][j] [who] = max(left, right) 


上 面 的 伪 码 是 动态 规划 的 一 个 大 致 的 框架 ， 这 道 题 的 难点 在 于 ， 两 人 足够 聪明 ， 而 且 是 交替 进行 选择 的 ， 也 
就 是 说 先 手 的 选择 会 对 后 手 有 影响 ， 和 


根据 我 们 对 dp 数组 的 定义 ， 很 容易 解决 这 个 难点 ， 写 出 状态 转移 方程 : 


dp[i][j].fir = max(piles[i] + dp[i+1] [jl].sec, piles[j] + dp[i][j-1].sec) 
do rr max( 选择 最 左边 的 石头 堆 选择 最 右边 的 石头 堆 ) 
# 解释 : 我 作为 先 手 ， 面 对 piles[i,...j] 时 ， 有 两 种 选择 : 

# 要 么 我 选择 最 左边 的 那 一 堆 石 头 ， 然 后 面 对 piles[i+1...j] 

# 但 是 此 时 轮 到 对 方 ， 相 当 于 我 变 成 了 后 手 ; 

# 要 么 我 选择 最 右边 的 那 一 堆 石头 ， 然 后 面 对 piles[i,...j-1] 

# 但 是 此 时 轮 到 对 方 ， 相 当 于 我 变 成 了 后 手 。 


if 先 手 选择 左边 : 
dp[il] [jl].sec = dp[i+1] [j].fir 
if 先 手 选择 右边 : 
dp[il][j].sec = dp[il0j=-1].fir 
# 解释 : 我 作为 后 手 ， 要 等 先 手 先 选择 ， 有 两 种 情 ; 
# 如 果 先 手 选择 了 最 左边 那 堆 ， 给 我 剩 下 了 人 
# 此 时 轮 到 我 ， 我 变 成 了 先 手 ; 
# 如 果 先 手 选择 了 最 右边 那 堆 ， 给 我 剩 下 了 piles[i...j-1] 
# 此 时 轮 到 我 ， 我 变 成 了 先 手 。 


根据 dp 数组 的 定义 ， 我 们 也 可 以 找 出 base case， 也 就 是 最 简单 的 情况 : 


dol] le re es 
dp[il[jl.sec = 0 
其 中 0 下 一 一 且 ] 夺 三 三 ] <n 
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# 解释 : i 和 j 相等 就 是 说 面前 只 有 一 堆 石 头 piles[i] 
# 那么 显然 先 手 的 得 分 为 piles[i] 
# 后 手 没有 石头 拿 了 ， 得 分 为 0 


piles = [2, 8, 3, 5] 


end 
start 


(2, 0) 


(8, 0) 


(3, 0) 


(5, 0) 


这 里 需要 注意 一 点 ， 我 们 发 现 base case 是 斜 着 的 ， 而 且 我 们 推算 dp 1i] 站] 时 需要 用 到 dp1i+111j|] 和 
dp[i] [j-1]: 
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piles = [2, 8, 3, 5] 


根据 前 文 动态 规划 答疑 篇 判断 dp 数组 遍历 方向 的 原则 ， 算 法 应 该 倒 着 遍历 dp 数组 : 


for (int i =n -2; i >= 0，i--) 1{ 
for (int j] =i+1;j<n; j++) { 
@ a 1 


J 
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piles = [2, 8, 3, 5] 


三 、 代 码 实 现 


如 何 实现 这 个 fir 和 sec 元 组 呢 ， 你 可 以 用 python， 自 带 元 组 类 型 ; 或 者 使 用 C++ 的 pair 容器 ; 或 者 用 一 个 
三 维 数组 dp In] In] 121， 最 后 一 个 维度 就 相当 于 元 组 ; 或 者 我 们 自己 写 一 个 Pair 类 : 


class Pair { 
unt fn Se 
Paaie(arie fm int ec 
Es fa Tr 
this. sec sec; 


然后 直接 把 我 们 的 状态 转移 方程 翻译 成 代码 即 可 ， 注 意 我 们 要 倒 着 遍历 数组 : 


/# 返回 游戏 最 后 先 手 和 后 手 的 得 分 之 差 x*/ 
int stoneGame(int[] piles) { 
int n = piles,. Length; 
// 初始 化 dp 数组 
Pair[][] dp = new Pair[n][n]; 
fom (amt 0 ne 
oe (le se tp sm es) 
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dp[i][j] = new Pair(0, 0); 
// 填 入 base case 
for (int i = 0; i < ni i++) { 
dp Tir = oileslil: 
qdpilnlillssec 0: 


// 倒 着 遍历 数组 
for (int i =n -2; i >= 0; i--) { 
To te nt 
// 先 手 选择 最 左边 或 最 右边 的 分 数 
int Left = piles[i] + dp[i+1] [j].sec; 
int right = piles[j] + dpl[li][j-1].sec; 
// 套用 状态 转移 方程 
// 先 手 肯定 会 选择 更 大 的 结果 ， 后 手 的 选择 随 之 改变 
P(efe rght) 
@fojlhat Me elep 
dol sece = do re 
} else { 
dp 性 
dplilil esee 


might 
Co oy lest | I at 


} 
} 
Pair res = dpl0][n-1]; 
return res.fir - res.sec; 


动态 规划 解法 ， 如 果 没 有 状态 转移 方程 指导 ， 绝 对 是 一 头 盐 水 ， 但 是 根据 前 面 的 详细 解释 ， 读 者 应 该 可 以 清 
晰 理解 这 一 大 段 代码 的 含义 。 


而 且 ， 注 意 到 计算 dp 1i] 1j |] 只 依赖 其 左边 和 下 边 的 元 素 ， 所 以 说 肯定 有 优化 空间 ， 转 换 成 一 维 dp， 想 象 
一 下 把 二 维 平面 压 扇 ， 也 就 是 投影 到 一 维 。 但 是 ， 一 维 dp 比较 复杂 ， 可 解释 性 比较 差 ， 大 家 就 不 必 浪 费 这 
个 时 间 去 理解 了 。 


四 、 最 后 总 结 


本 文 给 出 了 解决 博 芥 问题 的 动态 规划 解法 。 博 列 问 题 的 前 提 一 般 都 是 在 两 个 聪明 人 之 间 进 行 ， 编 程 描述 这 种 
游戏 的 一 般 方 法 是 二 维 dp 数组 ， 数 组 中 通过 元 组 分 别 表 示 两 人 的 最 优 决策 。 


之 所 以 这 样 设计 ， 是 因为 先 手 在 做 出 选择 之 后 ， 就 成 了 后 手 ， 后 手 在 对 方 做 完 选择 后 ， 就 变 成 了 先 手 。 这 种 
角色 转换 使 得 我 们 可 以 重用 之 前 的 结果 ， 典 型 的 动态 规划 标志 。 


读 到 这 里 的 朋友 应 该 能 理解 算法 解决 博弈 问题 的 套路 了 。 学 习 算 法 ， 一 定 要 注重 算法 的 模板 框架 ， 而 不 是 一 
些 看 起 来 牛 逼 的 思路 ， 也 不 要 奢求 上 来 就 写 一 个 最 优 的 解法 。 不 要 舍不得 多 用 空间 ， 不 要 过 早 党 试 优 化 ， 不 
要 惧怕 多 维 数 组 。dp 数组 就 是 存储 信息 避免 重复 计算 的 ， 随 便 用 ， 直 到 咱 满意 为 止 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


561/692 


线 网 站 labuladong 的 刷 题 三 件 套 
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动态 规划 之 最 小 路 径 和 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

64. 最 小 路 径 和 (中 等 ) 

今天 聊 一 道 经 典 的 动态 规划 题目 ， 它 是 力 扣 第 64 题 [最 小 路 径 和 J」， 我 来 简单 描述 一 下 题目 : 

现在 给 你 输入 一 个 二 维 数组 grid， 其 中 的 元 素 都 是 非 负 整 数 ， 现 在 你 站 在 左上 角 ， 只 能 向 右 或 者 向 下 移动 ， 
需要 到 达 右 下 角 。 现 在 请 你 计算 ， 经 过 的 路 径 和 最 小 是 多 少 ? 

函数 签名 如 下 : 


int minPathSum(int[][] grid); 


比如 题目 举 的 例子 ， 输 入 如 下 的 grid 数组 : 


算法 应 该 返回 7， 最 小 路 径 和 为 7， 就 是 上 图 黄色 的 路 径 。 


其 实 这 道 题 难度 不 算 大 ， 但 我 们 刷 题 群 里 很 多 朋友 讨论 ， 而 且 这 个 问题 还 有 一 些 难 度 比 较 大 的 变 体 ， 所 以 讲 
一 下 这 种 问题 的 通用 思路 。 


一 般 来 说 ， 让 你 在 二 维和 矩阵 中 求 最 优化 问题 (最 大 值 或 者 最 小 值 ) ， 肯 定 需要 递归 + 备忘录 ， 也 就 是 动态 规 
划 技 巧 。 
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就 拿 题目 举 的 例子 来 说 ， 我 给 图 中 的 几 个 格子 编 个 号 方便 描述 : 


我 们 想 计算 从 起 点 D 到 达 B 的 最 小 路 径 和 ， 那 你 说 怎么 才能 到 达 B 呢 ? 
题目 说 了 只 能 向 右 或 者 向 下 走 ， 所 以 只 有 从 人 或 者 C 走 到 B。 
那么 算法 怎么 知道 从 人 走 到 B 才能 使 路 径 和 最 小 ， 而 不 是 从 5 走 到 B 呢 ? 


难道 是 因为 位 置 A 的 元 素 大 小 是 1， 位置 5 的 元 素 是 2，1 小 于 2， 所 以 一 定 要 从 A 走 到 B 才能 使 路 径 和 最 小 
吗 ? 


其 实 不 是 的 ， 真 正 的 原因 是 ， 从 0 走 到 A 的 最 小 路 径 和 是 6， 而 从 D 走 到 5 的 最 小 路 径 和 是 8，6 小 于 8， 
所 以 一 定 要 从 A 走 到 B 才能 使 路 径 和 最 小 。 


换 句 话说 ， 我 们 把 【从 D 走 到 B 的 最 小 路 径 和 J」 这 个 问题 转化 成 了 【从 D 走 到 上 A 的 最 小 路 径 和 J 和 [从 D 
走 到 5 的 最 小 路 径 和 J」 这 两 个 问题 。 


理解 了 上 面 的 分 析 ， 这 不 就 是 状态 转移 方程 吗 ? 所 以 这 个 问题 肯定 会 用 到 动态 规划 技巧 来 解决 。 
比如 我 们 定义 如 下 一 个 dp 函数 : 


Maco) (ne I ce esce Lo ye ee 


这 个 dp 函数 的 定义 如 下 : 
从 左上 角 位 置 (0，0) 走 到 位 置 (i ，j ) 的 最 小 路 径 和 为 dp (grid,，i，j)。 
根据 这 个 定义 ， 我 们 想 求 的 最 小 路 径 和 就 可 以 通过 调用 这 个 dp 遂 数 计算 出 来 : 
int minPathSum(int[][] grid) { 
intm=grid,Length， 
intn=grid[0].Length; 


// 计算 从 左上 角 走 到 右 下 角 的 最 小 路 径 和 
return ap(arid em 1 nn 1 
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再 根据 刚才 的 分 析 ， 很 容易 发 现 ，dp(grid，1，j) 的 值 取 决 于 dp(grid, i -1，j) 和 dp(grid, i， 
j 一 1) 返回 的 值 。 


我 们 可 以 直接 写 代 码 了 : 


rr (ml or nt nt 
// base case 
1 (0S = 0 
return grid[0] [0]; 
} 
// 如 果 索 引出 界 ， 返 回 一 个 很 大 的 值 
// 保证 在 取 min 的 时 候 不 会 被 取 到 
(O00 
return Integer.MAX_VALUE; 


} 


// 左边 和 上 面 的 最 小 路 径 和 加 上 grid[i][j] 
// 就 是 到 达 (i，j) 的 最 小 路 径 和 
return Math.min( 
dp(grid, 于 1, je 
dp(grid, i, j Ty 
) gm oi ls 


上 述 代码 远 辑 已 经 完整 了 ， 接 下 来 就 分 析 一 下 ， 这 个 递归 算法 是 否 存 在 重 直子 问题 ? 是 否 需要 用 备忘录 优化 
一 下 执行 效率 ? 


前 文 多 次 说 过 判断 重 蕉 子 问 题 的 技巧 ， 首 先 抽象 出 上 述 代 码 的 递归 框架 : 


tl (et RING TS 
dpe /#1 
dl /> 


如 果 我 想 从 dp (i，j ) 递归 到 dp (i-1，j-1)， 有 几 种 不 同 的 递归 调用 路 径 ? 


可 以 是 dp(i，j) -> #1 -> #2 或 者 dp(i，j) -> #2 -> #1， 不 止 一 种 ， 说 阴 dp(i-1，j=-1) 会 被 
多 次 计算 ， 所 以 一 定 存在 重 蕊 子 问 题 。 


那么 我 们 可 以 使 用 备忘录 技巧 进行 优化 : 


int[][] memo; 


int minPathSum(int[][] grid) { 
int m = grid. Length; 
int n = grid[0]. length; 
// 构造 备忘录 ， 初 始 值 全 部 设 为 -1 
memo = new int[m] [n]; 
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for (int[] row : memo) 
Arrays.fill(row, -1); 


return dp(grid, m ~ 1, n - 1); 


Trae eo (ae ee Teace lee wr 旺 人 
// base case 
M(t es OR ee WY 
return grid[0] [0]; 
J 
(O00 
return Integer.MAX_VALUE; 


je 

// 避免 重复 计算 

if (memo[i][j] != -1) +{ 
return memo[i][j]; 

J 


// 将 计算 结果 记 入 备 忘 3 
memo[li][j] = Math.min( 
dp(grid, I 1, 1 
dp(gride 7 1) 
) gi [el 


return memo [i] [j] ，; 


至 此 ， 本 题 就 算是 解决 了 ， 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 度 都 是 0(MN)， 标 准 的 自 顶 向 下 动态 规划 解法 。 
有 的 读者 可 能 问 ， 能 不 能 用 自 底 向 上 的 迭代 解法 来 做 这 道 题 呢 ? 完全 可 以 的 。 
首先 ， 类 似 刚 才 的 dp 函数 ， 我 们 需要 一 个 二 维 dp 数组 ， 定 义 如 下 : 
从 左上 角 位 置 (0，0) 走 到 位 置 (i ，j ) 的 最 小 路 径 和 为 dp[i][j]。 
状态 转移 方程 当然 不 会 变 的 ，dp [i] 1j |] 依然 取决 于 dp1i-1] 1j1] 和 dp1i]1[j-1]， 直 接 看 代码 吧 : 
int minPathSum(int[][] grid) { 
int m = grid. length; 
iinet m= gridlol Lengths 


int[][] dp = new int[m] [n]; 


/**** base case ****/ 
dp[0] [60] = grid[0] [0]; 


fomm(anena = mnt) 
dolahiol = dol Tho orid[lal los 


om (Cnt = nn 


dp[0] [jl] = dp[0][j - 1] + grid[0][j]; 
/炒米 炒米 炒米 炒米 炒米 炒米 炒米 炒米 炒米 米 / 
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// 状态 转移 
om (mt mn 
hom Came nt 
dp[i][j] = Math.min( 
dp[i - 1][j], 
WEE 
) +grid[il Dj]; 


} 


return dp[m- 1][n - 1]; 


这 个 解法 的 base case 看 起 来 和 递归 解法 略 有 不 同 ， 但 实际 上 是 一 样 的 。 
因为 状态 转移 为 下 面 这 段 代码 : 
dp[i][j] = Math.min( 
dp[i —- 1][j], 
CTolbat 
于 gid 加 
那 如 果 i 或 者 j 等 于 0 的 时 候 ， 就 会 出 现 索 引 越界 的 错误 。 
所 以 我 们 需要 提前 计算 出 dp1011..] 和 dp[. .1]10]， 然 后 让 i 和 j 的 值 从 1 开始 迭代 。 


dp1011..] 和 dp1..1]101 的 值 怎么 算 呢 ? 其 实 很 简单 ， 第 一 行 和 第 一 列 的 路 径 和 只 有 下 面 这 一 种 情况 啊 : 


一 一 


公众 号 : labuladong 
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那么 按照 dp 数组 的 定义 ，dp[i][0] = sum(grid[0..i][0]), dp[0][j] = sum(grid[0] 
10. .j])， 也 就 是 如 下 代码 : 


/炒米 炒米 base case ****/ 
dp[0]1 [0] = grid[0] [0]; 


om (ne me) 
dp[il[ol = dp[i -~ 1][0] + grid[lil][0]; 


fom (nt ne re) 


dp[0] [j] = dp[0][j - 1] + grid[0][j]; 
/六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 六 米 / 


到 这 里 ， 自 底 向 上 的 和 迭代 解法 也 搞定 了 ， 那 有 的 读者 可 能 又 要 问 了 ， 能 不 能 优化 一 下 算法 的 空间 复杂 度 呢 ? 


前 文 动态 规划 的 降 维 打击 : 空间 压缩 说 过 降低 dp 数组 的 技巧 ， 这 里 也 是 适用 的 ， 不 过 略微 复杂 些 ， 本 文 由 
于 篇 幅 所 限 就 不 写 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 党 试 一 下 。 


本 文 到 此 结束 ， 下 篇 文章 写 一 道 进 阶 题目 ， 更 加 巧妙 和 有 趣 ， 冤 请 期 待 ~ 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 ; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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经 典 动态 规划 : 高 楼 扔 鸡 香 


他 向 信 授 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


公众 号 @labuladong B 站 " @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
887. 鸡蛋 掉 落 (困难 ) 


今天 要 聊 一 个 很 经 典 的 算法 问题 ， 若 干 层 楼 ， 若 干 个 鸡蛋 ， 让 你 算出 最 少 的 尝试 次 数 ， 找 到 鸡蛋 恰好 摔 不 碎 
的 那 层 楼 。 国 内 大 三 以 及 谷歌 脸 书 面试 都 经 常 考察 这 道 题 ， 只 不 过 他 们 觉得 扔 鸡蛋 太 浪 费 ， 改 成 扔 杯子 ， 扔 
破 碗 什么 的 。 


具体 的 问题 等 会 再 说 ， 但 是 这 道 题 的 解法 技巧 很 多 ， 光 动态 规划 就 好 几 种 效率 不 同 的 思路 ， 最 后 还 有 一 种 极 
其 高 效 数学 解法 。 秉 承 咱 们 号 一 贯 的 作风 ， 拒 绝 奇 技 淫 巧 ， 拒 绝 过 于 诡异 的 技巧 ， 因 为 这 些 技巧 无 法 举 一 反 
三 ， 学 了 也 不 划算 。 


下 面 就 来 用 我 们 一 直 强调 的 动态 规划 通用 思路 来 研究 一 下 这 道 题 。 
一 、 解 析 题 目 
这 是 力 扣 第 887 题 【鸡蛋 掉 落 } ， 我 描述 一 下 题目 : 


你 面前 有 一 栋 从 1 到 人 N 共 NN 层 的 楼 ， 然 后 给 你 K 个 鸡蛋 〈(K 至 少 为 1) 。 现 在 确定 这 栋 楼 存在 楼 层 0 <= 上 
<= N， 在 这 层 楼 将 鸡蛋 扔 下 去 ， 鸡 蛋 恰好 没 摔 碎 (高 于 的 楼 层 都 会 碎 ， 低 于 上 的 楼 层 都 不 会 碎 ) 。 现 在 问 
你 ， 最 坏 情 况 下 ， 你 至 少 要 扔 几 次 鸡蛋 ， 才 能 确定 这 个 楼 层 F 呢 ? 


也 就 是 让 你 找 摔 不 碎 鸡 蛋 的 最 高 楼 层 F， 但 什么 叫 【最 坏 情 况 : 下 「 至 少 」 要 扔 几 次 呢 ? 我 们 分 别 举 个 例子 
就 明白 了 。 


比方 说 现在 先 不 管 鸡蛋 个 数 的 限制 ， 有 7 层 楼 ， 你 怎么 去 找 鸡蛋 恰好 摔 碎 的 那 层 楼 ? 
最 原始 的 方式 就 是 线性 扫描 : 我 先 在 1 楼 扔 一 下 ， 没 碎 ， 我 再 去 2 楼 扔 一 下 ， 没 碎 ， 我 再 去 3 楼 .…. 
以 这 种 策略 ， 最 坏 情况 应 该 就 是 我 试 到 第 7 层 鸡蛋 也 没 碎 (F = 7) ， 也 就 是 我 扔 了 7 次 鸡蛋 。 


先 在 你 应 该 理解 什么 叫做 【最 坏 情况 ; 下 了 ， 鸡 蛋 破 碎 一 定 发 生 在 搜索 区 间 穷 尽 时 ， 不 会 说 你 在 第 1 层 摔 一 
下 鸡蛋 就 碎 了 ， 这 是 你 运气 好 ， 不 是 最 坏 情况 。 


现在 再 来 理解 一 下 什么 叫 [至 少 」 要 扔 几 次 。 依 然 不 考虑 鸡蛋 个 数 限制 ， 同 样 是 7 层 楼 ， 我 们 可 以 优化 策 
略 。 
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最 好 的 策略 是 使 用 二 分 查找 思路 ， 我 先 去 第 (1 + 7) / 2 = 4 层 扔 一 下 : 
如 果 碎 了 说 明 F 小 于 4， 我 就 去 第 (1 + 3) / 2 = 2 层 试 …… 
如 果 没 碎 说 明 F 大 于 等 于 4， 我 就 去 第 (5 + 7) / 2 = 6 层 试 .…. 


以 这 种 策略 ， 最 坏 情况 应 该 是 试 到 第 7 层 鸡蛋 还 没 碎 (F = 7) ， 或 者 鸡蛋 一 直 碎 到 第 1 层 (F = 0) 。 然 
而 无 论 那 种 最 坏 情况 ， 只 需要 试 1097 向 上 取 整 等 于 3 次 ， 比 刚才 尝试 7 次 要 少 ， 这 就 是 所 谓 的 至 少 要 扔 几 
次 。 

‖ Ps: 这 有 点 像 Big O 表示 法 计算 算法 的 复杂 度 。 


实际 上 ， 如 果 不 限制 鸡蛋 个 数 的 话 ， 二 分 思路 显然 可 以 得 到 最 少 尝试 的 次 数 ， 但 问题 是 ， 现 在 给 你 了 鸡蛋 个 
数 的 限制 K， 直 接 使 用 二 分 思路 就 不 行 了 。 


比如 说 只 给 你 1 个 鸡蛋 ，7 层 楼 ， 你 敢 用 二 分 吗 ? 你 直接 去 第 4 层 扔 一 下 ， 如 果 鸡 蛋 没 碎 还 好 ， 但 如 果 碎 了 
你 就 没有 鸡蛋 继续 测试 了 ， 无 法 确定 鸡蛋 恰好 摔 不 碎 的 楼 层 F 了 。 这 种 情况 下 只 能 用 线性 扫描 的 方法 ， 算 法 
返回 结果 应 该 是 7。 


有 的 读者 也 许 会 有 这 种 想法 : 二 分 查找 排除 楼 层 的 速度 无 疑 是 最 快 的 ， 那 干 脆 先 用 二 分 查找 ， 等 到 只 剩 1 个 
鸡蛋 的 时 候 再 执行 线性 扫描 ， 这 样 得 到 的 结果 是 不 是 就 是 最 少 的 扔 鸡蛋 次 数 呢 ? 


很 遗憾 ， 并 不 是 ， 比 如 说 把 楼 层 变 高 一 些 ，100 层 ， 给 你 2 个 鸡蛋 ， 你 在 50 层 扔 一 下 ， 碎 了 ， 那 就 只 能 线 
性 扫描 1~49 层 了 ， 最 坏 情况 下 要 扔 50 次 。 


如 果 不 要 [二 分 」 ， 变 成 (五 分 」 [十 分 」 都 会 大 幅 减少 最 坏 情况 下 的 尝试 次 数 。 比 方 说 第 一 个 鸡蛋 每 隔 十 
层 楼 扔 ， 在 哪里 碎 了 第 二 个 鸡蛋 一 个 个 线性 扫描 ， 总 共 不 会 超过 20 次 。 


最 优 解 其 实 是 14 次 。 最 优 策略 非常 多 ， 而 且 并 没有 什么 规律 可 言 。 


说 了 这 么 多 废话 ， 就 是 确保 大 家 理解 了 题目 的 意思 ， 而 且 认识 到 这 个 题目 确实 复杂 ， 就 连 我 们 手 算 都 不 容 
易 ， 如 何 用 算法 解决 呢 ? 


一 、 思路 分 析 
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动态 规划 帮 有 我 通天 了 《 魔 塔 》 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
174. 地 下 城 游 戏 (困难 ) 


[ 魔 塔 1 是 一 款 经 典 的 地 牢 类 游戏 ， 碰 怪物 要 掉 血 ， 吃 血 瓶 能 加 血 ， 你 要 收集 钥匙 ， 一 层 一 层 上 楼 ， 最 后 救 


现在 手机 上 仍然 可 以 玩 这 个 游戏 : 
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嗯 ， 相 信 这 款 游戏 承包 了 不 少 人 的 童年 回忆 ， 记 得 小 时 候 ， 一 个 人 拿 着 游戏 机 玩 ， 两 三 个 人 围 在 左右 指 手 画 
脚 ， 这 导致 玩 游戏 的 人 体验 极 差 ， 而 左右 的 人 异常 快乐 优 


力 扣 第 174 题 【地 下 城 游戏 」 是 一 道 类 似 的 题目 ， 我 简单 描述 一 下 : 


输入 一 个 存储 着 整数 的 二 维 数组 grid， 如 果 grid1i] [1j」 > 0， 说 阴 这 个 格子 装着 血 瓶 ， 经 过 它 可 以 增加 
对 应 的 生命 值 ， 如 果 grid1i]1j]」 == 0， 则 这 是 一 个 空格 子 ， 经 过 它 不 会 发 生 任何 事情 ;如果 grid1i] 
1j 」 < 0， 说 明 这 个 格子 有 怪物 ， 经 过 它 会 损失 对 应 的 生命 值 。 


现在 你 是 一 名 骑士 ， 将 会 出 现在 最 上 角 ， 公 主 被 困 在 最 右 下 角 ， 你 只 能 向 右 和 向 下 移动 ， 请 问 你 初始 至 少 需 
要 多 少 生命 值 才能 成 功 救出 公主 ? 


换 句 话说 ， 就 是 问 你 至 少 需 要 多 少 初始 生命 值 ， 能 够 让 骑士 从 最 左上 角 移动 到 最 右 下 角 ， 且 任何 时 候 生 命 值 
都 要 大 于 0。 
函数 签名 如 下 : 


int calculateMinimumHP(int[][] grid); 


比如 题目 给 我 们 举 的 例子 ， 输 入 如 下 一 个 二 维 数组 grid， 用 K 表示 骑士 ， 用 P 表示 公主 : 


算法 应 该 返回 7， 也 就 是 说 骑士 的 初始 生命 值 至 少 为 7 时 才能 成 功 救 出 公主 ， 行 进 路 线 如 图 中 的 箭头 所 示 。 


上 篇 文章 最 小 路 径 和 写 过 类 似 的 问题 ， 问 你 从 左上 角 到 右 下 角 的 最 小 路 径 和 是 多 少 。 
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我 们 做 算法 题 一 定 要 尝试 举一反三 ， 感 觉 今天 这 道 题 和 最 小 路 径 和 有 点 关系 对 吧 ? 


想 要 最 小 化 骑士 的 初始 生命 值 ， 是 不 是 意味 着 要 最 大 化 骑士 行进 路 线 上 的 血 瓶 ? 是 不 是 相当 于 求 「 最 大 路 径 
和 J」? 是 不 是 可 以 直接 套用 计算 最 小 路 径 和 J 的 思路 ? 


但 是 稍 加 思考 ， 发 现 这 个 推论 并 不 成 立 ， 吃 到 最 多 的 血 瓶 ， 并 不 一 定 就 能 获得 最 小 的 初始 生命 值 。 


比如 如 下 这 种 情况 ， 如 果 想 要 吃 到 最 多 的 血 瓶 获得 [最 大 路 径 和 」， 应 该 按照 下 图 箭头 所 示 的 路 径 ， 初 始 生 
命 值 需 要 11: 


但 也 很 容易 看 到 ， 正 确 的 答案 应 该 是 下 图 箭头 所 示 的 路 径 ， 初 始 生 命 值 只 需要 1: 
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所 以 ， 关 键 不 在 于 吃 最 多 的 血 汝 ， 而 是 在 于 如 何 损失 最 少 的 生命 值 。 


这 类 求 最 值 的 问题 ， 肯 定 要 借助 动态 规划 技巧 ， 要 合理 设计 dp 数组 /函数 的 定义 。 类 比 前 文 最 小 路 径 和 问 
题 ，dp 函数 签名 肯定 长 这 样 : 


rr (Gli [or et nt 


但 是 这 道 题 对 dp 函数 的 定义 比较 有 意思 ， 按 照常 理 ， 这 个 dp 函数 的 定义 应 该 是 : 
从 左上 角 (grid[0][101) 走 到 grid[i]l[j] 至 少 需要 dp(grid，i，j) 的 生命 值 。 


这 样 定义 的 话 ，base case 就 是 i，j 都 等 于 0 的 时 候 ， 我 们 可 以 这 样 写 代码 : 


int calculateMinimumHP(int[][] grid) { 
Tntm = ornd Lengaehs 
int n = grid[0]. length; 
// 我 们 想 计 算 左 上 角 到 右 下 角 所 需 的 最 小 生命 值 
rekunngEdokgradiniEE Tn 


i (rt or nt ne 
// base case 
if (i == 0 && j == 0) { 
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EI 相合 有 7 二 区， 上 第 一人 
大 1 二 SIH 个 放 F 员 人 f 
止 苛 工 洛 地 个 ZU | 


| 
小 b 


es gird[i] [j] >°007 7 gr ol Le 


| Ps: 为 了 简洁 ， 之 后 dp (grid，i，j) 就 简写 为 dp (i，j)， 大 家 理解 就 好 。 
接 下 来 我 们 需要 找 状 态 转移 了 ， 还 记得 如 何 找 状 态 转移 方程 吗 ? 我 们 这 样 定义 dp 函数 能 否 正确 进行 状态 转 
移 呢 ? 

我 们 希望 dp ( i，j ) 能 够 通过 dp(i-1，j) 和 dp(i，j-1) 推导 出 来 ， 这 样 就 能 不 断 逼 近 base case， 也 
就 能 够 正确 进行 状态 转移 。 

具体 来 说 ， [到达 A 的 最 小 生命 值 | 应 该 能 够 由 「 到 达 B 的 最 小 生命 值 | 和 [到 达 C 的 最 小 生命 值 ] 推导 出 
来 : 


但 问题 是 ， 能 推出 来 么 ? 实际 上 是 不 能 的 。 


因为 按照 dp 函数 的 定义 ， 你 只 知道 能够 从 左上 角 到 达 B 的 最 小 生命 值 | ， 但 并 不 知道 [到 达 B 时 的 生命 
值 ] 。 


1 到达 B 时 的 生命 值 ] 是 进行 状态 转移 的 必要 参考 ， 我 给 你 举 个 例子 你 就 明白 了 ， 假 设 下 图 这 种 情况 : 
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你 说 这 种 情况 下 ， 骑 士 救 公主 的 最 优 路 线 是 什么 ? 


显然 是 按照 图 中 蓝 色 的 线 走 到 B， 最 后 走 到 A 对 吧 ， 这 样 初始 血 量 只 需要 1 就 可 以 ; 如 果 走 黄色 箭头 这 条 
路 ， 先 走 到 5 然后 走 到 A， 初 始 血 量 至 少 需要 6。 


为 什么 会 这 样 呢 ? 骑士 走 到 B 和 的 最 少 初始 血 量 都 是 1， 为 什么 最 后 是 从 B 走 到 A， 而 不 是 从 5 走 到 
呢 ? 


因为 骑士 走 到 B 的 时 候 生 命 值 为 11， 而 走 到 5 的 时 候 生 命 值 依然 是 1。 


如 果 骑 士 执意 要 通过 5 走 到 人， 那么 初始 血 量 必须 加 到 6 点 才 行 ， 而 如 果 通 过 日 走 到 A， 初 始 血 量 为 1 就 够 
了 ， 因 为 路 上 吃 到 血 阔 了 ， 生 命 值 足够 抗 A 上 面 怪物 的 伤害 。 


这 下 应 该 说 的 很 清楚 了 ， 再 回顾 我 们 对 dp 函数 的 定义 ， 上 图 的 情况 ， 算 法 只 知道 dp(1，2) = dp(2，1) 
= 1， 都 是 一 样 的 ， 怎 么 做 出 正确 的 决策 ， 计 算出 dp(2，2) 呢 ? 


所 以 说 ， 我 们 之 前 对 dp 数组 的 定义 是 错误 的 ， 信 息 量 不 足 ， 算 法 无 法 做 出 正确 的 状态 转移 。 
正确 的 做 法 需要 反 向 思考 ， 依 然 是 如 下 的 dp 函数 : 


it ro (Gln or Le nt nt 


但 是 我 们 要 修改 dp 函数 的 定义 : 
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从 grid[i][j] 到达 终点 ( 右 下 角 ) 所 需 的 最 少 生命 值 是 dp (grid,，i，]j)。 


那么 可 以 这 样 写 代码 : 


int calculateMinimumHP(int[][] grid) { 
// 我 们 想 计算 左上 角 到 右 下 角 所 需 的 最 小 生命 
return dp(grid, 0, 0); 


Mae co (ata ee ese le et 
int m = grid. length; 
int n = grid[0]. length; 
// base case 
(Sat 
Petunia = ool 
J 


de er ree, 我 们 想 求 Jp (0，0)， 那 就 应 该 试图 通过 dp(i，j+1) 和 dp(i+1,， 
) 推导 出 dp (i，j ) ， 这 样 才能 不 断 副 近 base case， 正确 进 井 行 状态 转移 。 


具体 来 说 ，『「 从 A 到 达 右 下 角 的 最 少 生命 值 ] 应 该 由 「 从 B 到 达 右 下 角 的 最 少 生命 值 ] 和 [从 5 到 达 右 下 角 
的 最 少 生命 值 ] 推导 出 来 : 
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能 不 能 推导 出 来 呢 ? 这 次 是 可 以 的 , 假设 dp(0，1) = 5，dp(1，0) = 4， 那 么 可 以 肯定 要 从 人 走向 C， 
因为 4 小 于 5 嘛 。 


那么 怎么 推出 dp(0，0) 是 多 少 呢 ? 


假设 A 的 值 为 1 既然 知道 下 一 步 要 往 C 走 ， 且 dp(1，0) = 4 意味 着 走 到 grid[1][10] 的 时 候 至 少 要 有 
4 点 生命 值 ， 那 么 就 可 以 确定 骑士 出 现在 人 点 时 需要 4 -1= 3 点 初始 生命 值 ， 对 吧 。 


那 如 果 人 的 值 为 10， 落 地 就 能 捡 到 一 个 大 血 瓶 ， 超 出 了 后 续 需求 ，4 - 10 = -6 意味 着 骑士 的 初始 生命 值 为 负 
数 ， 这 显然 不 可 以 ， 骑 士 的 生命 值 小 于 1 就 挂 了 ， 所 以 这 种 情况 下 骑士 的 初始 生命 值 应 该 是 1。 


综 上 ， 状 态 转 移 方 程 已 经 推出 来 了 : 
int res = min( 
diD (ET JE 
dp 
) orid[a 


opie Snes < 0 ?1 ress 


根据 这 个 核心 逻辑 ， 加 一 个 备忘录 消除 重 站 子 问题 ， 就 可 以 直接 写 出 最 终 的 代码 了 : 
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/水 主 孜 数 x*/ 
int calculateMinimumHP(int[][] grid) { 
me m= ord Lengths 
. n = grid[0]. length; 
/ 备忘录 中 都 初始 化 为 -1 
memo = new int[m] [n]; 
for (int[] row : memo) { 
Arrays.fill(row, -1); 
} 


return dp(grid, 0, 0); 
} 


// 备忘录 ， 消 除 重 直子 问 题 


int[][] memo; 


/六 定义 : 从 (i，j) 到 达 右 下 角 ， 需 要 的 初始 血 量 至 少 是 多 少 */ 
meedptanits led ET 内 于 人 
intm=grid.Length， 
int n = grid[0]. length; 
// base case 
(m8 =n 
returnm oma l= 0 :gral es; 


} 
ML = | = Mm a 
return Integer.MAX_VALUE; 


j 

// 避免 重复 计算 

if (memo[i][j] != -1) +{ 
return memo[i][j]; 

} 


// 状态 转移 逻辑 
int res = Math.min( 
do Lo 
dpi(omdpe 1 
) - grid[i][j]; 
// 骑士 的 生命 值 至 少 为 1 
memo[i][j] = res <=07?1: res; 


return memo [i] [j] ， 
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这 就 是 自 顶 向 下 带 备 记录 的 动态 规划 解法 ， ie 


解法 ， 这 里 就 不 写 了 ， 读 者 可 以 尝试 自己 写 一 
文 道 题 的 核心 是 定义 dp 遂 数 ， 找 到 正确 的 状态 转移 方程 ， 从 而 计算 出 正确 的 答案 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 
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关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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动态 规划 帮 有 我 通关 了 《辐射 4》 


和 短信 搜 一 搜 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
514. 自由 之 路 (困难 ) 


本 文 的 封面 图 是 一 款 叫 做 《辐射 4》 的 游戏 中 的 一 个 任务 剧情 画面 : 


这 个 可 以 转动 的 圆 盘 类 似 是 一 个 密码 机 关 ， 中 间 偏 上 的 位 置 有 个 红色 的 指针 看 到 没 ， 你 只 要 转动 圆 盘 可 以 让 
指针 指向 不 同 的 字母 ， 然 后 再 按 下 中 间 的 按钮 就 可 以 输入 指针 指向 的 字母 。 


只 要 转动 圆 环 ， 让 指针 依次 指向 R、A、1、L、R、0O、A、D 并 依次 按 下 按钮 ， 就 可 以 触发 机 关 ， 打 开 旁 边 的 
Ls 


至 于 密码 为 什么 是 这 几 个 字母 ， 在 游戏 中 的 剧情 有 暗示， 这 里 就 不 多 说 了 。 


那么 这 个 游戏 场景 和 动态 规划 有 什么 关系 呢 ? 
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我 们 来 没事 儿 找 事 儿 地 想 一 想 ， 拨 动 圆 盘 输入 这 些 字母 还 挺 麻烦 的 ， 按 照 什 么 顺序 才能 使 得 拨 动 圆 盘 所 需 的 
操作 次 数 最 少 呢 ? 


拨 动 圆 盘 的 不 同方 法 所 需 的 操作 次 数 肯定 是 不 同 的 。 


比如 说 你 想 把 一 个 字母 对 准 到 指针 上 ， 你 可 以 顺 时 针 转 圆 盘 ， 也 可 以 逆 时 针 转 圆 盘 ; 而 且 某 些 字 母 可 能 不 目 
出 现 一 次 ， 比 如 上 图 中 大 写字 母 O 就 在 圆 盘 的 不 同位 置 出 现 了 三 次 ， 你 到 时 候 应 该 拔 哪 个 O 才能 使 得 整体 的 
操作 次 数 最 少 呢 ? 


我 们 之 前 也 多 次 说 过 ， 遇 到 求 最 值 的 问题 ， 基 本 都 是 由 动态 规划 算法 来 解决 ， 因 为 动态 规划 本 身 就 是 运筹 优 
化 算法 的 一 种 嘛 。 


力 扣 上 就 有 一 道 这 个 转盘 游戏 的 算法 题 ， 难 度 还 是 Hard， 但 我 当时 看 了 一 眼 就 做 出 来 了 ， 因 为 我 以 前 思考 过 
生活 中 一 个 非常 有 意思 的 例子 可 以 类 比 到 这 个 问题 ， 下 面 来 简单 介绍 一 下 。 


关注 了 我 的 视频 号 的 朋友 ， 知 道 我 弹 过 李斯 特 和 肖邦 的 几 首 钢琴 曲 ， 但 是 没 练 过 钢琴 的 读者 可 能 不 知道 ， 练 
习 钢琴 曲谱 是 需要 提前 确定 【指法 」 的 。 


五 线 谱 的 音符 七 上 八 下 的 ， 两 个 手 的 手指 必须 互相 配合 ， 也 就 是 说 你 必须 确定 好 每 个 音符 用 哪 只 手 的 哪个 手 
指 来 弹 奏 ， 写 到 谱 子 上 。 


比如 说 我 很 喜欢 的 一 首 曲子 叫做 《 爱 之 梦 》， 这 是 我 的 谱 子 : 


8 一 -一 一 一 一 一 一 一 


ep 


rt 


二 


atDyrettando 下 个 


sensa Ped. 


音符 上 的 数字 1 代表 用 大 拇指 ，2 代表 用 食指 ， 以 此 类 推 。 按 照 确定 下 来 的 指法 不 断 练习 ， 形 成 肌肉 记忆 ， 
就 算是 练 会 一 首 曲子 了 。 
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指法 这 东西 因 人 而 异 ， 比 如 手 大 的 人 可 以 让 中 指 跨 到 大 拇指 的 左边 ， 手 小 的 人 可 能 就 有 些 别 扭 ， 那 同一 段 谱 
子 对 应 的 指法 可 能 就 不 一 样 。 


那么 问题 来 了 ， 我 应 该 如 何 设计 指法 ， 才 能 最 小 化 手指 切换 的 【别扭 程度 ， 也 就 是 最 大 化 演奏 的 流畅 度 
呢 ? 


这 里 我 就 借助 了 动态 规划 算法 技巧 : 手指 的 切换 不 就 是 状态 的 转移 么 ? 参考 前 文 动态 规划 套路 详解 ， 只 要 明 
确 「 状 态 ] 和 选择 」 就 可 以 解决 这 个 问题 


状态 是 什么 ? 状态 就 是 【下 一 个 需要 弹 奏 的 音符 」 和 当前 的 手 的 状态 J 。 


下 一 个 需要 弹 奏 的 音符 ， 无 非 就 是 钢琴 上 88 个 琴键 中 的 一 个 ， 手 的 状态 也 很 简单 ， 五 个 手指 头 ， 每 个 手指 
头 要 么 按 下 去 了 要 么 没 按 下 去 ，2 的 5 次 方 32 种 情况 ，5 个 二 进 制 位 就 可 以 表示 。 


选择 是 什么 ? 选择 就 是 【下 一 个 音符 应 该 由 哪个 手指 头 来 弹 4」 ， 无 非 就 是 穷 举 五 个 手指 头 。 


当然 ， 结 合 当前 手 的 状态 ， 做 出 每 个 选择 需要 对 应 代价 的 ， 刚 才 说 过 这 个 代价 是 因 人 而 异 的， 所 以 我 需要 给 
自己 定制 一 个 损失 函数 ， 计 算 不 同 指法 切换 的 【别扭 程度 。 


现在 的 问题 就 变 成 了 一 个 标准 的 动态 规划 问题 ， 根 据 损 失 函 数 做 出 【别扭 程度 」 最 小 的 选择 ， 使 得 整 段 演奏 
最 流畅 ee 


当然 ， 最 后 这 个 算法 时 间 复 杂 度 太 高 了 ， 我 们 刚才 分 析 的 只 是 单个 的 音符 ， 但 如 果 串 成 曲子 ， 时 空 复杂 度 还 
得 再 乘 曲子 的 音符 数 ， 很 大 。 


而 且 ， 这 个 损失 函数 很 难 量化 ， 钢 琴 的 黑白 键 命中 难度 不 同 ， 而 且 【别扭 程度 1 感觉 ， 有 点 不 严谨 .…. 
过 ， 本 就 没 必要 计算 整 首 曲子 的 指法 ， 只 需要 计算 某 些 复杂 段落 的 指法 即 可 ， 这 个 算法 还 是 比较 有 效 的 。 


扯 了 这 么 多 题 外 话 终于 要 步 入 正题 了 ， 今 天 要 讲 的 力 扣 第 514 题 【自由 之 路 」 和 钢琴 指法 问题 有 异曲同工 之 
妙 ， 如 果 你 能 理解 钢琴 的 例子 ， 相 信 你 也 能 很 快 做 出 这 道 算法 题 。 


题目 给 你 输入 一 个 字符 串 ring 代表 圆 盘 上 的 字符 (指针 位 置 在 12 点 钟 方向 ， 初 始 指向 ring10]) ， 再 输 
入 一 个 字符 串 key 代表 你 需要 拨 动 圆 盘 输入 的 字符 串 ， 你 的 算法 需要 返回 输入 这 个 key 至 少 进行 多 少 次 操作 
( 拨 动 一 格 圆 盘 和 按 下 圆 盘 中 间 的 按钮 都 算是 一 次 操作 ) 。 


图 数 签 名 如 下 : 


int findRotateSteps(String ring, String key) 


比如 题目 举 的 例子 ， 输 入 ring = “godding"，kKey = "gd"， 对 应 的 圆 嚼 如 下 (大 写 只 是 为 了 清晰 ， 实 
际 上 输入 的 字符 串 都 是 小 写字 母 ) : 
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我 们 需要 输入 key = “gd"， 算 法 返回 4。 


因为 现在 指针 指 的 字母 就 是 字母 ”9"， 所 以 可 以 直接 按 下 中 间 的 按钮 ， 然 后 再 将 圆 盘 逆 时 针 鬼 动 两 格 ， 让 指 
针 指向 字母 "d"， 然 后 再 按 一 次 中 间 的 按钮 。 


上 述 过 程 ， 按 了 两 次 按钮 ， 扫 了 两 格 转盘 ， 总 共 操 作 了 4 次 ， 是 最 少 的 操作 次 数 ， 所 以 算法 应 该 返回 4。 
我 们 这 里 可 以 首先 给 题目 做 一 个 等 价 ， 转 动 圆 盘 是 不 是 就 等 于 氢 动 指针 ? 


原 题 可 以 转化 为 : 圆 盘 固 定 ， 我 们 可 以 拨 动 指针 ; 现在 需要 我 们 拨 动 指针 并 按 下 按钮 ， 以 最 少 的 操作 次 数 输 
入 key 对 应 的 字符 串 。 


那么 ， 这 个 问题 如 何 使 用 动态 规划 的 技巧 解决 呢 ? 或 者 说 ， 这 道 题 的 【状态 和 选择 4 是 什么 呢 ? 
[状态 4 就 是 【当前 需要 输入 的 字符 上 和 当前 圆 盘 指针 的 位 置 」 。 


再 具体 点 ， [状态 」 就 是 i 和 j 两 个 变量 。 我 们 可 以 用 i 表示 当前 圆 盘 上 指针 指向 的 字符 (也 就 是 
ringlil) ; 用 j 表示 需要 输入 的 字符 (也 就 是 key[jj) 。 


这 样 我 们 可 以 写 这 样 一 个 dp 函数 : 


mito( Serimng rng Tint String key ETE 


这 个 dp 函数 的 定义 如 下 : 
当 圆 盘 指 针 指 向 ring[i] 时 ， 输 入 字符 串 key[j . . ] 至 少 需要 dp (ring，i，key，j ) 次 操作 。 


根据 这 个 定义 ， 题 目 其实 就 是 想 计 算 dp (ring，0，key，0) 的 值 ， 而 且 我 们 可 以 把 dp 函数 的 base case 
写 出 来 : 
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nt (toringer no nt Str ng nt lt 
// base case， 完 成 输入 
if (j == key. length()) return 0; 
7 


接 下 来 ， 思 考 一 下 如 何 根据 状态 做 选择 ， 如 何 进行 状态 转移 ? 
[选择 」 就 是 【如 何 拨 动 指针 得 到 待 输入 的 字符 J 。 
再 具体 点 就 是 ， 对 于 现在 想 输入 的 字符 key [j ] ， 我 们 可 以 如 何 拨 动 圆 盘 ， 得 到 这 个 字符 ? 


比如 说 输入 ring =“gdonidgq"， 现 在 圆 盘 的 状态 如 下 图 : 


假设 我 想 输 入 的 字符 key 1j 」 =“d"， 圆 盘 中 有 两 个 字母 “d" ， 而 且 我 可 以 顺 时 针 也 可 以 逆 时 针 氢 动 指针 ， 
所 以 总 共有 四 种 【选择 」 输入 字符 "d"， 我 们 需要 选择 操作 次 数 最 少 的 那个 找 法 。 


大 致 的 代码 逻辑 如 下 : 


mec (Enamngn na nt ting nt 
// base case 完成 输入 
if (j == key. length()) return 0; 


// 做 选择 
int res = Integer.MAX_VALUE; 
for (int k : [字符 key[j] 在 ring 中 的 所 有 索引 ]) 
res = min( 
把 i 顺 时 针 转 到 k 的 代价 ， 
把 i 逆 时 针 转 到 k 的 代价 
a 
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return res; 


于 到 底 是 顺 时 针 还 是 逆 时 针 ， 其 实 非常 好 判断 ， 怎 么 近 就 怎么 来 ， 但 是 对 于 圆 盘 中 的 两 个 字符 “9d ， 还 能 
是 怎么 近 斤 怎 么 来 吗 ? 


不 能 ， 因 为 这 和 key |i] 之 后 需要 输入 的 字符 有 关 ， 还 是 上 面 的 例子 


如 果 输 入 的 是 key = "di"， 那 么 即便 右边 的 "d" 离 得 近 ， 也 应 该 去 左边 的 "d"， 因 为 左边 的 "d" 旁边 就 
是 "i"，『「 整 体 ] 的 操作 数 最 少 。 


那么 ， 应 该 如 何 判 断 呢 ? 其 实 就 是 穷 举 ， 递 归 调用 dp 图 数 ， 把 两 种 选择 的 【整体 | 代价 算出 来 ， 然 后 再 做 
比较 就 行 了 。 


讲 到 这 就 差不多 了 ， 直 接 看 代码 吧 : 


// 字符 -> 索引 列表 

HashMap<Character, List<Integer>> charToIndex = new HashMap<>(); 
// 备忘录 

int[][] memo; 


/水 主 了 图 数 x*/ 
int findRotateSteps(String ring, String key) { 
int m = ring. Length(); 
int n = key. Length(); 
// 备忘录 全 部 初始 化 为 0 
memo = new int[m] [n]; 
// 记录 圆 环 上 字符 到 索引 的 映射 
for (int i = 0; i < ring,.length(); i++) { 
char c ring.charAt(i); 
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if (!charToIndex.containsKey(c)) { 
charToIndex.put(c, new LinkedList<>()); 

} 
charToIndex.get(c).add(i); 

je 

// 圆 盘 指针 最 初 指 向 12 点 钟 方向 ， 

// 从 第 一 个 字符 开始 输入 key 

return dp(ring, 0, key, 0); 

} 


// 计算 圆 盘 指针 在 ring[i], 输入 key[j..] 的 最 少 操作 数 
Treesdbstrangring emt 0 Sering Kev mt nt 
// base case 完成 输入 
if (j == key. length()) return 0; 
// 查找 备忘录 ， 避 免 重 车子 问题 
if (memo[i][j] != 0) return memo[i][j]; 


int n = ring. length(); 
// 做 选择 
int res = Integer.MAX_VALUE; 
// ring 上 可 能 有 多 个 字符 key [j ] 
for (int k : charToIndex.get(key.charAt(j))) { 
// 拔 动 指针 的 次 交 
int delta = Math.abs(k — i); 
// 选择 顺 时 针 还 是 逆 时 针 
delta = Math.min(delta, n - delta); 
// 将 指针 拨 到 ring[k]， 继 续 输 入 key[j+1..] 
int subProblem = dp(ring, k, key, j + 1); 
// 选择 [整体 操作 次 数 最 少 的 
// 加 一 是 因为 按 动 按钮 也 是 一 次 操作 
res = Math.min(res, 1 + delta + subProblem); 
J 
// 将 结果 存 入 备 忘 ; 
memo[il[] = res; 
return res 


这 段 代 码 是 C++ 写 的 ， 因 为 我 觉得 涉及 字符 串 的 算法 C++ 更 方便 一 些 ， 这 里 说 一 些 语 言 相关 的 细节 问题 : 


1、unordered_map 就 是 哈 希 表 ， 当 访问 不 存在 的 键 时 ， 会 自动 创建 对 应 的 值 ， 所 以 可 以 直接 push_back 
而 不 用 担心 空 指针 错误 。 


2、min 函数 的 参数 都 是 int 型 ， 所 以 必须 先 用 一 个 int 型 变量 n 存储 ring.size()， 然 后 调用 
min(delta,，n -delta)， 否 则 会 报错 。 


至 此 ， 这 道 题 就 解决 了 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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Q labuladong 公 众 号 
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旅游 省 钱 大 法 : 加 权 最 短路 径 


各 微 信 搜 一 扫 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
787. K 站 中 转 内 最 便宜 的 航班 (中 等 ) 


毕业 季 ， 对 过 去 也 许 有 些 欢 乐 和 感伤 ， 对 未 来 也 许 有 些 迷 荡 和 向 往 ， 不 过 这 些 终究 是 过 眼 云烟 ， 述 早 会 被 时 
间 淡 化 和 遗忘 。 


在 这 段 美 好 时 光 的 末尾 ， 确 实 应 该 来 一 场 说 走 就 走 的 毕业 旅行 ， 放 肆 一 把 ， 给 青春 画 上 一 个 完美 的 句号 。 
那么 ， 本 文 就 教 给 你 一 个 动态 规划 算法 ， 在 毕业 旅行 中 省 钱 节约 追求 诗 和 远方 的 资本 。 


疫 起 到 吧 


假设 ， 你 准备 从 学 校 所 在 的 城市 出 发 ， 游 历 多 个 城市 ， 一 路 浪 到 公司 入 职 ， 那 么 你 应 该 如 何 安排 旅游 路 线 ， 
才能 最 小 化 机 票 的 开销 ? 


我 们 来 看 看 力 扣 第 787 题 【K 站 中 转 内 最 便宜 的 航班 | ， 我 描述 一 下 题目 : 


现在 有 个 城市 ， 分 别 用 0, 1..., n 一 1 这 些 序号 表示 ， 城 市 之 间 的 航线 用 三 元 组 [from，to，price] 来 
表示 ， 比 如 说 三 元 组 [10, 1,1001] 就 表示 ， 从 城市 0 到 城市 1 之 间 的 机 票 价 格 是 100 元 。 
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题目 会 给 你 输入 若干 参数 : 正 整 数 n 代表 城市 个 数 ， 数 组 flights 装着 若干 三 元 组 代表 城市 间 的 航线 及 价 
格 ， 城 市 编号 src 代表 你 所 在 的 城市 ， 城 市 编号 dst 代表 你 要 去 的 目标 城市 ， 整 数 K 代表 你 最 多 经 过 的 中 
转 站 个 数 。 


图 数 签 名 如 下 : 


int findCheapestPrice(int nint[lli fuighnts int sre int dst int K) 


请 你 的 算法 计算 ， 在 K 次 中 转 之 内 ， 从 src 到 dst 所 需 的 最 小 花费 是 多 少 钱 ， 如 果 无 法 到 达 ， 则 返回 -1。 
比方 说 题目 给 的 例子 : 
n= 3 Tlights = [[l0;17100] 7 2100] ;7510;2;500]]; :Sre'=0; dst 三 2 长 三 


航线 就 是 如 下 这 张 图 所 示 ， 有 向 边 代 表 航 向 的 方向 ， 边 上 的 数字 代表 航线 的 机 票 价 格 : 


0 


100 200 


2 


出 发 点 是 0， 到 达 点 是 2， 人 允许 的 最 大 中 转 次 数 K 为 1， 所 以 最 小 的 开销 就 是 图 中 红色 的 两 条 边 ， 从 0 出 发 ， 
经 过 中 转 城市 1 到 达 目 标 城市 2， 所 以 算法 的 返回 值 应 该 是 200。 


注意 这 个 中 转 次 数 的 上 限 K 是 比较 棘手 的 ， 如 果 上 述 题目 将 K 改 为 0， 也 就 是 不 允许 中 转 ， 那 么 我 们 的 算法 
只 能 返回 500 了 ， 也 就 是 直接 从 0 飞 到 2 。 


很 明显 ， 这 题 就 是 个 加 权 有 向 图 中 求 最 短路 径 的 问题 。 


说 白 了 ， 就 是 给 你 一 幅 加 权 有 向 图 ， 让 你 求 src 到 dst 权重 最 小 的 一 条 路 径 ， 同 时 要 满足 ， 这 条 路 径 最 多 不 
能 超过 K + 工 条 边 (经 过 K 个 节点 相当 于 经 过 K + 1 条 边 ) 。 


我 们 来 分 析 下 求 最 短路 径 相关 的 算法 。 
BFS 算法 思路 
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我 们 前 文 BFS 算法 框架 详解 中 说 到 ， 求 最 短路 径 ， 肯 定 可 以 用 BFS 算法 来 解决 。 


因为 BFS 算法 相当 于 从 起 始点 开始 ， 一 步 一 步 向 外 扩散 ， 那 当然 是 离 起 点 越 近 的 节点 越 先 被 遍历 到 ， 如 果 
BFS 遍历 的 过 程 中 过 到 终点 ， 那 么 走 的 肯定 是 最 短路 径 。 


不 过 呢 ， 我 们 在 BFS 算法 框架 详解 用 的 是 普通 的 队列 0ueue 来 遍历 多 叉 树 ， 而 对 于 加 权 图 的 最 短路 径 来 
说 ， 普 通 的 队列 不 管用 了 ， 得 用 优先 级 队列 PriorityQueue。 


为 什么 呢 ? 也 好 理解 ， 在 多 叉 树 (或 者 扩展 到 无 权 图 ) 的 遍历 中 ， 与 其 说 边 没有 权重 ， 不 如 说 每 条 边 的 权重 
都 是 1， 起 点 与 终点 之 间 的 路 径 权 重 就 是 它们 之 间 【 边 」 的 条 数 。 


这 样 ， 按 照 BFS 算法 一 步 步 向 四 周 扩散 的 逻辑 ， 先 遍历 到 的 节点 和 起 点 之 间 的 【 边 」 更 少 ， 累 计 的 权重 当然 


| 入 


让 


0° 


换言之 ， 先 进入 0ueue 的 节点 就 是 离 起 点 近 的 ， 路 径 权 重 小 的 节点 。 


但 对 于 加 权 图 ， 路 径 中 边 的 条 数 和 路 径 的 权重 并 不 是 正 相 关 的 关系 了 ， 有 的 路 径 可 能 边 的 条 数 很 少 ， 但 每 条 
边 的 权重 都 很 大 ， 那 显然 这 条 路 径 权 重 也 会 很 大 ， 很 难 成 为 最 短路 径 。 


比如 题目 给 的 这 个 例子 : 


100 


5200 


你 是 可 以 一 步 从 0 走 到 2， 但 路 径 权 重 不 见得 是 最 小 的 。 


所 以 ， 对 于 加 权 图 的 场景 ， 我 们 需要 优先 级 队列 【自动 排序 」 的 特性 ， 将 路 径 权 重 较 小 的 节点 排 在 队列 前 
面 ， 以 此 为 基础 施展 BFS 算法 ， 也 就 变 成 了 Dijkstra 算法 。 


说 了 这 么 多 BFS 算法 思路 ， 只 是 帮助 大 家 融会 贯通 一 下 ， 我 们 本 文 准 备用 动态 规划 来 解决 这 道 题 ， 因 为 我 们 
公众 号 好 久 没 有 写 动态 规划 相关 的 算法 了 ， 关 于 Dijkstra 算法 的 实现 代码 ， 文 未 有 写 ， 供 读者 参考 。 


动态 规划 思路 


我 们 前 文 动态 规划 核心 套路 详解 中 说 过 ， 求 最 值 的 问题 ， 很 多 都 可 能 使 用 动态 规划 来 求解 。 


592 /692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


加 权 最 短路 径 问 题 ， 
我 们 先 不 管 K 的 限制 ， 但 就 【加 权 最 短路 径 」 这 个 问题 来 看 看 ， 它 怎么 就 是 个 动态 规划 问题 了 呢 ? 


再 加 个 K 的 限制 也 无 妨 ， 不 也 是 个 求 最 值 的 问题 嘛 ， 动 态 规 划 统 统 拿 下 。 


比方 说 ， 现 在 我 想 计 算 src 到 dst 的 最 短路 径 : 


2 让 
©@~、 Da 
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最 小 权重 是 多 少 ? 我 不 知道 。 


但 我 可 以 把 问题 进行 分 解 : 


公众 号 : labuladong 


51，52 是 指向 dst 的 相 令 节点， 它们 之 间 的 权重 我 是 知道 的 ， 分 别 是 wl1，w2。 
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只 要 我 知道 了 从 src 到 s1，s2 的 最 短路 径 ， 我 不 就 知道 src 到 dst 的 最 短路 径 了 吗 ! 
minPath(src, dst) = min( 


minPath(src, s1) + w1, 
minPath(src, s2) + w2 


这 其 实 就 是 递归 关系 了 ， 就 是 这 么 简单 。 
不 过 别 忘 了 ， 题 目 对 我 们 的 最 短路 径 还 有 个 【路径 上 不 能 超过 K + 工 条 边 」 的 限制 。 


那么 我 们 不 妨 定义 这 样 一 个 dp 函数 : 


mt lo (en ee mnt ee 


图 数 的 定义 如 下 : 
从 起 点 src 出 发 ,，k 步 之 内 (一 步 就 是 一 条 边 ) 到 达 节 点 s 的 最 小 路 径 权 重 为 dp(s，k) 。 


那么 ，dp 函数 的 base case 就 显而易见 了 : 


// 定义 : 从 src 出 发 ，k 步 之 内 到 达 s 的 最 小 成 本 
rt int 
// 从 src 到 src, 一 步 都 不 用 走 
i (9 ee SF) 
return 0; 


} 
// 如 果 步 数 用 尽 ， 就 无 解 了 
lp (he es (0) a 

return -1; 


} 


// . 


题目 想 求 的 最 小 机 票 开销 就 可 以 用 dp (dst，K+1) 来 表示 : 


int findCheapestPrice(int n, int[][] flights, int src, int dst, int K) { 
// 将 中 转 站 个 数 转化 成 边 的 条 妆 
K++; 
/NE 
return dp(dst, K); 


添加 了 一 个 K 条 边 的 限制 ， 状 态 转 移 方程 怎么 写 呢 ? 其 实 和 刚才 是 一 样 的 : 
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dp (dst, K) 


2 2 
©< >@ 
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K 步 之 内 从 src 到 dst 的 最 小 路 径 权 重 是 多 少 ? 我 不 知道 。 


但 我 可 以 把 问题 分 解 : 


dp(s1, K-1) 
dp(dst, K) 


二 
pg K-1) 


-| 
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51，52 是 指向 dst 的 相 邻 节点 ， 我 只 要 知道 K - 1 步 之 内 从 src 到 达 s1，s2， 那 我 就 可 以 在 K 步 之 内 
从 src 到 达 dst。 


也 就 是 如 下 关系 式 : 
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d(Cdst lk mam 
dp(sl, k - 1) + w1， 
dp(s2, k - 1) + w2 


这 就 是 新 的 状态 转移 方程 ， 如 果 你 能 看 懂 这 个 算式 ， 就 已 经 可 以 解决 这 道 题 了 。 
代码 实现 
根据 上 述 思 路 ， 我 怎么 知道 5s1， s2 是 指向 dst 的 相 邻 节点 ， 他 们 之 间 的 权重 是 w1，w2? 
我 希望 给 一 个 节点 ， 就 能 知道 有 谁 指 向 这 个 节点 ， 还 知道 它们 之 间 的 权重 ， 对 吧 。 
专业 点 说 ， 得 用 一 个 数据 结构 记录 每 个 节点 的 「 入 度 」indegree: 


// 哈 希 表 记 录 每 个 点 的 入 度 

// to -> [from, pricel] 

HashMap<Integer, List<int[]>> indegree; 
Tnt orem dst, 


public int findCheapestPrice(int n, int[][] flights, int src, int dst, int 
K) { 

// 将 中 转 站 个 数 转化 成 边 的 条 数 

K++; 

thlsS ese Sep 

this.dst = dst; 


indegree = new HashMap<>(); 

om (Cami ot 
Tm om = Ode 
me oy Fp 
Int rice = FI2): 
// 记录 谁 指向 该 节点 ， 以 及 之 间 的 权重 
indegree.putIfAbsent(to, new LinkedList<>()); 
indegree.get(to).add(new int[] {from, price}); 


} 


return dp(dst, K); 


有 了 indegree 存储 入 度 ， 那 么 就 可 以 具体 实现 dp 函数 了 : 


// 定义 : 从 src 出 发 ，k 步 之 内 到 达 s 的 最 短路 径 权重 
Ln d(Cint ES Lo 
// base case 


1 (SG cS GRE) df 
return 0; 

} 

a (le es (0 
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return -1; 
js 
// 初始 化 为 最 大 值 ， 方 便 等 会 取 最 小 值 
int res = Integer.MAX_ VALUE; 
if (indegree.containsKey(s)) { 
// 当 s 有 入 度 节点 时 ， 分 解 为 子 问题 
for (int[] v : indegree.get(s)) { 
int from = v[0]; 
Tnt orice = vb; 
// 从 src 到 达 相 邻 的 入 度 节 点 所 需 的 最 短路 径 权 重 
int subProblem = dp(from, k - 1); 
// 跳 过 无 解 的 情况 
if (subProblem != -1) { 
res = Math.min(res, subProblem + price); 


{I 


上 
} 
J 
// 如 果 还 是 初始 值 ， 说 明 此 节点 不 可 达 
return res == lnteger.MAX VALUE ? -1 : res; 


有 之 前 的 铺垫 ， 这 段 解法 逻辑 应 该 是 很 清晰 的 。 当 然 ， 对 于 动态 规划 问题 ， 肯 定 要 消除 重 才子 问题 。 


为 什么 有 重 吉 子 问题 ? 很 简单 ， 如 果 某 个 节点 同时 指向 两 个 其 他 节点 ， 那 么 这 两 个 节点 就 有 相同 的 一 个 入 度 
节点 ， 就 会 产生 重复 的 递归 计算 。 


怎么 消除 重 规 子 问题 ? 找 问 题 的 【状态 」 。 
状态 是 什么 ? 在 问题 分 解 (状态 转移 ) 的 过 程 中 变化 的 ， 就 是 状态 。 
谁 在 变化 ? 显然 就 是 dp 函数 的 参数 s 和 k， 每 次 递归 调用 ， 目 标点 s 和 步 数 约束 k 在 变化 。 


所 以 ， 本 题 的 状态 有 两 个 ， 应 该 算是 二 维 动态 规划 ， 我 们 可 以 用 一 个 memo 二 维 数组 或 者 哈 希 表 作 为 备 扎 
录 ， 减 少 重复 计算 。 


我 们 选用 二 维 数组 做 备忘录 吧 ， 注 意 K 是 从 1 开始 算 的 ， 所 以 备忘录 初始 大 小 要 再 加 一 : 


Tntore dst, 

HashMap<Integer, List<int[]>> indegree; 
// 备忘录 

int[] [] memo; 


public int findCheapestPrice(int n, int[][] flights, int src, int dst, int 
2 
K++; 
thLs, sre = sme 
this.dst = dst; 
// 初始 化 备忘录 ， 全 部 填 一 个 特殊 1 
memo = new int[n] [K + 1]; 
for (int[] row : memo) { 
Arrays.fill(row, -888); 


} 
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// 其 他 不 变 
// .,。 


nexkurmnidpol(ost 
上 


// 定义 : 从 src 出 发 ，k 步 之 内 到 达 s 的 最 小 成 本 
MAR ly ete te ey a 
// base case 


I (= Se) A 
return 0; 
} 
if (k==°0)4 
return -1; 
} 
// 查 备 忘 录 ， 防 止 见 余 计 算 
if (memo[s][k] != -888) { 


return memo[s] [k]， 


) 


// 状态 转移 不 变 
] 二 


// 存 入 备忘录 
memo[s] [k] = res == Integer.MAX VALUE ? -1 : res; 
return memo [s] [k] ; 


备忘录 初始 值 为 啥 初始 为 -888? 前 文 base case 和 备忘录 的 初始 值 怎 么 定 说 过 ， 随 便 初始 化 一 个 无 意义 的 
值 就 行 。 


至 此 ， 这 道 题 就 通过 自 顶 向 下 的 递归 方式 解决 了 。 当 然 ， 完 全 可 以 按照 这 个 解法 衍生 出 自 底 向 上 迭代 的 动态 
规划 解法 ， 但 由 于 篇 幅 所 限 ， 我 就 不 写 了 ， 反 正本 质 上 都 是 一 样 的 。 


其 实 ， 大 家 如 果 把 我 们 号 之 前 的 所 有 动态 规划 文章 都 看 一 遍 ， 就 会 发 现 我 们 一 直 在 套用 动态 规划 核心 套路 ， 
其 实 真 没什么 困难 的 。 


最 后 扩展 一 下 ， 有 的 读者 可 能 会 问 : 既然 这 个 问题 本 质 上 是 一 个 图 的 遍历 问题 ， 为 什么 不 需要 visited 集 
合 记录 已 经 访问 过 的 节点 ? 


这 个 问题 我 在 Dijkstra 算法 模板 中 探讨 过 ， 可 以 去 看 看 。 另 外 ， 这 题 也 可 以 利用 Dijkstra 算法 模板 来 解决 ， 
代码 如 下 : 


public int findCheapestPrice(int n, int[][] flights, int src, int dst, int 
K) { 
List<int[]>[] graph = new LinkedList[n]; 
om amt 0 
graph[i] = new LinkedList<>(); 
js 
for (int[] edge : flights) { 
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int from = edge[0]; 

int to = edge[1]; 

int price = edge[2]; 

graph[from].add(new int[]{to, price}); 
} 


// 启动 dijkstra 算法 

// 计算 以 src 为 起 点 在 k 次 中 转 到 达 dst 的 最 短路 径 
Kes 

return dijkstra(graph, src, K, dst); 


} 


class State { 
// 图 节点 的 id 
int id; 
// 从 src 节点 到 当前 节点 的 花费 
int costFromSrc; 
// 从 src 节点 到 当前 节点 经 过 的 节点 个 数 
int nodeNumFromSrc; 


State(int id, int costFromSrc, int nodeNumFromSrc) { 
Ens ide = ds 
this.costFromSrc = costFromSrc; 
this.nodeNumFromSrc = nodeNumFromSrc; 


J 


// 输入 一 个 起 点 src， 计 算 从 src 到 其 他 节点 的 最 短 距离 
Tmtedstral(l nst< ntlle oraph mtere nt anmtdst ed 
// 定义 : 从 起 点 src 到 达 节 点 i 的 最 短路 径 权 重 为 distTo [il] 

int[] distTo = new int[graph. length]; 

// 定义 : 从 起 点 src 到 达 节 点 i 至 少 要 经 过 nodeNumTo [i] 个 节点 
int[] nodeNumTo = new int[graph. length]; 
Arrays.fill(distTo, Integer.MAX_ VALUE); 
Arrays.fill(nodeNumTo, Integer.MAX_ VALUE); 

// base case 

distTo[lsrc] = 90; 

nodeNumTo[src] = 0; 


// 优先 级 队列 ，costFromSrc 较 小 的 排 在 前 面 

Queue<State> pq = new PriorityQueue<>((a, b) -> { 
return a.costFromSrc - b.costFromSrc; 

pl 

// 从 起 点 src 开始 进行 BFS 

pq.offer(new State(src, 0, 0)); 


while (!pq.isEmpty()) { 
State curState = pq.poll(); 
int curNodeID = curState. id; 
int costFromSrc = curState.costFromSrc; 
int curNodeNumFromSrc = curState.nodeNumFromSrc; 


if (curNodeID == dst) { 
// 找到 最 短路 径 
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return costFromSrc; 


} 

if (curNodeNumFromSrc == k) { 
// 中 转 次 数 耗 尽 
continue; 

} 


// 将 curNode 的 相 邻 节点 装 入 队列 
for (int[] neighbor : graph[curNodeID]) { 
int nextNodeID = neighbor[0]; 
int costToNextNode = costFromSrc + neighbor[1]; 
// 中 转 次 数 消耗 1 
int nextNodeNumFromSrc = curNodeNumFromSrc + 1; 


// 更 新 dp table 
if (distTo[nextNodeID] > costToNextNode) { 
distTo[nextNodeID] = costToNextNode; 
nodeNumTo [nextNodeID] = nextNodeNumFromSrc; 
} 
// 和 瘟 枝 ， 如 果 中 转 次 数 更 多 ， 论 费 还 更 大 ， 那 必然 不 会 是 最 短路 径 
if (costToNextNode > distTo[nextNodeID] 
&& nextNodeNumFromSrc > nodeNumTo [nextNodeID]) { 
continue; 


} 


pq.offer(new State(nextNodeID, costToNextNode, 
nextNodeNumFromSrc)); 
} 
J 


return -1; 


关于 这 个 解法 这 里 就 不 多 解释 了 ， 可 对 照 前 文 Dijkstra 算法 模板 理解 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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朴 纪 遍 、 其 他 经 典 算 法 


Vid 


除了 像 动 态 规划 、 回 溯 算 法 这 种 容易 归 类 的 算法 类 型 ， 还 有 很 多 其 他 算法 题 并 没有 特别 明显 的 特征 ， 或 者 很 
难 将 一 系列 题目 抽象 汇总 到 一 个 算法 技巧 之 下 。 


对 于 这 类 问题 ， 只 能 说 多 做 多 总 结 ， 增 加 对 这 些 算法 问题 的 积累 。 
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5.2 数学 算 ; 


a NA 


数学 算法 是 一 个 很 大 的 范畴 ， 要 说 高 深 的 话 可 以 非常 高 深 ， 
算 、 找 规律 、 概 率 算 法 、 素 数 之 类 的 考点 。 


公众 号 标签 : 数学 算法 


labuladong 的 刷 题 三 


不 过 从 刷 题 的 角度 来 说 ， 数 学 算法 大 多 就 是 位 运 
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如 何 高 效 寻 找 素数 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


公众 号 @labuladong B 站 | @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

204. 计数 质数 (简单 ) 

素数 的 定义 看 起 来 很 简单 ， 如 果 一 个 数 如 果 只 能 被 1 和 它 本 身 整 除 ， 那 么 这 个 数 就 是 素数 。 
虽然 素数 的 定义 并 不 复杂 ， 丽 怕 没 多 少 人 真 的 能 把 素数 相关 的 算法 写 得 高 效 。 

比如 力 扣 第 204 题 【计数 质数 ， 让 你 写 这 样 一 个 函数 : 


// 返回 区 间 [2，n) 中 有 几 个 素数 
int countPrimes(int n) 


// 比如 countPrimes(10) 返回 4 
// 因为 2,3,5,7 是 素数 


你 会 如 何 写 这 个 函数 ? 我 想 大 家 应 该 会 这 样 写 : 


int countPrimes(int n) { 
nt ounte = 0 
ORG bs 2 a eno ute) 
if (isPrime(i)) count++; 
return count; 


} 


// 判断 整数 n 是 否 是 素数 
boolean isPrime(int n) { 
om (Cmte 2 
(n=0) 
// 有 其 他 整除 因子 
return false; 
return true; 


603 /692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


这 样 写 的 话 时 间 复 杂 度 O(n^2)， 问 题 很 大 。 首 先 你 用 isPrime 函数 来 辅助 的 思路 就 不 够 高 效 ; 而 且 就 算 你 要 
用 isPrime 函数 ， 这 样 写 算法 也 是 存在 计算 元 余 的 。 


先 来 简单 说 下 如 果 你 要 判断 一 个 数 是 不 是 素数 ， 应 该 如 何 写 算法 。 只 需 稍微 修改 一 下 上 面 的 isPrime 代码 中 
的 for 循环 条 件 : 
boolean isPrime(int n) { 


Om (INE 2 ne) 


换 句 话说 ，i 不 需要 遍历 到 n， 而 只 需要 到 sq rt(n) 即 可 。 为 什么 呢 ， 我 们 举 个 例子 ,假设 n = 12。 


2 =XIG 
1 =>33 x 4 
120 =3Sart(l2 x ore) 
12=4x3 
120=68x 3 久 
可 以 看 到 ， 后 两 个 乘积 就 是 前 面 两 个 反 过 来 ， 反 转 临 界 点 就 在 Sqrt(n)。 


换 句 话说 ， 如 果 在 [2, 5qrt(n)] 这 个 区 间 之 内 没有 发 现 可 整除 因子 ， 就 可 以 直接 断定 n 是 素数 了 ， 因 为 在 
区 间 [sqrt(tn),n] 也 一 定 不 会 发 现 可 整除 因子 。 


现在 ，isPrime 图 数 的 时 间 复 杂 度 降 为 O(sqrt(N))， 但 是 我 们 实现 countPrimes 函数 其 实 并 不 需要 这 个 图 
数 ， 以 上 只 是 希望 读者 明白 5qrt(n) 的 含义 ， 因 为 等 会 还 会 用 到 。 


高 效 实现 countPrimes 

高 效 解决 这 个 问题 的 核心 思路 是 和 上 面 的 常规 思路 反 着 来 : 

首先 从 2 开始 ， 我 们 知道 2 是 一 个 素数 ， 那 么 2 x 2 = 4 3 x 2 = 6, 4 x 2 = 8... 都 不 可 能 是 素数 了 。 
然后 我 们 发 现 3 也 是 素数 ， 那 么 3 x 2 = 6, 3 x 3 = 9, 3 x 4 = 12... 也 都 不 可 能 是 素数 了 。 


这 个 思路 又 叫做 【筛选 法 ，Wikipedia 的 这 个 GIF 很 形象 : 
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Prime numbers 


看 到 这 里 ， 你 是 否 有 点 明白 这 个 排除 法 的 逻辑 了 呢 ? 先 看 我 们 的 第 一 版 代码 : 


int countPrimes(int n) { 
boolean[] isPrime = new boolean[n]; 
// 将 数组 都 初始 化 为 true 
Arrays.fill(isPrime, true); 


fo (mt Te = ns) 
if (isPrime[i]) 
// i 的 倍数 不 可 能 是 素数 了 
oe (Cl 2 ee tg) cam | es ty 
isPrime[j] = false; 
Tnt eount = 0 
foOwm (Cmte = ne) 


if (isPrime[i]l) count++; 


return count; 


如 果 上 面 这 段 代码 你 能 够 理解 ， 那 么 你 已 经 掌握 了 整体 思路 ， 但 是 还 有 两 个 细微 的 地 方 可 以 优化 。 


首先 ， 回 想 刚才 判断 一 个 数 是 否 是 素数 的 isPrime 图 数 ， 由 于 因子 的 对 称 性 ， 其 中 的 for 循环 只 需要 遍历 
[2, sqrt(n)] 就 够 了 。 这 里 也 是 类 似 的 ， 我 们 外 层 的 for 循环 也 只 需要 遍历 到 sqrt(n): 


for (int i = 2; ix* i< n; i++) 


f(sprimelll 
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除 此 之 外 ， 很 难 注意 到 内 层 的 for 循环 也 可 以 优化 。 我 们 之 前 的 做 法 是 : 


hol (ln n= 
isPrime[j] = false; 
这 样 可 以 把 i 的 整数 倍 都 标记 为 fa Lse， 但 是 仍然 存在 计算 见 余 。 


比如 n = 25，i = 4 时 算法 会 标记 4 x 2 = 8，4 x 3 = 12 等 等 数字 ， 但 是 这 两 个 数字 已 经 被 i = 2 和 i = 
3 的 2x4 和 3x4 标 记 了 。 


我 们 可 以 稍微 优化 一 下 ， 让 j 从 i 的 平方 开始 遍历 ， 而 不 是 从 2 * i 开始: 


fo (ant ne =) 
isPrime[j] = false; 


这 样 ， 素 数 计数 的 算法 就 高 效 实现 了 ， 其 实 这 个 算法 有 一 个 名 字 ， 叫 做 Sieve of Eratosthenes。 看 下 完整 的 
最 终 代码 : 


int countPrimes(int n) { 

boolean[] isPrime = new bootLean[n] 
Arrays.fill(isPrime, true); 
For (GMNE 2 

if (isPrime[i]) 

fom (amt = nt 
isPrime[j] = false; 

int ‘count = 0， 
Om (Gnt 2 ns 

if (isPrime[i]l) count++; 


return count; 


该 算法 的 时 间 复 杂 度 比较 难 算 ， 显 然 时 间 跟 这 两 个 谋 套 的 for 循环 有 关 ， 其 操作 数 应 该 是 : 
n/2+n/3+n/5+n/7+...=n x (12+1/3+1/5+1/7...) 

括号 中 是 素数 的 倒数 。 其 最 终结 果 是 O(N * loglogN)， 有 兴趣 的 读者 可 以 查 一 下 该 算法 的 时 间 复 杂 度 证 明 。 
以 上 就 是 素数 算法 相关 的 全 部 内 容 。 怎 么 样 ， 是 不 是 看 似 简单 的 问题 却 有 不 少 细节 可 以 打磨 呀 ? 

如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


606/692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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两 迪 帅 考 的 阶乘 算法 题 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


号 @labuladong Bi 站 @labuladong 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

172. 阶乘 后 的 零 (简单 ) 

793. 阶乘 后 K 个 零 (困难 ) 

笔试 题 中 经 常 看 到 阶乘 相关 的 题目 ， 今 天 说 两 个 最 常见 的 题目 : 

1、 输 入 一 个 非 负 整数 n， 请 你 计算 阶乘 n! 的 结果 末尾 有 几 个 0。 

这 也 是 力 扣 第 172 题 [阶乘 后 的 零 | ， 比 如 说 输入 n = 5， 算 法 返回 1， 因 为 5! = 120， 末 尾 有 一 个 0。 


图 数 签名 如 下 : 


int trailingZeroes(int n) 


2、 输 入 一 个 非 负 整数 K， 请 你 计算 有 多 少 个 n， 满 足 n! 的 结果 末尾 恰好 有 个 0。 


这 也 是 力 扣 第 793 题 [阶乘 后 K 个 零 ] ， 比 如 说 输入 K = 1， 算 法 返回 5， 因 为 51,6!,71,8!,9! 这 5 个 
阶乘 的 结果 最 后 只 有 一 个 0， 即 有 5 个 n 满足 条 件 。 


图 数 签名 如 下 : 


int preimageSizeFZF(int K); 


我 把 这 两 个 题 放 在 一 起 ， 肯 定 是 因为 它们 有 共性 ， 下 面 我 们 来 逐一 分 析 。 
题目 一 

肯定 不 可 能 真 去 把 1! 的 结果 算出 来 ， 阶 乘 增 长 可 是 比 指数 增长 都 恐怖 ， 趁 早死 了 这 条 心 吧 。 
那么 ， 结 果 的 未 尾 的 0 从 哪里 来 的 ? 我 们 有 没有 投机 取 巧 的 方法 计算 出 来 ? 


首先 ， 两 个 数 相 乘 结果 末尾 有 0， 一 定 是 因为 两 个 数 中 有 因子 2 和 5， 因 为 10 =2x5。 
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也 就 是 说 ， 问 题 转化 为 : n! 最 多 可 以 分 解 出 多 少 个 因子 2 和 5? 


比如 说 n = 25， 那 么 25! 最 多 可 以 分 解 出 几 个 2 和 5 相 乘 ? 这 个 主要 取决 于 能 分 解 出 几 个 因子 5， 因 为 每 
个 偶数 都 能 分 解 出 因子 2， 因 子 2 肯定 比 因 子 5 多 得 多 。 


251 中 5 可 以 提供 一 个 ，10 可 以 提供 一 个 ，15 可 以 提供 一 个 ，20 可 以 提供 一 个 ，25 可 以 提供 两 个 ， 总 共有 
6 个 因子 5， 所 以 25 ! 的 结果 末尾 就 有 6 个 0。 


现在 ， 问 题 转化 为 : n! 最 多 可 以 分 解 出 多 少 个 因子 5? 
难点 在 于 像 25，50，125 这 样 的 数 ， 可 以 提供 不 止 一 个 因子 5， 怎 么 才能 不 漏 掉 呢 ? 
这 样 ， 我 们 假设 n = 125， 来 算 一 算 1251 的 结果 未 尾 有 几 个 0: 


首先 ，125 / 5 = 25， 这 一 步 就 是 计算 有 多 少 个 像 5，15，20，25 这 些 5 的 倍数 ， 它 们 一 定 可 以 提供 一 个 因 
子 5。 


但 是 ， 这 些 足 够 吗 ? 刚才 说 了 ， 像 25，50，75 这 些 25 的 倍数 ， 可 以 提供 两 个 因子 5， 那 么 我 们 再 计算 出 
1251 中 有 125125=5 个 25 的 倍数 ， 它 们 每 人 可 以 额外 再 提供 一 个 因子 5。 


够 了 吗 ? 我 们 发 现 125=5x5Xx5， 像 125，250 这 些 125 的 倍数 ， 可 以 提供 3 个 因子 5， 那 么 我 们 还 得 再 计 
算出 1251 中 有 125 /125 = 1 个 125 的 倍数 ， 它 还 可 以 额外 再 提供 一 个 因子 5。 


这 下 应 该 够 了 ，1251 最 多 可 以 分 解 出 25 + 5+1= 31 个 因子 5， 也 就 是 说 阶乘 结果 的 未 尾 有 31 个 0。 


理解 了 这 个 思路 ， 就 可 以 理解 解法 代码 了 : 


int trailingZeroes(int n) { 
int res = 0; 
Wongr onvatsor = 5 
while (divisor <= n) { 
res += ny/ divisor; 
NSOIR x= 5 
} 


return res; 


这 里 divisor 变量 使 用 long 型 ， 因 为 假如 n 比较 大 ， 考 虑 while 循环 的 结束 条 件 ，divisor 可 能 出 现 整 型 
溢出 。 


上 述 代 码 可 以 改写 地 更 简单 一 些 : 


int trailingZeroes(int n) { 
int res = 0; 
ome(nmt de =n 5 Od d/l 
res += d / 5; 
} 


return res; 
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这 样 ， 这 道 题 就 解决 了 ， 时 间 复 杂 度 是 底数 为 5 的 对 数 ， 也 就 是 0( LogN) ， 我 们 看 看 下 如 何 基 于 这 道 题 的 解 
法 完成 下 一 道 题目 。 


人 人 碟 


第 二 题 
现在 是 给 你 一 个 非 负 整 数 K， 问 你 有 多 少 个 n， 使 得 n! 结果 未 尾 有 K 个 0。 


一 个 直观 地 暴力 解法 就 是 穷 举 呐 ， 因 为 随 着 n 的 增加 ，n' 肯定 是 递增 的 traiLingZeroes(nl!) 肯定 也 是 
递增 的 ， 伪 码 逻 辑 如 下 : 


int res = 0; 
for (int n = 0; Nn < +inf; n++) 
if (trailingZeroes(n) < K) 
continue; 
Jp 
if (trailingZeroes(n) > K) { 
b reak ; 
} 
if (trailingZeroes(n) == K) { 
rest+; 
jp 
} 


return res; 


前 文 二 分 查找 如 何 运用 说 过 ， 对 于 这 种 具有 单调 性 的 函数 ， 用 for 循环 遍历 ， 可 以 用 二 分 查找 进行 降 维 打 
击 ， 对 吧 ? 


搜索 有 多 少 个 n 满足 trailingZeroes(n) == K， 其 实 就 是 在 问 ， 满 足 条 件 的 n 最 小 是 多 少 ， 最 大 是 多 
少 ， 最 大 值 和 最 小 值 一 减 ， 就 可 以 算出 来 有 多 少 个 n 满足 条 件 了 ， 对 吧 ? 那 不 就 是 二 分 查找 中 「 搜 索 左 侧 边 
界 和“『「 搜 索 右 侧 边界 」 这 两 个 事 儿 嘛 ? 


先 不 急 写 代码 ， 因 为 二 分 查找 需要 给 一 个 搜索 区 间 ， 也 就 是 上 界 和 下 界 ， 上 述 伪 码 中 n 的 下 界 显然 是 0， 但 
上 界 是 +inf， 这 个 正 无 穷 应 该 如 何 表示 出 来 呢 ? 


首先 ， 数 学 上 的 正 无 穷 肯定 是 无 法 编程 表示 出 来 的 ， 我 们 一 般 的 方法 是 用 一 个 非常 大 的 值 ， 大 到 这 个 值 一 定 
不 会 被 取 到 。 比 如 说 int 类 型 的 最 大 值 INT_MAX (2^31 - 1， 大 约 31 亿 ) ， 还 不 够 的 话 就 long 类 型 的 最 大 值 
LONG_MAX (2^63 - 1， 这 个 值 就 大 到 离谱 了 ) 。 


那么 我 怎么 知道 需要 多 大 才能 一定 不 会 被 取 到 」 呢 ?这 就 需要 认真 读 题 ， 看 看 题目 给 的 数据 范围 有 多 大 。 
这 道 题目 实际 上 给 了 限制 , K 是 在 10，10^9] 区 间 内 的 整数 ， 也 就 是 说 ，trailingZeroes(n) 的 结果 最 
多 可 以 达到 10 9。 


然后 我 们 可 以 有 反 推 ， 当 trailingZeroes(n) 结果 为 10^9 时 ,nn 为 多 少 ? 这 个 不 需要 你 精确 计算 出 来 ， 你 
只 要 找到 一 个 数 hi， 使 得 trailingZeroes(hi) 比 10%9 大， 就 可 以 把 hi 当做 正 无 穷 ， 作 为 搜索 区 间 的 
上 界 。 


刚才 说 了 ，trailLingzeroes 国 数 是 单调 函数 ， 那 我 们 就 可 以 猜 ， 先 算 一 下 trailLingzeroes(INT_MAXO 
的 结果 ， 比 10^9 小 一 些 ， 那 再 用 LONG_MAX 算 一 下 ， 远 超 10^9 了 ， 所 以 LONG_MAX 可 以 作为 搜索 的 上 
界 。 
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注意 为 了 避免 整 型 溢出 的 问题 ，traiLingzeroes 函数 需要 把 所 有 数据 类 型 改 成 long: 


// 逻辑 不 变 ， 数 据 类 型 全 部 改 成 Long 
Long trailingZeroes(long n) { 
Long res = 0; 
fome Longe or nd 5 > 0 do/ Se 
res += d / 5; 
J 


return res; 


现在 就 明确 了 问题 : 
在 区 间 [0，LONG_MAX] 中 寻找 满足 traiLingzeroes(n) == 的 左 侧 边界 和 右 侧 边界 。 
根据 前 文 二 分 查找 算法 框架 ， 可 以 直接 把 搜索 左 侧 边界 和 右 侧 边 界 的 框架 copy 过 来 : 


/水 主 孜 数 x*/ 
public int preimageSizeFZF(int K) { 

// 左边 界 和 右边 界 之 差 + 1 就 是 答案 

return (int)(right bound(K) - left bound(K) + 1); 
} 


/# 搜索 trailingZeroes(n) == K 的 左 侧 边 界 x*/ 
long left bound(int target) { 
long lo = 0, hi = Long.MAX_VALUE; 
while (lo < hi) { 
long mid = lo + (hi -~ lo) / 2; 
if (trailingZeroes(mid) < target) { 
lo = mid + 1; 
} else if (trailingZeroes(mid) > target) { 


hi = 三 mid: 
} else { 
he ma 
} 
} 
return lo; 


J 


/#k 搜索 trailingZeroes(n) == K 的 右 侧 边 界 */ 
Long right bound(int target) { 
Long lo = 0, hi = Long.MAX_VALUE; 
while (lo < hi) { 
Uonol mid Uo sr (no) 2 
if (trailingZeroes(mid) < target) { 
tor = “mader ll; 
} else if (trailingZeroes(mid) > target) { 
he.= ml 
} else { 
ton = made red; 
} 
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hh 


return Lo -1; 


如 果 对 二 分 查找 的 框架 有 任何 疑问 ， 建 议 好 好 复习 一 下 前 文 二 分 查找 算法 框架 ， 这 里 就 不 展开 了 。 
现在 ， 这 道 题 基本 上 就 解决 了 ， 我 们 来 分 析 一 下 它 的 时 间 复 杂 度 吧 。 


时 间 复 杂 度 主要 是 二 分 搜索 ， 从 数值 上 来 说 LONG_MAX 是 2^63 - 1， 大 得 离谱 ， 但 是 二 分 搜索 是 对 数 级 的 复 
杂 度 ，log(LONG_MAX) 是 一 个 常数 ;每 次 二 分 的 时 候 都 会 调用 一 次 trailingZeroes 图 数 ， 复 杂 度 
O(logK); 所 以 总 体 的 时 间 复 杂 度 就 是 O(logK)。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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如 何在 无 限 序列 中 随机 抽取 元 素 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
382. 链表 随机 节点 (中 等 ) 
398. 随机 数 索 引 (中 等 ) 


我 最 近 在 力 扣 上 做 到 两 道 非常 有 意思 的 题目 ，382 和 398 题 ， 关 于 水 塘 抽 样 算法 (Reservoir Sampling) ， 
本 质 上 是 一 种 随机 概率 算法 ， 解 法 应 该 说 会 者 不 难 ， 难 者 不 会 。 

我 第 一 次 见 到 这 个 算法 问题 是 谷歌 的 一 道 算法 题 : 给 你 一 个 未 知 长 度 的 链表 ， 请 你 设计 一 个 算法 ， 只 能 遍历 
一 次 ， 随 机 地 返回 链表 中 的 一 个 节点 。 


这 里 说 的 随机 是 均匀 随机 (uniform random) ， 也 就 是 说 ， 如 果 有 n 个 元 素 ， 每 个 元 素 被 选中 的 概率 都 是 
1/n， 不 可 以 有 统计 意义 上 的 偏差 。 


一 般 的 想法 就 是 ， 我 先 遍 历 一 遍 链 表 ， 得 到 链表 的 总 长 度 n， 再 生成 一 个 [1, nj] 之 间 的 随机 数 为 索引 ， 然 后 
找到 索引 对 应 的 节点 ， 不 就 是 一 个 随机 的 节点 了 吗 ? 


但 题目 说 了 ， 只 能 遍历 一 次 ， 意 味 着 这 种 思路 不 可 行 。 题 目 还 可 以 再 泛 化 ， 给 一 个 未 知 长 度 的 序列 ， 如 何在 
其 中 随机 地 选择 k 个 元 素 ? 想 要 解决 这 个 问题 ， 就 需要 著名 的 水 塘 抽 样 算 法 了 。 


算法 实现 


先 解决 只 抽取 一 个 元 素 的 问题 ， 这 个 问题 的 难点 在 于 ， 随 机 选择 是 「 动 态 」 的 ， 比 如 说 你 现在 你 有 5 个 元 
素 ， 你 已 经 随机 选取 了 其 中 的 某 个 元 素 a 作为 结果 ， 但 是 现在 再 给 你 一 个 新 元 素 D， 你 应 该 留 着 a 还 是 将 b 
作为 结果 呢 ， 以 什么 逻辑 选择 a 和 b 呢 ， 怎 么 证 明 你 的 选择 方法 在 概率 上 是 公平 的 呢 ? 


先 说 结论 ， 当 你 遇 到 第 i 个 元 素 时 ， 应 该 有 1/i 的 概率 选择 该 元 素 ，1 - 1/1 的 概率 保持 原 有 的 选择 。 看 
代码 容易 理解 这 个 思路 : 


/# 返回 链表 中 一 个 随机 节点 的 值 */ 
int getRandom(ListNode head) { 
Random r = new Random(); 
Int = 0 Tres = 0 
ListNode p = head; 
// while 循环 遍历 链表 
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while (p != nuLL) { 
i++; 
// 生成 一 个 [06，i) 之 间 的 整数 
// 这 个 整数 等 于 8 的 概率 就 是 1/i 
if (0 == r.nextInt(i)) { 
res = p.val; 


J 
p = p.next; 
J 


return res; 


对 于 概率 算法 ， 代 码 往 往 都 是 很 浅显 的 ， 但 是 这 种 问题 的 关键 在 于 证 明 ， 你 的 算法 为 什么 是 对 的 ? 为 什么 每 
次 以 1/i 的 概率 更 新 结果 就 可 以 保证 结果 是 平均 随机 (uniform random) ? 


证 明 : 假设 总 共有 n 个 元 素 ， 我 们 要 的 随机 性 无 非 就 是 每 个 元 素 被 选择 的 概率 都 是 1/n 对 吧 ， 那 么 对 于 第 ji 
个 元 素 ， 它 被 选择 的 概率 就 是 : 


1 1 1 
oo)x(l1 OCG)x...xXx(l1—— 
? 十 1 ) i a) ( 

1 | nO—1 
ec .ee 
2 十 工 2 十 2 Nn 


x (1 一 


第 i 个 元 素 被 选择 的 概率 是 1/1， 第 i+1 次 不 被 替换 的 概率 是 1 - 1/ (i+1)， 以 此 类 推 ， 相 乘 就 是 第 i 个 
元 素 最 终 被 选中 的 概率 ， 就 是 1/n。 


因此 ， 该 算法 的 逻辑 是 正确 的 。 


同 理 ， 如 果 要 随机 选择 k 个 数 ， 只 要 在 第 ; 个 元 素 处 以 k/i 的 概率 选择 该 元 素 ， 以 1 - ky/i 的 概率 保持 原 
有 选择 即 可 。 代 码 如 下 : 


/# 返回 链表 中 k 个 随机 节点 的 值 */ 

int[] getRandom(ListNode head, int k) { 
Random r = new Random(); 
int[] res = new int[k]; 
ListNode p = head; 


WK 个 元 亲 恋 默 居 计 定 

fiom (nt = 0 < Sm 
res[j] = p.val; 
p= p.next; 

} 


mit 1 
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// while 循环 遍历 链表 
while (p != nuLL) { 
// 生成 一 个 [0，i) 之 间 的 整数 
int j = r.nextInt(++i); 
// 这 个 整数 小 于 k 的 概率 就 是 k/i 
(< 
res[j] = p.val; 


让 
p= p.next,; 
J 


return res; 


对 于 数学 证 明 ， 和 上 面 区 别 不 大 : 


k i k 1 s k 1 k 1 
i (lr BX ra EX X(TX*E) 
k 1 1 1 
= X(T X(T 

k 2 4 十 1 7 一 工 
二 X.- X -= xX... Xx 

? 2 十 工 2 十 2 Nn 
_k 
“nn 


因为 虽然 每 次 更 新 选择 的 概率 增 大 了 倍 ， 但 是 选 到 具体 第 i 个 元 素 的 概率 还 是 要 乘 1/k， 也 就 回 到 了 上 一 


个 推导 。 


拓展 延伸 


以 上 的 抽样 算法 时 间 复 杂 度 是 O(n)， 但 不 是 最 优 的 方法 ， 更 优化 的 算法 基于 几何 分 布 (geometric 
distribution) ， 时 间 复 杂 度 为 O(k + klog(n/k))。 由 于 涉及 的 数学 知识 比较 多 ， 这 里 就 不 列 出 了 ， 有 兴趣 的 读 
者 可 以 自行 搜索 一 下 。 


还 有 一 种 思路 是 基于 「Fisher-Yates 洗 牌 算法 」 的 。 随 机 抽取 k 个 元 素 ， 等 价 于 对 所 有 元 素 洗 牌 ， 然 后 选取 
前 k 个 。 只 不 过 ， 洗 牌 算法 需要 对 元 素 的 随机 访问 ， 所 以 只 能 对 数组 这 类 支持 随机 存储 的 数据 结构 有 效 。 


另外 有 一 种 思路 也 比较 有 局 发 意义 : 给 每 一 个 元 素 关 联 一 个 随机 数 ， 然 后 把 每 个 元 素 插入 一 个 容量 为 k 的 二 
叉 堆 (优先 级 队列 ) 按照 配对 的 随机 数 进行 排序 ， 最 后 剩 下 的 个 元 素 也 是 随机 的 。 


这 个 方案 看 起 来 似乎 有 点 多 此 一 举 ， 因 为 插入 二 叉 扒 需要 O(logk) 的 时 间 复 杂 度 ， 所 以 整个 抽样 算法 就 需要 
O(nlogk) 的 复杂 度 ， 还 不 如 我 们 最 开始 的 算法 。 但 是 ， 这 种 思路 可 以 指导 我 们 解决 加 权 随 机 抽样 算法 ， 权 重 
越 高 ， 被 随机 选中 的 概率 相应 增 大 ， 这 种 情况 在 现实 生活 中 是 很 常见 的 ， 比 如 你 不 往 游戏 里 充 钱 ， 就 永远 抽 
不 到 皮肤 。 


最 后 ， 我 想 说 随机 算法 虽然 不 多 ， 但 其 实 很 有 技巧 的 ， 读 者 不 妨 思考 两 个 常见 且 看 起 来 很 简单 的 问题 : 


1、 如 何 对 带 有 权重 的 样本 进行 加 权 随 机 抽取 ? 比如 给 你 一 个 数组 w， 每 个 元 素 w[i] 代表 权重 ， 请 你 写 一 个 
算法 ， 按 照 权 重 随 机 抽取 索引 。 比 如 w = [1,99]， 算 法 抽 到 索引 0 的 概率 是 1%， 抽 到 索引 1 的 概率 是 
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二 
Le 


料 


见 我 的 这 篇 文章 。 


2、 实 现 一 个 生成 器 类 ， 构 造 施 数 传 入 一 个 很 长 的 数组 ， 请 你 实现 randomGet 方法 ， 每 次 调用 随机 返回 数组 
中 的 一 个 元 素 ， 多 次 调用 不 能 重复 返回 相同 索引 的 元 素 。 要 求 不 能 对 该 数组 进行 任何 形式 的 修改 ， 且 操作 的 
时 间 复 杂 度 是 O(1)。 


答案 见 我 的 这 篇 文章 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车 ， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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哥 吃 葡萄 时 竟 吃 出 一 道 算法 
东 哥 吃 和 葡萄 时 葛 吃 道 算法 题 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 


今天 在 牛 客 网 上 做 了 一 道 叫 做 【 吃 葡 萄 」 的 题目 ， 非 常 有 意思 。 


有 三 种 葡萄 ， 每 种 分 别 有 a，b，' 颗 ， 现 在 有 三 个 人 ， 第 一 个 人 只 吃 第 一 种 和 第 二 种 葡萄 ， 第 二 个 人 只 吃 
第 二 种 和 第 三 种 葡萄 ， 第 三 个 人 只 吃 第 一 种 和 第 三 种 葡萄 。 


现在 给 你 输入 a，b，5c 三 个 值 ， 请 你 适当 安排 ， 让 三 个 人 吃 完 所 有 的 葡萄 ， 算 法 返回 吃 的 最 多 的 人 最 少 要 
吃 多 少 颗 葡萄 。 


题目 链接 : 

https://www.nowcoder.com/questionTerminal/14c0359fb77a48319f0122ec175c9ada 

牛 客 网 的 题目 形式 和 力 扣 不 一 样 ， 我 去 除 输入 和 输出 的 处 理 ， 题 目 核心 就 是 让 你 实现 这 样 一 个 图 数 : 
// 输入 为 三 种 葡萄 的 颗 数 ， 可 能 非常 大 ， 所 以 用 Long 型 


// 返回 吃 的 最 多 的 人 最 少 要 吃 多 少 颗 葡萄 
Long solution(long a, long b, long c); 


题目 解析 
首先 来 理解 一 下 题目 ， 你 怎么 做 到 使 得 「 吃 得 最 多 的 那个 人 吃 得 最 少 」? 
可 以 这 样 理解 ， 我 们 先 不 管 每 个 人 只 能 吃 两 种 特定 葡萄 的 约束 ， 你 怎么 让 「 吃 得 最 多 的 那个 人 吃 得 最 少 」? 


显然 ， 只 要 平均 分 就 行 了 ， 每 个 人 吃 (a+b+c)/3 颗 葡 萄 。 即 便 不 能 整除 ， 比 如 说 a+b+c=8， 那 也 要 尽 可 能 
平均 分 ， 就 是 说 一 个 人 吃 2 颗 ， 另 两 个 人 吃 3 颗 。 


综 上 ，『「 吃 得 最 多 的 那个 人 吃 得 最 少 」 就 是 让 我 们 尽 可 能 地 平均 分 配 ， 而 吃 的 最 多 的 那个 人 吃 掉 的 葡萄 颗 数 
就 是 (a+b+c)/3 向 上 取 整 的 结果 ， 也 就 是 (at+b+c+2)/3。 


PS: 向 上 取 整 是 一 个 常用 的 算法 技巧 。 大 部 分 编程 语言 中 ， 如 果 你 想 计算 M 除 以 N，M /NN 会 向 下 取 
整 ， 你 想 向 上 取 整 的 话 ， 可 以 改 成 (M+(N-1)) / N。 
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好 了 ， 刚 才 在 讨论 简单 情况 ， 现 在 考虑 一 下 如 果 加 上 每 个 人 只 能 吃 特 定 两 种 葡萄 」 的 限制 ， 怎 么 做 ? 
也 就 是 说 ， 每 个 人 只 能 吃 特 定 两 种 葡萄 ， 你 也 要 尽 可 能 给 三 个 人 平均 分 配 ， 这 样 才能 使 得 吃 得 最 多 的 那个 人 


这 可 复杂 了 ， 如 果 用 X，Y，7Z 表示 这 三 个 人 ， 就 会 发 现 他 们 组 成 一 个 三 角 关 系 : 


公众 号 : labuladong 


你 让 某 一 个 人 多 吃 某 一 种 葡萄 ， 就 会 产生 连带 效应 ， 想 着 就 头疼 ， 这 咋 整 ? 
思路 分 析 
反正 万 事 靠 穷 举 呐 ， 我 一 开始 想 了 下 回 济 算 法 暴力 穷 举 的 可 能 性 : 


对 于 每 一 颗 葡萄 ， 可 能 被 谁 吃 掉 ? 有 两 种 可 能 呐 ， 那 么 我 写 一 个 回溯 算法 ， 把 所 有 可 能 穷 举 出 来 ， 然 后 求 个 
最 值 行 不 行 ? 


[= 


理论 上 是 可 行 的 ， 但 是 暴力 算法 的 复杂 度 一 般 都 是 指数 级 ， 如 果 你 以 葡萄 为 「 主 角 」 进行 穷 举 ， 看 看 变量 a， 
D,，c 都 是 long 型 的 数据 ， 这 个 复杂 度 已 经 让 我 脊梁 沟 冒 冷汗 了 


那么 这 道 题 还 是 得 取 巧 ， 思 路 还 是 要 回 到 如 何 【 尽 可 能 地 平均 分 配 」 上 面 ， 那 么 事情 就 变 得 有 意思 起 来 。 


如 果 把 葡萄 的 颗 数 3，b， c 作为 三 条 线段 ， 它 们 的 大 小 作为 线段 的 长 度 ， 想 一 想 它 们 可 能 组 成 什么 几何 图 
形 ? 我 们 的 目的 是 否 可 以 转化 成 「 尽 可 能 平分 这 个 几何 图 形 的 周 长 ]? 


条 线段 组 成 的 图 形 ， 那 不 就 是 三 角形 嘛 ? 不 急 ， 我 们 小 学 就 学 过 ， 三 角形 是 要 满足 两 边 之 和 大 于 第 三 边 
的 ， 假 设 a < b < 5c， 那么 有 下 面 两 种 情况 : 


如 果 a + b > c， 那 么 可 以 构成 一 个 三 角形 ， 只 要 把 边 a，b，c 的 中 点 画 出 来 ， 这 三 点 就 一 定 可 以 把 这 
三 角形 的 周 长 平 分 成 三 份 ， 且 每 一 份 都 包含 两 条 边 
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X 


和 


公众 号 : labuladong 


也 就 是 说 ， 这 种 情况 下 ， 三 个 人 依然 是 可 以 平均 分 配 所 有 葡萄 的 ， 吃 的 最 多 的 人 最 少 可 以 吃 到 的 葡萄 颗 数 依 
然 是 (a+b+c+2)/3。 


如 果 a + b <= 5c， 这 三 条 边 就 不 能 组 成 一 个 封闭 的 图 形 了 ， 那 么 我 们 可 以 将 最 长 边 c [折断 ， 也 就 是 形 
成 一 个 四 边 形 。 
这 里 面 有 两 种 情况 : 

小 在 X 

傅 ; 


AN 
> 


X 
2 
2 
2 b y z 
. 公众 号 : labuladong 


对 于 情况 一 ，a + b 和 Cc 的 差距 还 不 大 的 时 候 ， 可 以 看 到 依然 能 够 让 三 个 人 平分 这 个 四 边 形 ， 那 么 吃 的 最 多 
的 人 最 少 可 以 吃 到 的 葡萄 颗 数 依然 是 (a+b+c+2)/3。 
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随 着 c 的 不 断 增 大 ， 就 会 出 现 情况 二 ， 此 时 Cc > 2*(a+b)， 由 于 每 个 人 口味 的 限制 ， 为 了 尽 可 能 平分 ，X 


A 
最 多 吃 完 a 和 pb， 而 Cc 边 需要 被 Y 或 Z 平 分 ， 也 就 是 说 此 时 吃 的 最 多 的 人 最 少 可 以 吃 到 的 葡萄 颗 数 就 是 
(c+1)/2， 即 平分 c 边 向 上 取 整 。 


以 上 就 是 全 部 情况 ， 翻 译 成 代码 如 下 : 


long solution(long a, long b, long c) { 
long[] nums = new long[]{a, b, c}; 
Arrays.sort(nums); 
long sum =a+b+iac; 


// 能 够 构成 三 角形 ， 可 完全 平分 

if (nums[0] + nums[1] > nums[2]) { 
return (sum + 2) / 3; 

} 

// 不 能 构成 三 角形 ， 平 分 最 长 边 的 情况 

if (2 * (nums[0] + nums[1]) < nums[2]) { 
return (nums[2] + 1) / 2; 

} 

// 不 能 构成 三 角形 ， 但 依然 可 以 完全 平分 的 情况 

return (sum + 2) / 3; 


至 此 ， 这 道 题 就 被 巧妙 地 解决 了 ， 时 间 复 杂 度 仅 需 0(1)， 关 键 思路 在 于 如 何 尽 可 能 平分 。 
上 ， 吃 个 葡萄 得 借助 几何 图 形 ? 也 许 这 就 算法 的 魅力 吧 .… 


谁 又 能 想 至 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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如 何 同 时 寻找 缺失 和 重复 的 元 素 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
645. 错误 的 集合 (简单 ) 


今天 就 聊 一 道 很 看 起 来 简单 却 十 分 巧妙 的 问题 ， 寻 找 缺 失 和 重复 的 元 素 。 之 前 的 一 篇 文章 寻找 缺失 元 素 也 写 
过 类 似 的 问题 ， 不 过 这 次 的 和 上 次 的 问题 使 用 的 技巧 不 同 。 


这 是 力 扣 第 645 题 【错误 的 集合 ， 我 来 描述 一 下 这 个 题目 : 


给 一 个 长 度 为 N 的 数组 nums， 其 中 本 来 装着 [1. .N] 这 人 N 个 元 素 ， 无 序 。 但 是 现在 出 现 了 一 些 错 误 ，nums 
中 的 一 个 元 素 出 现 了 重复 ， 也 就 同时 导致 了 另 一 个 元 素 的 缺失 。 请 你 写 一 个 算法 ， 找 到 nums 中 的 重复 元 素 
和 缺失 元 素 的 值 。 


// 返回 两 个 数字 ， 分 别 是 {dup，missing} 
int[] findErrorNums(int[] nums); 
比如 说 输入 : nums = [1,2,2,4]， 算 法 返回 [2,3] 。 


其 实 很 容易 解决 这 个 问题 ， 先 遍历 一 次 数组 ， 用 一 个 哈 希 表 记 录 每 个 数字 出 现 的 次 数 ， 然 后 遍历 一 次 
[1. .N]， 看 看 那个 元 素 重 复出 现 ， 那 个 元 素 没有 出 现 ， 就 OK 了 。 


但 问题 是 ， 这 个 常规 解法 需要 一 个 哈 希 表 ， 也 就 是 O(N) 的 空间 复杂 度 。 你 看 题目 给 的 条 件 那么 巧 ， 在 
[1..N] 的 几 个 数字 中 恰好 有 一 个 重复 ， 一 个 缺失 ， 事 出 反常 必 有 妖 ， 对 吧 。 


O(N) 的 时 间 复 杂 度 遍历 数组 是 无 法 避免 的 ， 所 以 我 们 可 以 想 想 办 法 如 何 降低 空间 复杂 度 ， 是 否 可 以 在 O(1) 
的 空间 复杂 度 之 下 找到 重复 和 缺失 的 元 素 呢 ? 


思路 分 析 
这 个 问题 的 特点 是 ， 每 个 元 素 和 数组 索引 有 一 定 的 对 应 关系 。 


我 们 现在 自己 改造 下 问题 ， 暂 且 将 nums 中 的 元 素 变 为 [0 . .N-1] ， 这 样 每 个 元 素 就 和 一 个 数组 索引 完全 对 
应 了 ， 这 样 方便 理解 一 些 。 


如 果 说 nums 中 不 存在 重复 元 素 和 缺失 元 素 ， 那 么 每 个 元 素 就 和 唯一 一 个 索引 值 对 应 ， 对 吧 ? 
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在 线 网 站 
现在 的 问题 是 ， 有 一 个 元 素 重 复 了 ， 同 时 导致 一 个 元 素 缺 失 了 ， 这 会 产生 什么 现象 呢 ? 会 导致 有 两 个 元 素 对 
应 到 了 同一 个 索引 ， 而 且 会 有 一 个 索引 没有 元 素 对 应 过 去 。 


那么 ， 如 果 我 能 够 通过 某 些 方法 ， 找 到 这 个 重复 对 应 的 索引 ， 不 就 是 找到 了 那个 重复 元 素 么 ? 找到 那个 没有 
元 素 对 应 的 索引 ， 不 就 是 找到 了 那个 缺失 的 元 素 了 么 ? 


那么 ， 如 何不 使 用 额外 空间 判断 某 个 索引 有 多 少 个 元 素 对 应 呢 ? 这 就 是 这 个 问题 的 精妙 之 处 了 : 


通过 将 每 个 索引 对 应 的 元 素 变 成 负数 ， 以 表示 这 个 索引 被 对 应 过 一 次 了 : 


a 


nums 0 4 1 4 2 


公众 号 : labuladong 


如 果 出 现 重 复元 素 4， 直 观 结果 就 是 ， 索 引 4 所 对 应 的 元 素 已 经 是 负数 了 : 


et 2 
nums -0 -4 1 4 -- 


dup 


公众 号 : labuladong 
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对 于 缺失 元 素 3， 直 观 结果 就 是 ， 索 引 3 所 对 应 的 元 素 是 正 数 : 


missing 


index @ | 9 各 人 


mms -0 -4 -1 +4 -2 


公众 号 : labuladong 


对 于 这 个 现象 ， 我 们 就 可 以 翻译 成 代码 了 : 


int[] findErrorNums(int[] nums) { 
Tn = numse Lengthys 
Tnt du = 
for (int i = 0; i < ni i++) { 
int index = Math.abs(nums [i]):; 
// nums [index] 小 于 0 则 说 明 重 复 访 问 
if (nums[index] < 0) 
dup = Math.abs(nums [i]); 
else 
nums [index] *= -1; 


1nt missing = 1; 
for (int i = 0; i < n; i++) 
// nums [i] 大 于 6 则 说 明 没有 访问 
if (nums[i] > 0) 
massng 中 三 量 1 


return new int[]{dup, missing}; 


这 个 问题 就 基本 解决 了 ， 别 所 了 我 们 刚才 为 了 方便 分 析 ， 假 设 元 素 是 [0. .N-1] ， 但 题目 要 求 是 [1. .N) ， 
所 以 只 要 简单 修改 两 处 地 方 即 可 得 到 原 题 的 答案 : 
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int[] findErrorNums(int[] nums) { 
int n = nums. length; 
eol 证 三 放风 
for (im om Ten Ter) 


// 现在 的 元 素 是 从 1 开始 的 
int index = Math.abs(nums[i]) - 1; 
if (nums[index] < 0) 

dup = Math.abs(nums [i]); 
else 


nums [index] +*= -1; 


nianmiissaing 且 三 二 二 二， 
form(antE 0 1 < ne rr) 
if (nums[i] > 0) 
// 将 索引 转换 成 元 素 


MTSISIMOR = 


return new int[]{dup, missing}; 


其 实 ， 元 素 从 1 开始 是 有 道理 的 ， 也 必须 从 一 个 非 零 数 开始 。 因 为 如 果 元 素 从 0 开始 ， 那 么 0 的 相反 数 还 是 
自己 ， 所 以 如 果 数 字 0 出 现 了 重复 或 者 缺失 ， 算 法 就 无 法 判断 0 是 否 被 访问 过 。 我 们 之 前 的 假设 只 是 为 了 简 
化 题目 ， 更 通俗 易 懂 。 


最 后 总 结 
对 于 这 种 数组 问题 ， 关 键 点 在 于 元 素 和 索引 是 成 对 儿 出 现 的 ， 常 用 的 方法 是 排序 、 异 或 、 映 射 。 
映射 的 思路 就 是 我 们 刚才 的 分 析 ， 将 每 个 索引 和 元 素 映射 起 来 ， 通 过 正 负 号 记录 某 个 元 素 是 否 被 映射 。 


排序 的 方法 也 很 好 理解 ， 对 于 这 个 问题 ， 可 以 想象 如 果 元 素 都 被 从 小 到 大 排序 ， 如 果 发 现 索 引 对 应 的 元 素 如 
果 不 相符 ， 就 可 以 找到 重复 和 缺失 的 元 素 。 


异 或 运算 也 是 常用 的 ， 因 为 异 或 性 质 a ^ a = 0，a ^ 0 = a， 如 果 将 索引 和 元 素 同 时 异 或 ， 就 可 以 消除 
成 对 儿 的 索引 和 元 素 ， 留 下 的 就 是 重复 或 者 缺失 的 元 素 。 可 以 看 看 前 文 寻找 缺失 元 素 ， 介 绍 过 这 种 方法 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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5.3 面试 必 知 必 会 


Vid 


除了 像 动 态 规划 、 回 溯 算 法 这 种 容易 归 类 的 算法 类 型 ， 还 有 很 多 其 他 算法 题 并 没有 特别 明显 的 特征 ， 或 者 很 
难 将 一 系列 题目 抽象 汇总 到 一 个 算法 技巧 之 下 。 


对 于 这 类 问题 ， 只 能 说 多 做 多 总 结 ， 增 加 对 这 些 算法 问题 的 积累 。 
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__ 八 从 人 人 日 
六 方法 团 炎 nSum 问题 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
15. 三 数 之 和 (中 等 ) 

18. 四 数 之 和 (中 等 ) 


经 常 刷 LeetCode 的 读者 肯定 知道 昂昂 有 名 的 twoSunm 问题 ， 我 们 旧 文 twoSum 问题 的 核心 思想 就 对 
twoSunm 的 几 个 变种 做 了 解析 。 


但 是 除了 two5um 问题 ，LeetCode 上 面 还 有 35um，45um 问题 ， 我 估计 以 后 出 个 5Sum，65Sum 也 不 是 不 可 


能 。 

那么 ， 对 于 这 种 问题 有 没有 什么 好 办 法 用 套路 解决 呢 ? 

今天 labuladong 就 由 浅 入 深 ， 层 层 推进 ， 用 一 个 函数 来 解决 所 有 n5unm 类 型 的 问题 。 
一 、twoSum 问题 


上 篇 文章 twoSum 问题 的 核心 思想 写 了 力 扣 上 的 2Sum 问题 ， 题 目 要 求 返回 的 是 索引 ， 这 里 我 来 编 一 道 
2Sum 题目 : 


如 果 假 设 输入 一 个 数组 nums 和 一 个 目标 和 target， 请 你 返回 nums 中 能 够 凑 出 target 的 两 个 元 素 的 值 ， 
比如 输入 nums = [1,3,5,6]，target = 9， 那 么 算法 返回 两 个 元 素 [3, 6] 。 可 以 假设 只 有 且 仅 有 一 对 
儿 元 素 可 以 凑 出 target。 


我 们 可 以 先 对 nums 排序 ， 然 后 利用 前 文 双 指 针 技 巧 写 过 的 左右 双 指 针 技巧 ， 从 两 端 相 向 而 行 就 行 了 : 


vector<int> twoSum(vector<int>& nums, int target) { 

// 先 对 数组 排序 
sort(nums.begin(), nums.end()); 
// 左右 指针 
int lo = 0, hi = nums.size() - 1; 
while (lo < hi) { 

int sum = nums[lo] + nums [hi]; 

// 根据 sum 和 target 的 比较 ， 移 动 左右 指针 

Tf (um < tarnget) nd 

lo++; 
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} else if (sum > target) { 
hi——; 
} else if (sum == target) { 
return ohnay ， 
j 
J 


return {}; 


这 样 就 可 以 解决 这 个 问题 ， 不 过 labuladong 要 魔 改 一 下 题目 ， 把 这 个 题目 变 得 更 泛 华 ， 更 困难 一 点 。 


题目 告诉 我 们 可 以 假设 nums 中 有 且 只 有 一 个 答案 ， 且 需要 我 们 返回 对 应 元 素 的 索引 ， 现 在 修改 这 些 条 件 : 
nums 中 可 能 有 多 对 儿 元 素 之 和 都 等 于 target， 请 你 的 算法 返回 所 有 和 为 target 的 元 素 对 儿 ， 其 中 不 能 出 
现 重 复 。 


图 数 签名 如 下 : 


vector<vector<int>> twoSumTarget(vector<int>& nums, int target); 


比如 说 输入 为 nums = [1,3,1,2,2,3]，target = 4， 那 么 算法 返回 的 结果 就 是 : [11,3],12,2]]。 


对 于 修改 后 的 问题 ， 返 回 元 素 的 值 而 不 是 对 应 索引 并 没什么 难度 ， 关 键 难点 是 现在 可 能 有 多 个 和 为 target 
的 数 对 儿 ， 还 不 能 重复 ， 比 如 上 述 例子 中 [1,3] 和 [3,1] 就 算 重 复 ， 只 能 算 一 次 。 


首先 ， 基 本 思路 肯定 还 是 排序 加 双 指 针 : 


vector<vector<int>> twoSumTarget(vector<int>& nums, int target { 
// 先 对 数组 排序 
sort(nums.begin(), nums.end()); 
vector<vector<int>> res; 
imtoo = 0 hn = numse sze() 
whpie (to < na) 
int sum = nums[lo] + nums [hi]; 
// 根据 sum 和 target 的 比较 ， 移 动 左 右 指针 


if (Sum < target) lo++; 
else if (sum > target) hi-—-; 
else { 


res.push_back({1lo, hi}); 
lot++; hi——; 
} 
上 


return res; 


但 是 ， 这 样 实现 会 造成 重复 的 结果 ， 比 如 说 nums = [1,1,1,2,2,3,3]，target = 4， 得 到 的 结果 中 
[1,3] 肯定 会 重复 。 
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出 问题 的 地 方 在 于 sum == target 条 件 的 并 分支 ， 当 给 res 加 入 一 次 结果 后 ，10 和 hi 不 应 该 只 改变 1， 
而 应 该 跳 过 所 有 重复 的 元 素 : 


公众 号 : labuladong 


所 以 ， 可 以 对 双 指 针 的 while 循环 做 出 如 下 修改 : 


while (lo < hi) 1{ 
int sum = nums[lo] + nums [hi]; 
// 记录 索引 Lo 和 hi 最 初 对 应 的 值 
int Left = nums[lo], right = nums [hi]; 


if (sum < target) lo+t+; 
else if (sum > target) hi-—-; 
else { 


res.push_back({left, right}); 

// 跳 过 所 有 重复 的 元 素 

while (lo < hi && nums[lo] == left) lo+t+; 
while (lo < hi && nums [hi] == right) hi-——; 


这 样 就 可 以 保证 一 个 答案 只 被 添加 一 次 ， 重 复 的 结果 都 会 被 跳 过 ， 可 以 得 到 正确 的 答案 。 不 过 ， 受 这 个 思路 
的 启发， 其实 前 两 个 半分 支 也 是 可 以 做 一 点 效率 优化 ， 跳 过 相同 的 元 素 : 


vector<vector<int>> twoSumTarget(vector<int>& nums, int target) { 
// nums 数组 必须 有 序 
sort(nums.begin(), nums.end()); 
int lo = 0, hi = nums.size() - 1; 
vector<vector<int>> res; 
while (lo < hi) { 
int sum = nums[lo] + nums [hi]; 


629 / 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


int left = nums[lo]l, right = nums [hi]; 
if (sum < target) { 
while (lo < hi && nums[lo] == left) lo++; 
} else if (sum > target) { 
while (lo < hi SS nums[hil] == right) hi-—-; 
} else 1{ 
res.push_back({left, right}); 
while (lo < hi && nums[lo] == left) lo+t+; 
while (lo < hi SS nums[hil] == right) hi-—-; 
} 
J 


netkurm nese 


这 样 ， 一 个 通用 化 的 twoSum 函数 就 写 出 来 了 ， 请 确保 你 理解 了 该 算法 的 逻辑 ， 我 们 后 面 解决 35um 和 4Sum 
的 时 候 会 复 用 这 个 函数 。 


个 图 数 的 时 间 复 杂 度 非常 容易 看 出 来 ， 双 指针 操作 的 部 分 虽然 有 那么 多 while 循环 ， 但 是 时 间 复 杂 度 还 是 
N) ， 而 排序 的 时 间 复 杂 度 是 0/NLogN)， 所 以 这 个 函数 的 时 间 复 杂 度 是 0\NLoogN ) 。 


3Sum 问题 
这 是 LeetCode 第 15 题 : 


15. 三 数 之 和 labuladong 题解 ， 思 路 
难度 中 等 吃 2295 S 收藏 [上 分 享 A 切换 为 英文 所 关注 四 反馈 


给 你 一 个 包含 n 个 整数 的 数组 nums ， 判 断 nums 中 是 否 存在 三 个 元 素 a，b，c ， 使 得 a + b + c = 0? 请 你 找 出 所 
有 满足 条 件 且 不 重复 的 三 元 组 。 
注意 : 答案 中 不 可 以 包含 重复 的 三 元 组 。 
示例 : 
给 定数 组 nums = [-1, 0, 1, 2, -1, -4], 


满足 要 求 的 三 元 组 集合 为 : 
[ 

[-15 0 并 

[-1, -1, 2] 


题目 就 是 让 我 们 找 nums 中 和 为 0 的 三 个 元 素 ， 返 回 所 有 可 能 的 三 元 组 (triple) ， 消 数 签名 如 下 : 


vector<vector<int>> threeSum(vector<int>& nums); 
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这 样 ， 我 们 再 泛 化 一 下 题目 ， 不 要 光 和 为 0 的 三 元 组 了 ， 计 算 和 为 target 的 三 元 组 吧 ， 同 上 面 的 twoSum 
一 样 ， 也 不 允许 重复 的 结果 : 
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一 个 方法 解决 三 道 区 间 | 问 是 
法 解决 三 道 区 间 问 题 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

1288. 删除 被 覆盖 区 间 (中 等 ) 

56. 区 间 合 并 (中 等 ) 

986. 区 间 列 表 的 交集 (中 等 ) 

经 常 有 读者 问 区 间 相 关 的 问题 ， 今 天 写 一 篇 文章 ， 秒 杀 三 道 区 间 相 关 的 问题 。 

所 谓 区 间 问 题 ， 就 是 线段 问题 ， 让 你 合并 所 有 线段 、 找 出 线段 的 交集 等 等 。 主 要 有 两 个 技巧 : 


1、 排 序 。 常 见 的 排序 方法 就 是 按照 区 间 起 点 排序 ， 或 者 先 按照 起 点 升序 排序 ， 若 起 点 相同 ， 则 按照 终点 降序 
排序 。 当 然 ， 如 果 你 非 要 按照 终点 排序 ， 无 非 对 称 操作 ， 本 质 都 是 一 样 的 。 


2、 画 图 。 就 是 说 不 要 偷懒 ， 勤 动手 ， 两 个 区 间 的 相对 位 置 到 底 有 几 种 可 能 ， 不 同 的 相对 位 置 我 们 的 代码 应 该 
怎么 去 处 理 。 


废话 不 多 说 ， 下 面 我 们 来 做 题 。 


区 间 履 兰 问 题 


这 是 力 扣 第 1288 题 【删除 被 覆盖 区 间 」 ， 看 下 题目 : 
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1288. 删除 被 覆盖 区 间 labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 14 六 上 XA 位 四 | 


给 你 一 个 区 间 列 表 ， 请 你 删除 列表 中 被 其 他 区 间 所 覆盖 的 区 间 。 


只 有 当 c <= a 且 b <= qd 时， 我 们 才 认 为 区 间 [a,b) 被 左 闭 右 开 区 
间 [c,d) 覆盖 。 


在 完成 所 有 删除 操作 后 ， 请 你 返回 列表 中 剩余 区 间 的 数目 。 


示例 : 


输入 : intervals = [[1,4], [3,6], [2,8]) 
输出 : 2 
解释 : 区 间 [3,6] 被 区 间 [2,8] 覆盖 ， 所 以 它 被 删除 了 。 


题目 问 我 们 ， 去 除 被 覆盖 区 间 之 后 ， 还 剩 下 多 少 区 间 ， 那 么 我 们 可 以 先 算 一 算 ， 被 覆盖 区 间 有 多 少 个 ， 然 后 
和 总 数 相 减 就 是 剩余 区 间 数 。 


对 于 这 种 区 间 问 题 ， 如 果 没 喻 头绪 ， 首 先 排 个 序 看 看 ， 比 如 我 们 按照 区 间 的 起 点 进行 升序 排序 : 


按 start 排序 


人 


乏 5| 
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排序 之 后 ， 两 个 相 邻 区 间 可 能 有 如 下 三 种 相对 位 置 : 


一 二 
长 
ed 人 RT 
[一 一 
5. 
Ld) 
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对 于 这 三 种 情况 ， 我 们 应 该 这 样 处 理 : 

对 于 情况 一 ， 找 到 了 覆盖 区 间 。 

对 于 情况 二 ， 两 个 区 间 可 以 合并 ， 成 一 个 大 区 间 。 

对 于 情况 三 ， 两 个 区 间 完 全 不 相交 。 

依据 几 种 情况 ， 我 们 可 以 写 出 如 下 代码 : 

int removeCoveredIntervals(int[][] intvs) { 

// 按照 起 点 升序 排列 ， 起 点 相同 时 降序 排列 
Arrays.sort(intvs, (a, b) -> { 


if (al0] == b[0]) { 
return b[1] -~ a[1]， 


} 

return a[0] - bl[0]; 
je) 
// 记录 合并 区 间 的 起 点 和 终点 


int Left = intvs[0] [0]; 
mer ht nts ol ole 


nt nes =>0; 
for (unt 10 < ntves (tength oie) 
Lnt nt = ntvs Lil: 
// 情况 一 ， 找 到 覆盖 区 间 
Tf (Left <= iNntv /ION eS right >= intv iL) 
res++; 


} 
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// 情况 二 ， 找 到 相交 区 间 ， 合 3} 
f(ght >= oS rr ioe =i IIN 
pio te = mE Ll; 


// 情况 三 ， 完 全 不 相交 ， 更 新 起 点 和 终点 
Tf (rght < ON 
left = intv[0]; 
Piotrmtev Dl; 
} 


returmantve Length "res; 


以 上 就 是 本 题 的 解法 代码 ， 起 点 升序 排列 ， 终 点 降序 排列 的 目的 是 防止 如 下 情况 : 


六 


We 
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对 于 这 两 个 起 点 相同 的 区 间 ， 我 们 需要 保证 长 的 那个 区 间 在 上 面 (按照 终点 降序 ) ， 这 样 才 会 被 判定 为 覆 
盖 ， 否 则 会 被 错误 地 判定 为 相交 ， 人 少 算 一 个 覆盖 区 间 。 


区 间 合 并 问题 


应 合作 方 要 求 ， 本 文 不 便 在 此 发 布 ， 请 扫 码 关注 回复 关键 词 【区 间 」 查看 : 
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快速 排序 杀 兄 男 : 快速 选择 算法 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

215. 数组 中 的 第 K 个 最 大 元 素 (中 等 ) 

快速 选择 算法 是 一 个 非常 经 典 的 算法 ， 和 快速 排序 算法 是 杀 兄 弟 。 

原始 题目 很 简单 ， 给 你 输入 一 个 无 序 的 数组 nums 和 一 个 正 整数 k， 让 你 计算 nums 中 第 k 大 的 元 素 。 
那 你 肯定 说 ， 给 nums 数组 排 个 序 ， 然 后 取 第 k 个 元 素 ， 也 就 是 nums [Kk-11]， 不 就 行 了 吗 ? 

当然 可 以 ， 但 是 排序 时 间 复杂 度 是 0 (N10gN)， 其 中 N 表示 数组 nums 的 长 度 。 


我 们 就 想 要 第 k 大 的 元 素 ， 却 给 整个 数组 排序 ， 有 点 杀 鸡 用 牛刀 的 感觉 ， 所 以 这 里 就 有 一 些小 技巧 了 ， 可 以 
把 时 间 复 杂 度 降低 到 0(N LogK) 甚至 是 0(N)， 下 面 我 们 就 来 具体 讲 讲 。 


力 扣 第 215 题 【数组 中 的 第 K 个 最 大 元 素 」 就 是 一 道 类 似 的 题目 ， 阔 数 签 名 如 下 : 
int findKthLargest(int[] nums, int k); 


只 不 过 题目 要 求 找 第 k 个 最 大 的 元 素 ， 和 我 们 刚才 说 的 第 k 大 的 元 素 在 语义 上 不 太一 样 ， 题 目的 意思 相当 于 
是 把 nums 数组 降序 排列 ， 然 后 返回 第 个 元 素 。 


比如 输入 nums = [2,1,5,4]，k = 2， 算 法 应 该 返回 4， 因 为 4 是 nums 中 第 2 个 最 大 的 元 素 。 


这 种 问题 有 两 种 解法 ， 一 种 是 二 义 堆 (优先 队列 ) 的 解法 ， 另 一 种 就 是 标题 说 到 的 快速 选择 算法 (Quick 
Select) ， 我 们 分 别 来 看 。 


解法 一 
二 叉 堆 的 解法 比较 简单 ， 实 际 写 算 法 题 的 时 候 ， 推 荐 大 家 写 这 种 解法 ， 先 直接 看 代码 吧 : 
int findKthLargest(int[] nums, int k) { 
// 小 顶 堆 ， 堆 顶 是 最 小 元 素 


PriorityQueue<Integer> 
pq = new PriorityQueue<>(); 
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for (int e : nums) { 
// 每 个 元 素 都 要 过 一 遍 二 叉 堆 
pq.offer(e); 
// 堆 中 元 素 多 于 k 个 时 ， 删 除 堆 顶 元 素 
Tipslze() kd 
pq.poll(); 


J] 
jf 
// pq 中 剩 下 的 是 nums 中 k 个 最 大 元 素 ， 
// 堆 顶 是 最 小 的 那个 ， 即 第 k 个 最 大 元 素 
return pq.peek(); 


二 叉 堆 (优先 队列 ) 是 比较 常见 的 数据 结构 ， 可 以 认为 它 会 自动 排序 ， 我 们 前 文 手把手 实现 二 叉 堆 数据 结构 
实现 过 这 种 结构 ， 我 就 默认 大 家 熟悉 它 的 特性 了 。 


看 代码 应 该 不 难 理解 ， 可 以 把 小 顶 堆 po 理解 成 一 个 筛子 ， 较 大 的 元 素 会 沉淀 下 去 ， 较 小 的 元 素 会 浮上 来 ; 
当 扒 大 小 超过 k 的 时 候 ， 我 们 就 删 掉 扒 项 的 元 素 ， 因 为 这 些 元 素 比较 小 ， 而 我 们 想 要 的 是 前 k 个 最 大 元 素 
嘛 。 


当 nums 中 的 所 有 元 素 都 过 了 一 遍 之 后 ， 筛 子 里 面 留 下 的 就 是 最 大 的 个 元 素 ， 而 堆 顶 元 素 是 堆 中 最 小 的 元 
素 ， 也 就 是 【第 k 个 最 大 的 元 素 」 。 


二 叉 堆 插入 和 删除 的 时 间 复 杂 度 和 扒 中 的 元 素 个 数 有 关 ， 在 这 里 我 们 堆 的 大 小 不 会 超过 k， 所 以 插入 和 删除 
元 素 的 复杂 度 是 0( L0gK) ， 再 套 一 层 for 循环 ， 总 的 时 间 复 杂 度 就 是 0(NLogK) 。 空 间 复杂 度 很 显然 就 是 二 
叉 堆 的 大 小 ,为 0(K)。 


这 个 解法 算是 比较 简单 的 吧 ， 代 码 少 也 不 容易 出 错 ， 所 以 说 如 果 笔 试 面试 中 出 现 类 似 的 问题 ， 建 议 用 这 种 解 
法 。 唯 一 注意 的 是 ，Java 的 Priority0ueue 默认 实现 是 小 顶 堆 ， 有 的 语言 的 优先 队列 可 能 默认 是 大 项 堆 ， 
可 能 需要 做 一 些 调整 。 


解法 二 
快速 选择 算法 比较 巧妙 ， 时 间 复 杂 度 更 低 ， 是 快速 排序 的 简化 版 ， 一 定 要 熟悉 思路 。 
我 们 先 从 快速 排序 讲 起 。 


快速 排序 的 逻辑 是 ， 若 要 对 nums [10. .hil 进行 排序 ， 我 们 先 找 一 个 分 界 点 D， 通 过 交换 元 素 使 得 
nums [Lo. .p-1] 都 小 于 等 于 nums [p]， 且 nums [p+1. .hi] 都 大 于 nums [p] ， 然 后 递归 地 去 
nums[Lo..p-1] 和 nums [p+1. .hil 中 寻找 新 的 分 界 点 ， 最 后 整个 数组 就 被 排序 了 。 


快速 排序 的 代码 如 下 : 


/ 米 快速 排序 主 函 数 */ 

void sort(int[] nums) { 
// 一 般 要 在 这 用 洗 牌 算法 将 nums 数组 打 乱 ， 
// 以 保证 较 高 的 效率 ， 我 们 暂时 省 略 这 个 细节 
sort(nums, 0, nums.length - 1); 


} 


/# 快速 排序 核心 远 辑 */ 
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voidsort(intllinums nt tom nmtnha) 
ra (lo Se [nt ee 
// 通过 交换 元 素 构建 分 界 点 索引 pp 
int p = partition(nums, lo, hi); 
// 现在 nums[lo..p-1] 都 小 于 nums [p]， 
// 且 nums[p+1..hi] 都 大 于 nums [p] 
sort(nums, lo, p - 1); 
sort(nums, p + 1, hi); 
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关键 就 在 于 这 个 分 界 点 索引 p 的 确定 ， 我 们 画 个 图 看 下 partition 水 数 有 什么 功效 : 


|o 


hi 


partition 
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索引 p 左 侧 的 元 素 都 比 nums [p] 小 ， 右 侧 的 元 素 都 比 nums [p] 大 ， 意 味 着 这 个 元 素 已 经 放 到 了 正确 的 位 置 
上 ， 回 顾 快速 排序 的 逻辑 ， 递 归 调 用 会 把 nums [p] 之 外 的 元 素 也 都 放 到 正确 的 位 置 上 ， 从 而 实现 整个 数组 


排序 ， 这 就 是 快速 排序 的 核心 逻辑 。 


那么 这 个 partition 函数 如 何 实现 的 呢 ? 看 下 代码 : 


int partition(int[] nums, int lo, int hi) { 
Who had nreturn os 
// 将 nums[Lo] 作为 默认 分 界 点 pivot 
int pivot = nums[lo]; 
// j= hi + 1 因为 while 中 会 先 执行 一 - 
int i = to j] = hi + 1; 
while (true) { 

// 保证 nums [to..i] 都 小 于 pivot 
while (nums[++i] < pivot) { 
Tf hn) breake 

} 
// 保证 nums [j..hi] 都 大 于 pivot 
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while (nums[--j] > pivot) { 
if (j == Lo) break; 
} 
if (i >= j) break; 
// 如 果 走 到 这 里 ， 一 定 有 : 
// nums[i] > pivot && nums[j] < pivot 
// 所 以 需要 交换 nums [i] 和 nums[j]， 
// 保证 nums[Lo..il < pivot < nums[j..hil] 
swap(nums, i, j); 


jf 

// 将 pivot 值 交 换 到 正确 的 位 置 
swap(nums, j, 1o); 

// 现在 nums[1o..j-1] < nums[j] < nums[j+1..hil] 
mae ni 


} 


// 交换 数组 中 的 两 个 元 素 
void swap(int[] nums, int i, int j) { 
int temp = nums[il]; 


nums [i] = nums{[j]; 
nums[j] = temp; 
熟悉 快速 排序 逻辑 的 读者 应 该 可 以 理解 这 段 代 码 的 含义 了 ， 这 个 partition 函数 细节 较 多 ， 上 述 代码 参考 


《算法 4》， 是 众多 写法 中 最 漂亮 简洁 的 一 种 ， 所 以 建议 背 住 ， 这 里 就 不 展开 解释 了 。 


好 了 ， 对 于 快速 排序 的 探讨 到 此 结束 ， 我 们 回 到 一 开始 的 问题 ， 寻 找 第 k 大 的 元 素 ， 和 快速 排序 有 什么 关 
系 ? 


注意 这 段 代 码 : 


int p = partition(nums, lo, hi); 


我 们 刚 说 了 ，partition 函数 会 将 nums [p] 排 到 正确 的 位 置 ， 使 得 nums[Lo..p-1] < nums[p] < 
nums [p+1. .hil]。 


那么 我 们 可 以 把 p 和 k 进行 比较 ， 如 果 p < k 说 明 第 k 大 的 元 素 在 nums [p+1. .hi] 中 ， 如果 Pp > k 说 明 
第 k 大 的 元 素 在 nums[1lo..p-1] 中 。 


所 以 我 们 可 以 复 用 partition 函数 来 实现 这 道 题目 ， 不 过 在 这 之 前 还 是 要 做 一 下 索引 转化 : 


题目 要 求 的 是 【第 k 个 最 大 元 素 」 ， 这 个 元 素 其 实 就 是 nums 升序 排序 后 【索引 J 为 Len(nums) - kK 的 这 
个 元 素 。 


这 样 就 可 以 写 出 解法 代码 : 
int findKthLargest(int[] nums, int k) { 


unktWto = 0 hnumsetength 1; 
// 索引 转化 
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k = nums. length — k; 
while (lo <= hi) { 
// 在 nums [lo..hi] 中 选 一 个 分 界 点 
lint = artitiomn(nums Uo ni 
uf (< ot 
// 第 k 大 的 元 素 在 nums [p+1. .hi] 中 
ey = To es bp 
} else if (p > k) 1 
// 第 k 大 的 元 素 在 nums [1lo..p-1] 中 
hae=p 1 
} else { 
// 找到 第 k 大 元 素 
return nums [p] ; 
} 
} 


return -1; 


个 代码 框架 其 实 非常 像 我 们 前 文 二 分 搜索 框架 的 代码 ， 这 也 是 这 个 算法 高 效 的 原因 ， 但 是 时 间 复 杂 度 为 什 
0 ) 呢 ? 按理 说 类 似 二 分 搜索 的 逻辑 ， 时 间 复 杂 度 应 该 一 定 会 出 现 对 数 才 对 呀 ? 


其 实 这 个 0(N) 的 时 间 复 杂 度 是 个 均 摊 复杂 度 ， 因 为 我 们 的 partition 水 数 中 需要 利用 双 指 针 技巧 遍历 
nums[Lo..hil， 那 么 总 共 遍 历 了 多 少 元 素 呢 ? 


最 好 情况 下 ， 每 次 p 都 恰好 是 正中 间 ( Lo + hi) / 2， 那 么 遍历 的 元 素 总 数 就 是 : 
N+N/2+N/4+N/8+...+1 
这 就 是 等 比 数列 求 和 公式 嘛 ， 求 个 极限 就 等 于 2N， 所 以 遍历 元 素 个 数 为 2N， 时 间 复 杂 度 为 0(N)。 


但 我 们 其 实 不 能 保证 每 次 p 都 是 正中 间 的 索引 的 ， 最 坏 情况 下 p 一 直 都 是 LO + 1 或 者 一 直 都 是 hi - 1， 
遍历 的 元 素 总 数 就 是 : 


N+(N-1)+(N-2)+...+1 


这 就 是 个 等 差 数列 求 和 ， 时 间 复 杂 度 会 退化 到 0(N^2)， 为 了 尽 可 能 防止 极端 情况 发 生 ， 我 们 需要 在 算法 开 
台 的 时 候 对 nums 数组 来 一 次 随机 打 乱 : 


int findKthLargest(int[] nums, int k) { 
// 首先 随机 打 乱 数组 
shuffle(nums); 
// 其 他 都 不 变 
unto = 00h= numsetength 1, 
k = nums. length — k; 
while (lo <= hi) { 
Mn Bo 


} 
return -1; 


} 


// 对 数组 元 素 进行 随机 打 乱 
void shuffle(int[] nums) { 
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int n = nums. length; 

Random rand = new Random(); 

fome (mt ere 0 
// 从 i 到 最 后 随机 选 一 个 元 素 
int r = i + rand.nextInt(n - i); 
swap(nums, i, r); 


jr 
} 
前 文 洗 牌 算法 详解 写 过 随机 乱 置 算法 ， 这 里 就 不 展开 了 。 当 你 加 上 这 段 代码 之 后 ， 平 均 时 间 复 杂 度 就 是 
0(N) 了 ， 提 交代 码 后 运行 速度 大 幅 提 升 。 


总 结 一 下 ， 快 速 选择 算法 就 是 快速 排序 的 简化 版 ， 复 用 了 partition 水 数 ， 快 速 定位 第 Kk 大 的 元 素 。 相 当 
于 对 数组 部 分 排序 而 不 需要 完全 排序 ， 从 而 提高 算法 效率 ， 将 平均 时 间 复 杂 度 降 到 0 (N)。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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分 治 算法 详解 : 运算 优先 级 


他 得 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
241. 为 运算 表达 式 设计 优先 级 (中 等 ) 


我 们 号 已 经 写 了 动态 规划 算法 ， 回 溯 (DFS) 算法 ，BFS 算法 ， 贪 心算 法 ， 双 指针 算法 ， 滑 动 窗口 算法 ， 现 
在 就 差 个 分 治 算法 没 写 了 ， 今 天 来 写 一 下 。 


其 实 ， 我 觉得 回溯 、 分 治 和 动态 规划 算法 可 以 划 为 一 类 ， 因 为 它们 都 会 涉及 递归 。 


回溯 算法 就 一 种 简单 粗暴 的 算法 技巧 ， 说 白 了 就 是 一 个 暴力 穷 举 算法 ， 比 如 让 你 用 回溯 算法 求 子 集 、 全 排 
列 、 组 合 ， 你 就 穷 举 呐 ， 就 考 你 会 不 会 漏 掉 或 者 多 算 某 些 情况 。 


动态 规划 是 一 类 算法 问题 ， 肯 定 是 让 你 求 最 值 的 。 因 为 动态 规划 问题 拥有 最 优 子 结构 ， 可 以 通过 状态 转移 方 
程 从 小 规模 的 子 问 题 最 优 解 推 导出 大 规模 问题 的 最 优 解 。 


分 治 算法 呢 ， 可 以 认为 是 一 种 算法 思想 ， 通 过 将 原 问题 分 解 成 小 规模 的 子 问题 ， 然 后 根据 子 问题 的 结果 构造 
出 原 问题 的 答案 。 这 里 有 点 类 似 动态 规划 ， 所 以 说 运用 分 治 算法 也 需要 满足 一 些 条 件 ， 你 的 原 问题 结果 应 该 
可 以 通过 合并 子 问题 结果 来 计算 。 


其 实 这 几 个 算法 之 间 界 定 并 没有 那么 清晰 ， 有 时 候 回 溯 算 法 加 个 备忘录 似乎 就 成 动态 规划 了 ， 而 分 治 算法 有 
时 候 也 可 以 加 备忘录 进行 剪 枝 。 


我 觉得 吧 ， 没 必要 过 分 纠结 每 个 算法 的 定义 ， 定 义 这 东西 无 非 文 学 词汇 而 已 ， 反 正 能 把 题 做 出 来 你 说 这 是 哈 
算法 都 行 ， 所 以 大 家 还 是 得 多 刷 题 ， 刷 出 感觉 ， 各 种 算法 都 手 到 擒 来 。 


最 典型 的 分 治 算法 就 是 归并 排序 了 ， 核 心 逻辑 如 下 : 


voad sori(mte ll nam mt Uo nih 
mtmac (Uo na 2 
/六 六 站 冰冰 阔 分 炒米 炒米 炒米 / 
// 对 数组 的 两 部 分 分 别 排序 
sort(nums, lo, mid); 
sort(nums, mid + 1, hi); 
/六 站 六 六 六 阔 治 六 六 六 六 冰冰/ 
// 合并 两 个 排 好 序 的 子 数组 


merge(nums, lo, mid, hi); 
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1 对 数组 排序 1 是 一 个 可 以 运用 分 治 思想 的 算法 问题 ， 只 要 我 先 把 数组 的 左 半 部 分 排序 ， 再 把 右 半 部 分 排 
序 ， 最 后 把 两 部 分 合并 ， 不 就 是 对 整个 数组 排序 了 吗 ? 


下 面 来 看 一 道具 体 的 算法 题 。 
添加 括号 的 所 有 方式 


我 来 借 力 扣 第 241 题 (为 运算 表达 式 设计 优先 级 」 来 讲 讲 什么 是 分 治 算法 ， 先 看 看 题目 : 


241. 为 运算 表达 式 设 计 优先 级 labuladong 题解 思路 
难度 中 等 中 285 六 [DO 队 位 门 


给 定 一 个 含有 数字 和 运算 符 的 字符 串 ， 为 表达 式 添 加 括号 ， 改 变 其 运算 优先 级 以 求 出 不 同 
的 结果 。 你 需要 给 出 所 有 可 能 的 组 合 的 结果 。 有 效 的 运算 符号 包含 +，- 以 及 * 。 
示例 : 

输入 : "2x3-4*5" 


输出 : [-34，-14，-10，-10，10] 
解释 : 


(2*(3-(4*5))) = -34 
((2x*3)—(4*5)) = -14 
((2*(3-4))*5) = -10 
(2*((3-4)*5)) = -10 
(((2*3)-4)*5) = 10 


简单 说 ， 就 是 给 你 输入 一 个 算式 ， 你 可 以 给 它 随意 加 括号 ， 请 你 穷 举 出 所 有 可 能 的 加 括号 方式 ， 并 计算 出 对 
应 的 结果 。 


了 数 签 名 如 下 : 


// 计算 所 有 加 括号 的 结果 
List<Integer> diffwaysToCompute(String input ) ; 


看 到 这 道 题 的 第 一 感觉 肯定 是 复杂 ， 我 要 穷 举 出 所 有 可 能 的 加 括号 方式 ， 是 不 是 还 要 考虑 括号 的 合法 性 ? 是 
不 是 还 要 考虑 计算 的 优先 级 ? 


是 的 ， 这 些 都 要 考虑 ， 但 是 不 需要 我 们 来 考虑 。 利 用 分 治 思想 和 递归 函数， 算法 会 帮 有 我 们 考虑 一 切 细节 ， 也 
许 这 就 是 算法 的 魅力 吧 ， 哈 哈哈 。 


废话 不 多 说 ， 解 决 本 题 的 关键 有 两 点 : 
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1、 不 要 思考 整体 ， 而 是 把 目光 聚焦 局 部 ， 只 看 一 个 运算 符 。 


这 一 点 我 们 前 文 经 常 提 及 ， 比 如 手把手 刷 二 叉 树 第 一 期 就 告诉 你 解决 二 叉 树 系列 问题 只 要 思考 每 个 节点 需要 
做 什么 ， 而 不 要 思考 整 棵 树 需要 做 什么 。 


说 白 了 ， 解 决 递归 相关 的 算法 问题 ， 就 是 一 个 化 整 为 零 的 过 程 ， 你 必须 瞄准 一 个 小 的 突破 口 ， 然 后 把 问题 拆 
解 ， 大 而 化 小 ， 利 用 递归 函数 来 解决 。 


2、 明 确 递归 函数 的 定义 是 什么 ， 相 信 并 且 利用 好 函数 的 定义 。 


这 也 是 前 文 经 常 提 到 的 一 个 点 ， 因 为 递归 函数 要 自己 调用 自己 ， 你 必须 搞 清楚 水 数 到 底 能 干 嘛 ， 才 能 正确 进 
行 递归 调用 。 


下 面 来 具体 解释 下 这 两 个 关键 点 怎么 理解 。 

我 们 先 举 个 例子 ， 比 如 我 给 你 输入 这 样 一 个 算式 : 
1l1+2+*3-4*5 

请 问 ， 这 个 算式 有 几 种 加 括号 的 方式 ? 请 在 一 秒 之 内 回答 我 。 

估计 你 回答 不 出 来 ， 因 为 括号 可 以 伐 套 ， 要 穷 举 出 来 肯定 得 费 点 功夫 。 


不 过 呢 ， 铸 套 这 个 事情 吧 ， 我 们 人 类 来 看 是 很 头疼 的 ， 但 对 于 算法 来 说 腐 套 括号 不 要 太 简 单 ， 一 次 递归 就 可 
以 谋 套 一 层 ， 一 次 搞 不 定 大 不 了 多 递归 几 次 。 


所 以 ， 作 为 写 算法 的 人 类 ， 我 们 只 需要 思考 ， 如 果 不 让 括号 许 套 ( 即 只 加 一 层 括号 ) ， 有 几 种 加 括号 的 方 
式 ? 


还 是 上 面 的 例子 ， 显 然 我 们 有 四 种 加 括号 方式 : 
(1) + (2*3-4* 5) 
(1+2)* (3-4* 5) 
(1+2*3)—- (4* 5) 
(1+2*3-4) * (5) 


发 现 规律 了 么 ? 其 实 就 是 按照 运算 符 进行 分 割 ， 给 每 个 运算 符 的 左右 两 部 分 加 括号 ， 这 就 是 之 前 说 的 第 一 个 
关键 点 ， 不 要 考虑 整体 ， 而 是 聚焦 每 个 运算 符 。 


现在 单独 说 上 面 的 第 三 种 情况 : 

(1+2*3)- (4+* 5) 

我 们 用 减 号 - 作为 分 隔 ， 把 原 算式 分 解 成 两 个 算式 1 + 2 * 3 和 4 * 5。 

分 治 分 治 ， 分 而 治之 ， 这 一 步 就 是 把 原 问题 进行 了 【分 4 ， 我 们 现在 要 开始 【 治 了 。 
1 + 2 * 3 可 以 有 两 种 加 括号 的 方式 ， 分 别 是 : 

(1) + (2 * 3) =7 


(1 + 2) * (3) 9 
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或 者 我 们 可 以 写成 这 种 形式 : 
1 站 9; 
而 4 *# 5 当然 只 有 一 种 加 括号 方式 , 就 是 4 * 5 = [201]。 


然后 呢 ， 你 能 不 能 通过 上 述 结果 推导 出 (1 + 2 x* 3) - (4 x* 5) 有 几 种 加 括号 方式 ， 或 者 说 有 几 种 不 同 
的 结果 ? 


然 ， 可 以 推导 出 来 (1 + 2 * 3) - (4 * 5) 有 两 种 结果 ， 分 别 是 : 


9 - 20 = -11 
7 - 20 = -13 
那 你 可 能 要 问 了 ，1 + 2 * 3 = 19，7|] 的 结果 是 我 们 自己 看 出 来 的 ， 如 何 让 算法 计算 出 来 这 个 结果 呢 ? 


这 个 简单 啊 ， 再 回头 看 下 题目 给 出 的 函数 签名 : 


// 定义 : 计算 算式 input 所 有 可 能 的 运算 结 
List<Integer> diffwaysToCompute(String input); 


这 个 函数 不 就 是 干 这 个 事 儿 的 吗 ? 这 就 是 我 们 之 前 说 的 第 二 个 关键 点 ， 明 确 函 数 的 定义 ， 相 信 并 且 利 用 这 个 
函数 定义 。 


你 看 管 这 个 浮 数 怎么 做 到 的 ， 你 相信 它 能 做 到 ， 然 后 用 就 行 了 ， 最 后 它 就 真 的 能 做 到 了 。 
那么 ， 对 于 (1 + 2 * 3) 一 (4 x* 5) 这 个 例子 我 们 的 计算 逻辑 其 实 就 是 这 段 代 码 : 


List<Integer> diffWaysToCompute("(1 +2*3)- (4* 5)") { 

List<Integer> res = new LinkedList<>(); 
/炒米 炒米 炒米 ”分 ”炒米 炒米 炒米 / 
List<Integer> left = diffWaysToCompute("1 + 2 * 3"); 
List<Integer> right = diffwWaysToCompute("4 x* 5"); 
/炒米 炒米 炒米 ” 治 ” 米 炒米 炒米 米 / 
for (int a : left) 

for ‘(int righe 

res.add(a - b); 


return res; 


好 ， 现 在 (1 + 2 * 3) -4 x* 5) 这 个 例子 是 如 何 计算 的 ， 你 应 该 完全 理解 了 吧 ， 那 么 回来 看 我 们 的 原 
台 问 题 。 


原 问 题 1 + 2 * 3 - 4 x* 5 是 不 是 只 有 (1 + 2 * 3) - (4 * 5) 这 一 种 情况 ? 是 不 是 只 能 从 减 号 - 进 
行 分 割 ? 


不 是 ， 每 个 运算 符 都 可 以 把 原 问 题 分 割 成 两 个 子 问题 ， 刚 才 已 经 列 出 了 所 有 可 能 的 分 割 方式 : 
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(1+2)* (3-4* 5) 
(1+2*3)-(4* 5) 
(1+2*3-4) * (5) 


所 以 ， 我 们 需要 穷 举 上 述 的 每 一 种 情况 ， 可 以 进一步 细 化 一 下 解法 代码 : 


List<Integer> diffWaysToCompute(String input) { 
List<Integer> res = new LinkedList<>(); 
for (int i = 0; i < input. length(); i++) { 
char c = input.charAt(i); 
// 扫描 算式 input 中 的 运算 符 
I == uy == J | © ee ey) A 
a 分 ny 
// 以 运算 符 为 中 心 ， 分 割 成 两 个 字符 串 ， 分 别 递归 计算 
List<Integer> 
left = diffWaysToCompute(input.substring(0, i)); 
List<Integer> 
right = diffWaysToCompute(input.substring(i + 1)); 
/六 六 六 六 站 米 治 “炒米 米 炒米 炒 / 
通过 子 问题 的 结果 ， 合 成 原 问题 的 结果 
fore (rmt a Le 
fomre (Cant oe might 
(==) 
res.add(a + b); 
else if (C == '—' 
res.add(a — 
elsen uf = + 
ressadd(a + bb) 


} 
} 
// base case 
// 如 果 res 为 空 ， 说 明 算 式 是 一 个 数字 ， 没 有 运算 
f(resoiseEmty() 
res.add(Integer.parseInt(input)); 
jr 


return res; 


有 了 刚才 的 铺垫 ， 这 段 代码 应 该 很 好 理解 了 吧 ， 就 是 扫描 输入 的 算式 jnput， 每 当 遇 到 运算 符 就 进行 分 割 ， 
递归 计算 出 结果 后 ， 根 据 运 算 符 来 合并 结果 。 


这 就 是 典型 的 分 治 思路 ， 先 【分 」 后 【 治 」 ， 先 按照 运算 符 将 原 问题 拆 解 成 多 个 子 问题 ， 然 后 通过 子 问题 的 
结果 来 合成 原 问题 的 结果 。 


当然 ， 一 个 重点 在 这 段 代 码 : 
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// base case 

// 如 果 res 为 空 ， 说 明 算式 是 一 个 数字 ， 没 有 运算 符 

if (res.isEmpty()) { 
res.add(Integer.parseInt(input)); 


} 


递归 函数 必须 有 个 base case 用 来 结束 递归 ， 其 实 这 段 代码 就 是 我 们 分 治 算 法 的 base case， 代 表 着 你 
[分 」 到 什么 时 候 可 以 开始 【 治 4 。 


我 们 是 按照 运算 符 进行 【分 」 的， 一 直 这 么 分 下 去 ， 什 么 时 候 是 个 头 ? 显然 ， 当 算式 中 不 存在 运算 符 的 时 候 
就 可 以 结束 了 。 


那 为 什么 以 res.isEmpty() 作为 判断 条 件 ? 因为 当 算式 中 不 存在 运算 符 的 时 候 ， 就 不 会 触发 if 语句， 也 就 
不 会 给 res 中 添加 任何 元 素 。 


至 此 ， 这 道 题 的 解法 代码 就 写 出 来 了 ， 但 是 时 间 复 杂 度 是 多 少 呢 ? 


如 果 单 看 代码 ， 真 的 很 难 通过 for 循环 的 次 数 看 出 复杂 度 是 多 少 ， 所 以 我 们 需要 改变 思路 ， 本 题 在 求 所 有 可 
能 的 计算 结果 ， 不 就 相当 于 在 求 算式 Input 的 所 有 合法 括号 组 合 吗 ? 


那么 ， 对 于 一 个 算式 ， 有 多 少 种 合法 的 括号 组 合 呢 ? 这 就 是 著名 的 【卡特 兰 数 了 ， 最 终结 果 是 一 个 组 合 
数 ， 推 导 过 程 稍 有 些 复杂 ， 我 这 里 就 不 写 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 搜索 了 解 一 下 。 


其 实 本 题 还 有 一 个 小 的 优化 ， 可 以 进行 递归 剪 枝 ， 减 少 一 些 重复 计算 ， 比 如 说 输入 的 算式 如 下 : 
二 +++ 二 ++ 1 

那么 按照 算法 有 逻辑， 按照 运算 符 进行 分 割 ， 一 定 存在 下 面 两 种 分 割 情 况 : 

(1+1)+ (1+1+1) 

(1+1+1)+ (1+1) 


算法 会 依次 递归 每 一 种 情况 ， 其 实 就 是 见 余 计算 嘛 ， 所 以 我 们 可 以 对 解法 代码 稍 作 修改 ， 加 一 个 备忘录 来 避 
免 这 种 重复 计算 : 


// 备 忘 


HashMap<String, List<Integer>> memo = new HashMap<>(); 


List<Integer> diffwaysToCompute(String input) { 

// 避免 重复 计算 

if (memo.containsKey(input)) { 
return memo.get(input); 

J 

/ 米 烤 闭 烤 闭 米 “其 他 都 不 变 闭 沙 炒米 沙洲/ 

List<Integer> res = new LinkedList<>(); 

for (int i = 0; i < input. length(); i++) { 
MI 

} 

if (res.isEmpty()) { 
res.add(Integer.parseInt(input)); 
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} 


/ 米 米 炒米 玉米 炒米 炒米 炒米 玉米 炒米 炒米 玉米 炒米 米 / 


// 将 结果 添加 进 备忘录 
memo.put(input, res); 
returm res， 


当然 ， 这 个 优化 没有 改变 原始 的 复杂 度 ， 只 是 对 一 些 特殊 情况 做 了 剪 枝 ， 提 升 了 效率 。 


最 后 总 结 


解决 上 述 算法 题 利用 了 分 治 思想 ， 以 每 个 运算 符 作为 分 割 点 ， 把 复杂 问题 分 解 成 小 的 子 问题 ， 递 归 求 解 子 问 
题 ， 然 后 再 通过 子 问题 的 结果 计算 出 原 问题 的 结果 。 
把 大 规模 的 问题 分 解 成 小 规模 的 问题 递归 求解 ， 应 该 是 计算 机 思维 的 精 贿 了 吧 ， 建 议 大 家 多 练 ， 如 果 本 文 对 
你 有 帮助 ， 记 得 分 享 给 你 的 朋友 哦 ~ 
接 下 来 可 阅读 : 

。 回溯 算法 和 动态 规划 到 底 谁 是 谁 区 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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扫 摘 绪 拉 巧 : 安排 会 议 宇 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

253. 会 议 室 1 (中 等 ) 

之 前 面试 ， 被 问 到 一 道 非常 经 典 且 非 常 实用 的 算法 题目 : 会 议 室 安 排 问题 。 

力 扣 上 类 似 的 问题 是 会 员 题目 ， 你 可 能 没 办 法 做 ， 但 对 于 这 种 经 典 的 算法 题 ， 掌 握 思路 还 是 必要 的 。 
先 说 下 题目 ， 力 扣 第 253 题 [会 议 室 1 : 


给 你 输入 若干 形 如 [begin，end] 的 区 间 ， 代 表 若 干 会 议 的 开始 时 间 和 结束 时 间 ， 请 你 计算 至 少 需要 申请 多 
少 间 会 议 室 。 


孜 数 签名 如 下 : 


// 返回 需要 申请 的 会 议 室 数量 
int minMeetingRooms(int[][] meetings ) ; 


比如 给 你 输入 meetings = [[0,30], [5,10], [15,20]]， 算 法 应 该 返回 2， 因 为 后 两 个 会 议和 第 一 个 会 
议 时 间 是 冲突 的 ， 至 少 申请 两 个 会 议 室 才 能 让 所 有 会 议 顺利 进行 。 


如 果 会 议 之 间 的 时 间 有 重 芥 ， 那 就 得 额外 申请 会 议 室 来 开会 ， 想 求 至 少 需要 多 少 间 会 议 室 ， 就 是 让 你 计算 同 
一 时 刻 最 多 有 多 少 会 议 在 同时 进行 。 


换 句 话说 ， 如 果 把 每 个 会 议 的 起 始 时 间 看 做 一 个 线段 区 间 ， 那 么 题目 就 是 让 你 求 最 多 有 几 个 重 赤 区间 ， 仅 此 
而 已 。 


对 于 这 种 时 间 安 排 的 问题 ， 本 质 上 讲 就 是 区 间 调 度 问 题 ， 十 有 八 九 得 排序 ， 然 后 找 规律 来 解决 。 
题目 延伸 
我 们 之 前 写 过 很 多 区 间 调 度 相 关 的 文章 ， 这 里 就 顺便 帮 大 家 梳理 一 下 这 类 问题 的 思路 : 


第 一 个 场景 ， 假 设 现在 只 有 一 个 会 议 室 ， 还 有 若干 会 议 ， 你 如 何 将 尽 可 能 多 的 会 议 安 排 到 这 个 会 议 室 里 ? 
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这 个 问题 需要 将 这 些 会 议 (区 间 ) 按 结束 时 间 ( 右 端 点 ) 排序 ， 然 后 进行 处 理 ， 详 见 前 文 贪心 算法 做 时 间 管 
理 o 


第 二 个 场景 ， 给 你 若干 较 短 的 视频 片段 ， 和 一 个 较 长 的 视频 片段 ， 请 你 从 较 短 的 片段 中 尽 可 能 少 地 挑 出 一 些 
片段 ， 拼 接 出 较 长 的 这 个 片段 。 


这 个 问题 需要 将 这 些 视频 片段 (区间) 按 开始 时 间 〈 左 端点 ) 排序 ， 然 后 进行 处 理 ， 详 见 前 文 剪 视 频 剪 出 一 
个 贪心 算法 。 


第 三 个 场景 ， 给 你 若干 区 间 ， 其 中 可 能 有 些 区 间 比 较 短 ， 被 其 他 区 间 完 全 覆盖 住 了 ， 请 你 删除 这 些 被 覆盖 的 
区 间 。 


这 个 问题 需要 将 这 些 区 间 按 左 端点 排序 ， 然 后 就 能 找到 并 删除 那些 被 完全 覆盖 的 区 间 了 ， 详 见 前 文 删除 覆盖 
区 间 。 


第 四 个 场景 ， 给 你 若干 区 间 ， 请 你 将 所 有 有 重 寺 部 分 的 区 间 进 行 合并 。 
这 个 问题 需要 将 这 些 区 间 按 左 端点 排序 ， 方 便 找 出 存在 重 获 的 区 间 ， 详 见 前 文 合并 重 直 区 间 。 
第 五 个 场景 ， 有 两 个 部 门 同时 预约 了 同一 个 会 议 室 的 若干 时 间 段 ， 请 你 计算 会 议 室 的 冲突 时 段 。 


这 个 问题 就 是 给 你 两 组 区 间 列 表 ， 请 你 找 出 这 两 组 区 间 的 交集 ， 这 需要 你 将 这 些 区 间 按 左 端点 排序 ， 详 见 前 
文 区 间 交 集 问题 。 


第 六 个 场景 ， 假 设 现在 只 有 一 个 会 议 室 ， 还 有 若干 会 议 ， 如 何 安排 会 议 才 能 使 这 个 会 议 室 的 闲置 时 间 最 少 ? 
这 个 问题 需要 动 动脑 筋 ， 说 白 了 这 就 是 个 0-1 背包 问题 的 变形 : 


会 议 室 可 以 看 做 一 个 背包 ， 每 个 会 议 可 以 看 做 一 个 物品 ， 物 品 的 价值 就 是 会 议 的 时 长 ， 请 问 你 如 何 选择 物品 
(会 议 ) 才能 最 大 化 背包 中 的 价值 (会 议 室 的 使 用 时 长 ) ? 


当然 ， 这 里 背包 的 约束 不 是 一 个 最 大 重量 ， 而 是 各 个 物品 (会议 ) 不 能 互相 冲突 。 把 各 个 会 议 按照 结束 时 间 
进行 排序 ， 然 后 参考 前 文 0-1 背包 问题 详解 的 思路 即 可 解决 ， 等 我 以 后 有 机 会 可 以 写 一 写 这 个 问题 。 


第 七 个 场景 ， 就 是 本 文 想 讲 的 场景 ， 给 你 若干 会 议 ， 让 你 合理 申请 会 议 室 。 

好 了 ， 举 例 了 这 么 多 ， 来 看 看 今天 的 这 个 问题 如 何 解 决 。 

题目 分 析 

重复 一 下 题目 的 本 质 : 

给 你 输入 若干 时 间 区 间 ， 让 你 计算 同一 时 刻 【最 多 4 有 几 个 区 间 重 又 。 

题目 的 关键 点 在 于 ， 给 你 任意 一 个 时 刻 ， 你 是 否 能 够 说 出 这 个 时 刻 有 几 个 会 议 ? 

如 果 可 以 做 到 ， 那 我 遍历 所 有 的 时 刻 ， 找 个 最 大 值 ， 就 是 需要 申请 的 会 议 室 数量 。 

有 没有 一 种 数据 结构 或 者 算法 ， 给 我 输入 若干 区 间 ， 我 能 知道 每 个 位 置 有 多 少 个 区 间 重 苹 ? 
老 读者 肯定 可 以 联想 到 之 前 说 过 的 一 个 算法 技巧 : 差分 数组 技巧 。 


把 时 间 线 想象 成 一 个 初始 值 为 0 的 数组 ， 每 个 时 间 区 间 [i，j |] 就 相当 于 一 个 子 数组 ， 这 个 时 间 区 间 有 一 个 
会 议 ， 那 我 就 把 这 个 子 数组 中 的 元 素 都 加 一 。 
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最 后 ， 每 个 时 刻 有 几 个 会 议 我 不 就 知道 了 吗 ? 我 遍历 整个 数组 ， 不 就 知道 至 少 需 要 几 间 会 议 室 了 吗 ? 


举例 来 说 ， 如 果 输 入 meetings = [[0,30],15,10],115,20]]， 那 么 我 们 就 给 数组 中 [0,30]， 
[5,10], [15,20] 这 几 个 索引 区 间 分 别 加 一 ， 最 后 遍历 数组 ， 求 个 最 大 值 就 行 了 。 


还 记得 吗 ， 差 分 数组 技巧 可 以 在 0(1) 时 间 对 整个 区 间 的 元 素 进行 加 减 ， 所 以 可 以 拿 来 解决 这 道 题 。 


不 过 ， 这 个 解法 的 效率 不 算 高 ， 所 以 我 这 里 不 准备 具体 写 差 分 数组 的 解法 ， 参 照 差分 数组 技巧 的 原理 ， 有 兴 
趣 的 读者 可 以 自己 尝试 去 实现 。 


基于 差分 数组 的 思路 ， 我 们 可 以 推导 出 一 种 更 高 效 ， 更 优雅 的 解法 。 


我 们 首先 把 这 些 会 议 的 时 间 区 间 进 行 投影 : 


之 
这 时 间 线 


公众 号 : labuladong 
红色 的 点 代表 每 个 会 议 的 开始 时 间 点 ， 绿 色 的 点 代表 每 个 会 议 的 结束 时 间 点 。 


现在 假想 有 一 条 带 着 计数 器 的 线 ， 在 时 间 线 上 从 左 至 右 进行 扫描 ， 每 遇 到 红色 的 点 ， 计 数 器 count 加 一 ， 每 
遇 到 绿色 的 点 ， 计 数 器 count 减 一 : 
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count=2 count= 1 count=2 


> 时 间 线 


公众 号 : labuladong 
这 样 一 来 ， 每 个 时 刻 有 多 少 个 会 议 在 同时 进行 ， 就 是 计数 器 count 的 值 ，count 的 最 大 值 ， 就 是 需要 申请 的 
会 议 室 数量 。 


对 差分 数组 技巧 熟悉 的 读者 一 眼 就 能 看 出 来 了 ， 这 个 扫描 线 其 实 就 是 差分 数组 的 遍历 过 程 ， 所 以 我 们 说 这 是 
差分 数组 技巧 衍生 出 来 的 解法 。 


代码 实现 
那么 ， 如 何 写 代码 实现 这 个 扫描 的 过 程 呢 ? 


首先 ， 对 区 间 进 行 投影 ， 就 相当 于 对 每 个 区 间 的 起 点 和 终点 分 别 进 行 排序 : 


公众 号 : labuladong 
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int minMeetingRooms(int[][] meetings) { 


int n = meetings. length; 

int[] begin = new int[n]; 

int[] end = new int[n]; 

// 把 左 端 点 和 右 端 点 单独 拿 出 来 

for(int i = 0; i < n; i++) { 
begin[il = meetings [i] [0]; 
end[i] = meetings[i][1]; 

上 

// 排序 后 就 是 图 中 的 红 点 

Arrays.sort(begin ) ; 

// 排序 后 就 是 图 中 的 绿 点 

Arrays.sort(end ) ; 


AL 
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然后 就 简单 了 ， 扫 描 线 从 左 向 右前 进 ， 遇 到 红 点 就 对 计数 器 加 一 ， 遇 到 绿 点 就 对 计数 器 减 一 ， 计 数 器 count 
的 最 大 值 就 是 答案 : 


int minMeetingRooms(int[][] meetings) { 


int n = meetings. length; 

int[] begin = new int[n]; 

int[] end = new int[n]; 

hom (Cm 0 nt 
begin[il = meetings [i] [0]; 
end[i] = meetings[i][1]; 

上 

Arrays.sort(begin ) ; 

Arrays.sort(end ) ; 


// 扫描 过 程 中 的 计数 器 
Tnt eount = 0 
// 双 指 针 技巧 
unt nes = 0 0 =0; 
while (i <n && j<n)t 
if (begin[i] < end[j]) { 


// 扫描 到 一 个 红 点 
CoOUuNt++; 
i++; 

} else { 
// 扫描 到 一 个 绿 点 
COUuNnt==» 
j++; 


} 
// 记录 扫描 过 程 中 的 最 大 值 
res = Math.max(res, count); 
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在 线 网 站 


retkurnmn mesy 


这 里 使 用 的 是 双 指针 技巧 ， 根 据 1 ， j 的 相对 位 置 模拟 扫描 线 前 进 的 过 程 。 
至 此 ， 这 道 题 就 做 完了 。 当 然 ， 这 个 题目 也 可 以 变形 ， 比 如 给 你 若干 会 议 ， 问 你 个 会 议 室 够 不 够 用 ， 其 实 
你 套用 本 文 的 解法 代码 ， 也 可 以 很 轻松 解决 。 

接 下 来 可 阅读 : 

区 间 问 题 系列 合集 

如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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“Lz 二 ax 人 八 贪心 算法 
当 老 司机 学 会 了 贪心 算 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 
读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 


134. 加 油 站 (中 等 ) 


今天 讲 一 个 贪心 的 老司 机 的 故事 ， 就 是 力 扣 第 134 题 [加 油 站 J : 


656/ 692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


134. 加 油 站 labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 687 位 收藏 [9 分 享 欢 切换 为 英文 位 接收 动态 同 反馈 


在 一 条 环 路 上 有 NN 个 加 油 站 ， 其 中 第 / 个 加 油 站 有 汽油 gas[i] 升 。 


你 有 一 辆 油箱 容量 无 限 的 的 汽车 ， 从 第 i 个 加 油 站 开 往 第 i+ 7 个 加 油 站 需要 消耗 汽油 cost[i] 升 。 你 从 其 中 
的 一 个 加 油 站 出 发 ， 开 始 时 油箱 为 空 。 


如 果 你 可 以 绕 环 路 行驶 一 周 ， 则 返回 出 发 时 加 油 站 的 编号 ， 否 则 返回 -1。 
说 明 : 
。 如 果 题 目 有 解 ， 该 答案 即 为 唯一 答案 。 


。 输入 数组 均 为 非 空 数组 ， 且 长 度 相同 。 
。 输入 数组 中 的 元 素 均 为 非 负 数 。 


示例 1: 


输入 : 
gas 三 [L253n4;D) 
edst = [3754,5;,1;2| 


输出 : 3 


解释 : 

从 3 号 加 油 站 (索引 为 3 处 ) 出发， 可 获得 4 升 汽油 。 此 时 油箱 有 = 6 + 4 = 4 升 汽油 
开 往 4 号 加 油 站 ， 此 时 油箱 有 4 -~ 1 + 5 = 8 升 汽油 

开 往 8 号 加 油 站 ， 此 时 油箱 有 8 - 2 + 1 = 7 升 汽油 

开 往 1 号 加 油 站 ， 此 时 油箱 有 7 - 3 + 2 = 6 升 汽油 

开 往 2 号 加 油 站 ， 此 时 油箱 有 6 - 4 + 3 = 5 升 汽油 

开 往 3 号 加 油 站 ， 你 需要 消耗 5 升 汽油 ， 正 好 足够 你 返回 到 3 号 加 油 站 。 

因此 ，3 可 为 起 始 索引 。 


题目 应 该 不 难 理解 ， 就 是 每 到 达 一 个 站 点 1， 可 以 加 gas 1i] 升 油 ， 但 离开 站 点 i 需要 消耗 cost [1 升 
油 ， 问 你 从 哪个 站 点 出 发 ， 可 以 锦 一 圈 回 来 。 


要 说 暴力 解法 ， 肯 定 很 容易 想到 ， 用 一 个 for 循环 遍历 所 有 站 点 ， 假 设 为 起 点 ， 然 后 再 套 一 层 for 循环 ， 判 断 
一 下 是 否 能 够 转 一 圈 回 到 起 点 : 


int n = gas. Length; 
for (int start = 0; start < n; start++) { 
for (int step = 0; step < n; step++) { 
int i = (start + step) % n; 
tank += gas[il]; 
tank -= cost[i]; 
// 判断 油箱 中 的 油 是 否 耗 尽 
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很 明显 时 间 复 杂 度 是 0(N^2)， 这 么 简单 粗暴 的 解法 一 定 不 是 最 优 的 ， 我 们 试图 分 析 一 下 是 否 有 优化 的 余 
地 。 


暴力 解法 是 否 有 重复 计算 的 部 分 ? 是 否 可 以 抽象 出 「 状 态 ] ， 是 否 对 同一 个 「 状 态 」 重复 计算 了 多 次 ? 


我 们 前 文 动态 规划 详解 说 过 ， 变 化 的 量 就 是 「 状 态 ] 。 那 么 观察 这 个 暴力 穷 举 的 过 程 ， 变 化 的 量 有 两 个 ， 分 
别 是 【起 点 和 [当前 油箱 的 油 量 上 ; ， 但 这 两 个 状态 的 组 合 肯定 有 不 下 0(N^2) 种 ， 显 然 没 有 任何 优化 的 空 
间 。 


所 以 说 这 道 题 肯定 不 是 通过 简单 的 剪 枝 来 优化 暴力 解法 的 效率 ， 而 是 需要 我 们 发 现 一 些 隐藏 较 深 的 规律 ， 从 
而 减少 一 些 元 余 的 计算 。 


下 面 我 们 介绍 两 种 方法 巧 解 这 道 题 ， 分 别 是 数学 图 像 解法 和 贪心 解法 。 
图 像 解 法 


汽车 进入 站 点 i 可 以 加 gas [i] 的 油 ， 离 开 站 点 会 损耗 cost 1i] 的 油 ， 那 么 可 以 把 站 点 和 与 其 相连 的 路 看 
做 一 个 整体 ,将 gas 1i] - cost[i] 作为 经 过 站 点 i 的 油 量变 化 值 : 


2 
(CD 
7 
人， 
(6 


公众 号 : labuladong 


这 样 ， 题 目 描 述 的 场景 就 被 抽象 成 了 一 个 环形 数组 ， 数 组 中 的 第 i 个 元 素 就 是 gas [|i] - cost[i]。 


有 了 这 个 环形 数组 ， 我 们 需要 判断 这 个 环形 数组 中 是 否 能 够 找到 一 个 起 点 start， 使 得 从 这 个 起 点 开始 的 累 
加 和 一 直 大 于 等 于 0。 


如 何 判断 是 否 存在 这 样 一 个 起 点 start? 又 如 何 计算 这 个 起 点 start 的 值 呢 ? 


我 们 不 妨 就 把 0 作为 起 点 ， 计 算 累 加 和 的 代码 非常 简单 : 


int n = gas. length, sum = 0; 
fo (me nr 


. 时 和 加 剂 


| 辐 风 二 
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sum += gas[i] - cost[il]; 


sum 就 相当 于 是 油箱 中 油 量 的 变化 ， 上 述 代码 中 sum 的 变化 过 程 可 能 是 这 样 的 : 


Sum 


公众 号 : labuladong 


显然 ， 上 图 将 0 作为 起 点 肯定 是 不 行 的 ， 因 为 sum 在 变化 的 过 程 中 小 于 0 了 ， 不 符合 我 们 【累加 和 一 直 大 于 
等 于 0 的 要 求 。 
那 如 果 0 不 能 作为 起 点 ， 谁 可 以 作为 起 点 呢 ? 


看 图 说 话 ， 图 像 的 最 低 点 最 有 可 能 可 以 作为 起 点 : 
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Sum 


公众 号 : labuladong 
如 果 把 这 个 [最低 点 」 作为 起 点 ， 就 是 说 将 这 个 点 作为 坐标 轴 原 点 ， 就 相当 于 把 图 像 【最 大 限度 」 向 上 平移 


了 。 
再 加 上 这 个 数组 是 环形 数组 ， 最 低 点 左 侧 的 图 像 可 以 接 到 图 像 的 最 右 侧 : 


Sum 


台 


公众 号 : labuladong 


这 样 ， 整 个 图 像 都 保持 在 x 轴 以 上 ， 所 以 这 个 最 低 点 4， 就 是 题目 要 求 我 们 找 的 起 点 。 


经 过 平移 后 图 像 一 定 全 部 在 x 轴 以 上 吗 ? 不 一 定 ， 因 为 还 有 无 解 的 情况 : 


不 过 ， 
肯定 是 没 办 法 环 游 所 有 站 点 的 。 


如 果 sum(gas[...]) < sum(cost[...])， 总 油 量 小 于 总 的 消耗 ， 那 


综 上 ， 我 们 就 可 以 写 出 代码 : 
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int canCompleteCircuit(int[] gas, int[] cost) { 
untne = oase Uengtehs 
// 相当 于 图 像 中 的 坐标 点 和 最 低 点 
int sum = 0, minSum = 0; 
int start = 0; 
for (int i = 0; i < ni i++) { 
sum += gas[il] - cost[i]; 
if (sum < minSum) { 
// 经 过 第 i 个 站 点 后 ， 使 sum 到 达 新 低 
// 所 以 站 点 i + 1 就 是 最 低 点 (起 点 ) 
start = i+1; 
minSum = sum; 


} 

} 

Tf (um < 0 
// 总 油 量 小 于 总 的 消耗 ， 无 解 
return -1; 


} 
// 环形 数组 特性 
rexkurnmstart ==> nm? 0 :Start; 


以 上 是 观察 函数 图 像 得 出 的 解法 ， 时 间 复杂 度 为 O(N)， 比 暴力 解法 的 效率 高 很 多 。 

下 面 我 们 介绍 一 种 使 用 贪心 思路 写 出 的 解法 ， 和 上 面 这 个 解法 比较 相似 ， 不 过 分 析 过 程 不 尽 相同 。 
贪心 解法 

用 贪心 思路 解决 这 道 题 的 关键 在 于 以 下 这 个 结论 : 

如 果 选 择 站 点 i 作为 起 点 "恰好 J 无 法 走 到 站 点 j]， 那 么 i 和 j 中 间 的 任意 站 点 k 都 不 可 能 作为 起 点 。 


比如 说 ， 如 果 从 站 点 1 出 发 ， 走 到 站 点 5 时 油箱 中 的 油 量 【恰好 」 减 到 了 负数 ， 那 么 说 明 站 点 1 『 恰 好 :4 无 
法 到 达 站 点 5; 那么 你 从 站 点 2, 3, 4 任意 一 个 站 点 出 发 都 无 法 到 达 5， 因 为 到 达 站 点 5 时 油箱 的 油 量 也 必然 
被 减 到 负数 。 


如 何 证 明 这 个 结论 ? 


假设 tank 记录 当前 油箱 中 的 油 量 ， 如 果 从 站 点 工 出 发 (tank = 0) ， 走 到 j 时 恰好 出 现 tank < 0 的 情 
况 ， 那 说 明 走 到 i ，j 之 间 的 任意 站 点 k 时 都 满足 tank > 0， 对 吧 。 


如 果 把 k 作为 起 点 的 话 ， 相 当 于 在 站 点 k 时 tank = 0， 那 走 到 j 时 必然 有 tank < 0， 也 就 是 说 k 肯定 不 
能 是 起 点 。 


拜托 ， 从 i 出 发 走 到 k 好 多 tank > 0， 都 无 法 达到 j] ， 现 在 你 还 让 tank = 0 了 ， 那 更 不 可 能 走 到 j 了 对 
吧 。 


综 上 ， 这 个 结论 就 被 证 明了 。 


回想 一 下 我 们 开头 说 的 暴力 解法 是 怎么 做 的 ? 
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如 果 我 发 现 从 i 出 发 无 法 走 到 ] ， 那 么 显然 i 不 可 能 是 起 点 。 

现在 ， 我 们 发 现 了 一 个 新 规律 ， 可 以 推导 出 什么 ? 

如 果 我 发 现 从 i 出 发 无 法 走 到 j] ， 那 么 i 以 及 工 ，j 之 间 的 所 有 站 点 都 不 可 能 作为 起 点 。 

看 到 元 余 计 算 了 吗 ? 看 到 优化 的 点 了 吗 ? 

这 就 是 贪心 思路 的 本 质 ， 如 果 找 不 到 重复 计算 ， 那 就 通过 问题 中 一 些 隐藏 较 深 的 规律 ， 来 减少 元 余 计 算 。 


根据 这 个 结论 ， 就 可 以 写 出 如 下 代码 : 


int canCompleteCircuit(int[] gas, int[] cost) { 
int n = gas. length; 
mnt SUum = 0 
for (ome om < nr 
sum += gas[i] - cost[il]; 
} 
if (sum < 0) { 
// 总 油 量 小 于 总 的 消耗 ， 无 解 
return -1; 
} 
// 记录 油箱 中 的 油 量 
int tank = 0; 
// 记录 起 点 
ant start = 0 
fom (mt = 0 ne 
tank += gas[i] - cost[il]; 
if (tank < 0) { 
// 无 法 从 start 走 到 i 
// 所 以 站 点 i + 1 应 该 是 起 点 
tank = 0; 
stalt = 
} 
} 


returnn start ==>n7? 0 start, 


这 个 解法 的 时 间 复 杂 度 也 是 O(N)， 和 之 前 图 像 法 的 解 题 思路 有 所 不 同 ， 但 代码 非常 类 似 。 
其 实 ， 你 可 以 把 这 个 解法 的 思路 结合 图 像 来 思考 ， 可 以 发 现 它们 本 质 上 是 一 样 的 ， 只 是 理解 方式 不 同 而 已 。 


对 于 这 种 贪心 算法 ， 没 有 特别 套路 化 的 思维 框架 ， 主 要 还 是 靠 多 做 题 多 思考 ， 将 题目 的 场景 进行 抽象 的 联 
想 ， 找 出 隐藏 其 中 的 规律 ， 从 而 减少 计算 量 ， 进 行 效率 优化 。 


好 了 ， 这 道 题 就 讲 到 这 里 ， 和 希望 对 你 拓宽 思路 有 帮助 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 
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关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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筋 视 频 勇 出 一 个 贪心 算法 


© Stars 103k 知 乎 @labuladong 上 有 天 公众 号 @labuladong 1 了 B 站 | @labuladong 


和 短信 搜 一 搜 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 
读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
1024. 视频 拼接 (中 等 ) 


前 面 发 过 几 个 视频 ， 也 算是 对 视频 剪辑 入 了 个 门 。 像 我 这 种 非 专业 甬 辑 玩家 ， 不 做 什么 宏大 特效 电影 镜头 ， 
只 是 做 个 视频 教程 ， 其 实 也 没 喻 难度， 只 需要 把 视频 草 流 畅 ， 所 以 用 到 最 多 的 功能 就 是 切割 功能 ， 然 后 删除 
和 拼接 视频 片 接 。 


没有 剪 过 视频 的 读者 可 能 不 知道 ， 在 常用 的 剪辑 软件 中 视频 被 切割 成 若干 片段 之 后 ， 每 个 片段 都 可 以 还 原 成 
原始 视频 。 


就 比如 一 个 10 秒 的 视频 ， 在 中 间 切 一 刀 剪 成 两 个 5 秒 的 视频 ， 这 两 个 五 秒 的 视频 各 自 都 可 以 还 原 成 10 秒 的 
原 视 频 。 就 好 像 蝶 旺 ， 把 自己 切 成 4 段 就 能 搓 麻 ， 把 自己 切 成 11 段 就 可 以 闫 一 个 足球 队 。 


访 ”动态 规划 详解 4%v 显示 ~v 国 责 中 


2021-03-20_21-19-48 


f(2) f(2) 


应 用 自 定名 称 
动态 规划 详解 ~ 2609.40 中 


0_21-19-48 202h-..， 202.. 2021-03 2021-0 21-19-48 2021 021-0: 48 7 到 这 2021-0... 20.， 2021.. 2021-03. 


664 /692 


labuladong 的 刷 题 三 件 套 


剪 视 频 时 ， 每 个 视频 片段 都 可 以 抽象 成 了 一 个 个 区 间 ， 时 间 就 是 区 间 的 端点 ， 这 些 区 间 有 的 相交 ， 有 的 不 相 


假设 剪辑 软件 不 支持 将 视频 片段 还 原 成 原 视频 ， 那 么 如 果 给 我 若干 视频 片段 ， 我 怎么 将 它们 还 原 成 原 视频 
呢 ? 


这 是 个 很 有 意思 的 区 间 算 法 问题 ， 也 是 力 扣 第 1024 题 "视频 拼接 | ， 题 目 如 下 : 
1024. 视频 拼接 labuladong 题解 ” 思路 
难度 中 等 此 228 窒 [DO 鸡 位 | 


你 将 会 获得 一 系列 视频 片段 ， 这 些 片 段 来 自 于 一 项 持续 时 长 为 fT 秒 的 体育 赛事 。 这 些 片 
段 可 能 有 所 重 者 ， 也 可 能 长 度 不 一 。 


视频 片段 clips[i] 都 用 区 间 进 行 表 示 : 开始 于 clips[i][0] 秒 并 于 clips[i] 
[1] 秒 结束 。 我 们 甚至 可 以 对 这 些 片段 自由 地 再 剪辑 ， 例 如 片段 [0，7] 可 以 剪 切 
成 [om LT lle 3 3 2 三 部 分 


我 们 需要 将 这 些 片段 进行 再 剪辑 ， 并 将 剪辑 后 的 内 容 拼 接 成 覆盖 整个 运动 过 程 的 片段 
( [0，T] ) 。 返 回 所 需 片段 的 最 小 数目 ， 如 果 无 法 完成 该 任务 ， 则 返回 -1 。 


示例 1: 


输入 : Ttips = [[9,2], [4,6], [8,10], [1,9], {1,5],15,9]], T = 10 
输出 : 3 

解释 : 

[0,2] ，[8,10] ，[1,9] 这 三 个 片段 可 以 还 原 。 

首先 从 [1,9] 中 剪辑 出 片段 [2,8]， 我 们 手 上 就 有 [0,2] + [2,8] + 
[8,10] ， 涵 盖 了 整 场 比赛 [0,10]。 


图 数 签 名 如 下 : 


Tvideostatcnang(anmta le tip mt Tm) 


记得 以 前 写 过 好 几 篇 区 间 相 关 的 问题 : 

区 间 问 题 合 集 写 过 求 区 间 交 集 、 区 间 并 集 、 区 间 覆 盖 这 几 个 问题 。 
贪心 算法 做 时 间 管 理 写 过 利用 贪心 算法 求 不 相交 的 区 间 。 

算 上 本 文 的 区 间 剪 辑 问 题 ， 经 典 的 区 间 问 题 也 就 都 讲 完 了 。 
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pA 
思路 pa) 析 


题目 并 不 难 理解 ， 给 定 一 个 目标 区 间 和 若干 小 区 间 ， 如 何 通过 裁剪 和 组 合 小 区 间 拼 凑 出 目标 区 间 ? 最 少 需要 
几 个 小 区 间 ? 


前 文 多 次 说 过 ， 区 间 问 题 肯 定 按照 区 间 的 起 点 或 者 终点 进行 排序 。 
因为 排序 之 后 更 容易 找到 相 邻 区 间 之 间 的 联系 ， 如 果 是 求 最 值 的 问题 ， 可 以 使 用 贪心 算法 进行 求解 。 


区 间 问 题 特别 容易 用 贪心 算法 ， 公 众 号 历史 文章 除了 贪心 算法 之 区 间 调 度 ， 还 有 一 篇 贪心 算法 玩 跳跃 游戏 ， 
其 实 这 个 跳跃 游戏 就 相当 于 一 个 将 起 点 排序 的 区 间 问 题 ， 你 细 品 ， 你 细 品 。 


至 于 到 底 如 何 排序 ， 这 个 就 要 因 题 而 异 了 ， 我 做 这 道 题 的 思路 是 先 按照 起 点 升序 排序 ， 如 果 起 点 相同 的 话 按 
照 终 点 降序 排序 。 


为 什么 这 样 排序 呢 ， 主 要 考虑 到 这 道 题 的 以 下 两 个 特点 : 

1、 要 用 若干 短视 频 凑 出 完成 视频 [0，T] ， 至 少 得 有 一 个 短视 频 的 起 点 是 0。 

这 个 很 好 理解 ， 如 果 没 有 一 个 短视 频 是 从 0 开始 的 ， 那 么 区 间 [0，T] 肯定 是 凑 不 出 来 的 。 
2、 如 果 有 几 个 短视 频 的 起 点 都 相同 ， 那 么 一 定 应 该 选择 那个 最 长 (终点 最 大 ) 的 视频 。 


这 一 条 就 是 贪心 的 策略 ， 因 为 题目 让 我 们 计算 最 少 需要 的 短视 频 个 数 ， 如 果 起 点 相同 ， 那 肯定 是 越 长 越 好 ， 
不 要 白 不 要 ， 多 出 来 了 大 不 了 草 辑 掉 嘛 。 


基于 以 上 两 个 特点 ， 将 C1ips 按照 起 点 升序 排序 ， 起 点 相同 的 按照 终点 降序 排序 ， 最 后 得 到 的 区 间 顺 序 就 像 
这 样 : 


Seatol ie EY .A 


clips[1] ， 


clips[2] , 

clips[3] . 

clips[4] | | 

clips[5] EN 
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这 样 我 们 就 可 以 确定 ， 如 果 c1ips10] 是 的 起 点 是 0， 那 么 cLips 10] 这 个 视频 一 定 会 被 选择 。 
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ol LE EO 


clips[1] ， 1 
clips[2] 
clips[3] 
clips[4] 


clips[5] 
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当 我 们 确定 C1ips [0] 一 定 会 被 选择 之 后 ， 就 可 以 选 出 下 一 个 会 被 选择 的 视频 : 


UPs 全 


| We Se 7 


clips[2] | 

clips[3] 0 RR 

clips[4] EN 

clips[5] i 
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我 们 会 比较 所 有 起 点 小 于 cLips 1011[1] 的 区 间 ， 根 据 贪 心 策略 ， 它 们 中 终点 最 大 的 那个 区 间 就 是 第 二 个 会 
被 选中 的 视频 。 


然后 可 以 通过 第 二 个 视频 区 间 贪 心 选择 出 第 三 个 视频 ， 以 此 类 推 ， 直 到 覆盖 区 间 [0，T] ， 或 者 无 法 覆盖 返 
回 -1。 


以 上 就 是 这 道 题 的 解 题 思 路 ， 仔 细 想 想 ， 这 题 的 核心 和 前 文 贪心 算法 玩 跳跃 游戏 写 的 跳跃 游戏 是 相同 的 ， 如 
果 你 能 看 出 这 两 者 的 联系 ， 就 可 以 说 理解 贪心 算法 的 奥义 了 。 
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实现 上 述 思 路 需要 我 们 用 两 个 变量 curEnd 和 nextEnd 来 进行 : 


公众 号 : labuladong 


int videoStitching(int[][] clips, int T) { 
f(T = OreturngEo， 
// 按 起 点 升序 排列 ， 起 点 相同 的 降序 排列 
Arrays.sort(clips, (a, b) -> { 
Ialolnm = bmn 
return b[1] -~ al[l1]; 
} 
return a[0] - b[0]; 
jp 
// 记录 选择 的 短视 频 个 数 
nt nese = 0 


int curEnd = 0, nextEnd = 0; 
t= On = ens tengths 
while (i < n && clips[i][0] <= curEnd) { 
// 在 第 res 个 视频 的 区 间 内 贪心 选择 下 一 个 视频 
while (i < n && clips[i] [60] <= curEnd) { 
nextEnd = Math.max(nextEnd, clips[il][1]); 
i++; 
} 
// 找到 下 一 个 视频 ， 更 新 curEnd 
reSs++; 
curEnd = nextEnd; 
if (curEnd >= T) { 
// 已 经 可 以 拼 出 区 间 [0，T] 
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在 线 网 站 
eturmrnilaes 
} 
jy 
// 无 法 连续 拼 出 区 间 [0,，TT] 
return -1; 
} 


这 上段 代码 的 时 间 复 杂 度 是 多 少 呢 ? 虽 然 代 码 中 有 一 个 许 套 的 while 循环 ， 但 这 个 谋 套 while 循环 的 时 间 复 杂 度 
是 0(N)。 因 为 当 i 递增 到 n 时 循环 就 会 结束 ， 所 以 这 段 代 码 只 会 执行 0(N) 次 。 


但 是 别 忘 了 我 们 对 clips 数组 进行 了 一 次 排序 ， 消 耗 了 0(NLogN) 的 时 间 ， 所 以 本 算法 的 总 时 间 复 杂 度 是 
0(NLogN ) 。 


最 后 说 一 句 ， 我 去 B 站 做 up 了 ，B 站 搜索 同名 账号 flabuladongj 即 可 关注 ! 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 车， 后 台 回 复 关 键 词 「 进 群 ] 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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re 、\_| 位 和 口 器 
如 何 实现 一 个 计算 器 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 

读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 

224. 基本 计算 器 (困难 ) 

227. 基本 计算 器 | (中 等 ) 

772. 基本 计算 器 川 (困难 ) 

我 们 最 终 要 实现 的 计算 器 功能 如 下 : 

1、 输 入 一 个 字符 串 ， 可 以 包含 + - * /、 数 字 、 括 号 以 及 空格 ， 你 的 算法 返回 运算 结果 。 
2、 要 符合 运算 法 则 ， 括 号 的 优先 级 最 高 ， 先 乘除 后 加 减 。 

3、 除 号 是 整数 除法 ， 无 论 正 负 都 向 0 取 整 (5/2=2，-5/2=-2) 。 

4、 可 以 假定 输入 的 算式 一 定 合 法 ， 且 计算 过 程 不 会 出 现 整 型 溢出 ， 不 会 出 现 除数 为 0 的 意外 情况 。 
比如 输入 如 下 字符 串 ， 算 法 会 返回 9: 

3 * (2=6. 7/(3 =7)) 


可 以 看 到 ， 这 就 已 经 非常 接近 我 们 实际 生活 中 使 用 的 计算 器 了 ， 虽 然 我 们 以 前 肯定 都 用 过 计算 器 ， 但 是 如 果 
简单 思考 一 下 其 算法 实现 ， 就 会 大 惊 失色 : 


1、 按 照常 理 处 理 括号 ， 要 先 计算 最 内 层 的 括号 ， 然 后 向 外 慢 慢 化 简 。 这 个 过 程 我 们 手 算 都 容易 出 错 ， 何 况 写 
成 算法 呢 ! 


2、 要 做 到 先 乘除 ， 后 加 减 ， 这 一 点 教会 小 朋友 还 不 算 难 ， 但 教 给 计算 机 恐怕 有 点 困难 。 


3、 要 处 理 空 格 。 我 们 为 了 美观 ， 习 惯性 在 数字 和 运算 符 之 间 打 个 空格 ， 但 是 计算 之 中 得 想 办 法 忽略 这 些 空 
格 。 


我 记得 很 多 大 学 数据 结构 的 教材 上 ， 在 讲 栈 这 种 数据 结构 的 时 候 ， 应 该 都 会 用 计算 器 举例 ， 但 是 有 一 说 一 ， 
讲 的 真 的 垃圾 ， 不 知道 多 少 未 来 的 计算 机 科学 家 就 被 这 种 简单 的 数据 结构 劝 退 了 。 


那么 本 文 就 来 聊 聊 怎么 实现 上 述 一 个 功能 完备 的 计算 器 功能 ， 关 键 在 于 层 层 拆 解 问题 ， 化 整 为 零 ， 逐 个 击 
破 ， 相 信 这 种 思维 方式 能 帮 大 家 解决 各 种 复杂 问题 。 
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下 面 就 来 拆 解 ， 从 最 简单 的 一 个 问题 开始 。 
一 、 字 符 串 转 整数 


是 的 ， 就 是 这 么 一 个 简单 的 问题 ， 首 先 告诉 我 ， 怎 么 把 一 个 字符 串 形 式 的 正 整数 ， 转 化 成 int 型 ? 


Sn Se AS 


int n 三 05 

for (int i = 0; i < s.size(); i++) { 
char c Se S| 
m0 + ne (GC 0 

} 


// n 现在 就 等 于 458 


这 个 还 是 很 简单 的 吧 ， 老 套路 了 。 但 是 即便 这 么 简单 ， 依 然 有 坑 : (c - “0' ) 的 这 个 括号 不 能 省 略 ， 否 则 可 
能 造成 整 型 溢出 。 


因为 变量 c 是 一 个 ASCIl 码 ， 如 果 不 加 括号 就 会 先 加 后 减 ， 想 象 一 下 5 如 果 接 近 INT_MAX， 就 会 溢出 。 所 以 用 
括号 保证 先 减 后 加 才 行 。 


二 、 处 理 加 减法 


现在 进一步 ， 如 果 输 入 的 这 个 算式 只 包含 加 减法 ， 而 且 不 存在 空格 ， 你 怎么 计算 结果 ? 我 们 拿 字 符 串 算式 1- 
12+3 为 例 ， 来 说 一 个 很 简单 的 思路 : 


1、 先 给 第 一 个 数字 加 一 个 默认 符号 +， 变 成 +1-12+3。 


2、 把 一 个 运算 符 和 数字 组 合成 一 对 儿 ， 也 就 是 三 对 儿 +1，-12，+3， 把 它们 转化 成 数字 ， 然 后 放 到 一 个 栈 
中 。 


3、 将 栈 中 所 有 的 数字 求 和 ， 就 是 原 算式 的 结果 。 
我 们 直接 看 代码 ， 结 合 一 张 图 就 看 明白 了 : 


int calculate(string s) { 
stack<int> stk; 
// 记录 算式 中 的 数字 
int num = 0; 
// 记录 num 前 的 符号 ， 初 始 化 为 + 
ehanm sgne= re , 
for(imnt enon olzeO er) 
Charee su 
// 如 果 是 数字 ， 连 续 读 取 到 num 
if (isdigit(c)) 
num = 10 x* num + (c—-'0'); 
// 如 果 不 是 数字 ， 就 是 遇 到 了 下 一 个 符号 ， 
// 之 前 的 数字 和 符号 就 要 存 进 栈 中 
if (!isdigit(c) || i == s.size() - 1) { 
switch (sign) { 
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Case '+': 
stk.push(num); break; 
Case '—': 
stk.push(-num) break; 
J 
// 更 新 符号 为 当前 符号 ， 数 字 清 零 
Stone 
num = 0; 


} 

J 

// 将 栈 中 所 有 结果 求 和 就 是 答案 

int res = 0; 

while (!stk.empty()) { 
res += stk.top(); 
stk.pop(); 

jf 


return res; 
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我 估计 就 是 中 间 带 swit ch 语句 的 部 分 有 点 不 好 理解 吧 ，i 就 是 从 左 到 右 扫 描 ，sign 和 num 跟 在 它 身 后 。 当 


5 [ij1 遇 到 一 个 运算 符 时 ， 情 况 是 这 样 的 : 


stk.push(-12) 


所 以 说 ， 此 时 要 根据 s ion 的 case 不 同 选择 nums 的 正 负 号 ， 存 入 栈 中 ， 然 后 更 新 51gn 并 清和 


对 儿 符 合 和 数字 的 组 合 。 


另外 注意 ， 不 只 是 遇 到 新 的 符号 会 触发 入 栈 ， 当 1 走 到 了 算式 的 尽头 〈1 == 


前 面 的 数字 入 栈 ， 方 便 后 续 计 算 最 终结 果 
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零 nuUms 记 录 下 一 


s.Size() - 1) ， 也 应 该 将 
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在 线 网 站 


stk.push(+3) 


公众 号 : labuladong 


至 此 ， 仪 处 理 紧 凑 加 减法 字符 串 的 算法 就 完成 了 ， 请 确保 理解 以 上 内 容 ， 后 续 的 内 容 就 基于 这 个 框架 修 修改 


改 就 完事 儿 了 。 


三 、 处 理 乘 除法 
其 实 思路 跟 仅 处 理 加 减法 没 哈 区 别 ， 拿 字符 串 2-3+44+5 举 例 ， 核 心思 路 依然 是 把 字符 串 分 解 成 符号 和 数字 的 


组 合 。 
比如 上 述 例子 就 可 以 分 解 为 +2，-3，#4，+5 几 对 儿 ， 我 们 刚才 不 是 没有 处 理 乘 除 号 吗 ， 很 简单 ， 其 他 部 分 
都 不 用 变 ， 在 switch 部 分 加 上 对 应 的 case 就 行 了 : 


form (iint = 0 Oo olze() ee) 
ehar re = lal: 
if (isdigit(c)) 


num = 10 * num + (Cc —- '0'); 
feud te lSNsnze 1 
switch (sign) { 
unt res 
Case '+': 
stk.push(num); break; 
Case '—': 


stk.push(-num)， break; 
// 只 要 拿 出 前 一 个 数字 做 对 应 运算 即 可 
Case '*': 
pre = stk.top(); 
stk.pop(); 
stk.push(pre x* num); 
break ; 
Case '/': 
pre = stk.top(); 
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stk.pop(); 
stk.push(pre / num); 
break; 

} 

// 更 新 符号 为 当前 符号 ， 数 字 清 零 

Sakoln = (ep 

num = 0; 

J 
J 


stk.push(-3 ”4) 


二 
2-3*4+5 


sgn num 
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乘除 法 优先 于 加 减法 体现 在 ， 乘 除法 可 以 和 栈 顶 的 数 结合 ， 而 加 减法 只 能 把 自己 放 入 栈 。 
现在 我 们 思考 一 下 如 何 处 理 字符 串 中 可 能 出 现 的 空格 字符 。 其 实 也 非常 简单 ， 想 想 空 格 字符 的 出 现 ， 会 影响 


我 们 现 有 代码 的 哪 一 部 分 ? 


J Ee | 
fsdnout(e) 
swateh (en (ee 
Sign = c; 
num = 0; 


Ws slize( 10 


显然 空格 会 进入 这 个 if 语句 ， 但 是 我 们 并 不 想 让 空格 的 情况 进入 这 个 if， 因 为 这 里 会 更 新 sign 并 清 零 nums， 
空格 根本 就 不 是 运算 符 ， 应 该 被 忽略 。 
那么 只 要 多 加 一 个 条 件 即 可 : 
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TELSdOni(G ECEC ze 0 
; J 
好 了 ， 现 在 我 们 的 算法 已 经 可 以 按照 正确 的 法 则 计算 加 减 乘除 ， 并 且 自 动 忽略 空格 符 ， 剩 下 的 就 是 如 何 让 算 
法 正确 识别 括号 了 。 
四 、 处 理 括 号 
处 理 算式 中 的 括号 看 起 来 应 该 是 最 难 的 ， 但 真 没有 看 起 来 那么 难 。 
为 了 规避 编程 语言 的 繁琐 细节 ， 我 把 前 面 解法 的 代码 翻译 成 Python 版 本 : 


def calculate(s: str) -> int: 


def helper(s: List) -> int: 


stacke =] 
Sign = "+ 
num = 0 


while len(s) > 0: 
c= s.pop(0) 
fest (DE 
num = 10 * num + int(c) 


(note esasdiortG Nandre oren(s 
san = 
stack.append (num) 
el srgn == 
stack.append(-num) 
elifWsngm == + 
stack[-1] = stack[-1] x* num 
ehogne == /0 
# python 除法 向 6 取 整 的 写法 
stack[-1] = int(stack[-1] / float(num)) 
num = 0 
Sign = < 


return sum(stack) 
# 需要 把 字符 串 转 成 列表 方便 操作 
return helper(list(s)) 


这 段 代 码 跟 刚 才 C++ 代码 完全 相同 ， 唯 一 的 区 别 是 ， 不 是 从 左 到 右 遍 历 字符 串 ， 而 是 不 断 从 左边 pop 出 字 
符 ， 本 质 还 是 一 样 的 。 


那么 ， 为 什么 说 处 理 括号 没有 看 起 来 那么 难 呢 ， 因 为 括号 具有 递归 性 质 。 我 们 拿 字符 串 3*(4-5/2)-6 举 例 : 


calculate(3*(4-5/2)-6) =3*calculate(4-5/2) -6=3*2-6=0 
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可 以 脑 补 一 下 ， 无 论 多 少 层 括号 罕 套 ， 通 过 calculate 函数 递归 调用 自己 ， 都 可 以 将 括号 中 的 算式 化 简 成 一 个 
数字 。 换 句 话 说 ， 括 号 包含 的 算式 ， 我 们 直接 视 为 一 个 数字 就 行 了 。 


现在 的 问题 是 ， 递 归 的 开始 条 件 和 结束 条 件 是 什么 ? 遇 到 (开始 递归 ， 遇 到 ) 结 束 递归 : 


def calculate(s: str) -> int: 


def helper(s: List) -> int: 


sreek = | 
Sign = "+ 
num = 0 


while len(s) > 0: 
Cs poplett() 
ES (人 下 
num = 10 x* num + int(c) 
遇 到 左 括 号 开始 递归 计算 num 
- Ce=— (0 
num = helper(s) 


fo ea andie l= orLen(s == 
Se 
efivsign = — 
eningne ==0 + 
ef stione —— /oe 
num = 0 
Sign = < 
# 遇 到 右 括号 返回 递归 结 
Lf reak 


return sum(stack) 


return helper(collections.deque(s)) 
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v 
, 
3*(4-5/2)-6 
le 7 Cabculate 
[RE 


Stk Num 
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2 
U 
ve 
pu 


Stk Num 
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sth nush(3 2) 


v 


v 
3*(4-5/2)-6 


2. 
Ot cl n 
十 之 ([ 个 


Stk Num 


公众 号 : labuladong 
你 看 ， 加 了 两 三 行 代码 ， 就 可 以 处 理 括号 了 ， 这 就 是 递归 的 魅力 。 至 此 ， 计 算 器 的 全 部 功能 就 实现 了 ， 通 过 
对 问题 的 层 层 拆 解 化 整 为 零 ， 再 回头 看 ， 这 个 问题 似乎 也 没 那 么 复杂 嘛 。 
五 、 最 后 总 结 
本 文 借 实 现 计算 器 的 问题 ， 主 要 想 表 达 的 是 一 种 处 理 复杂 问题 的 思路 。 


我 们 首先 从 字符 串 转 数字 这 个 简单 问题 开始 ， 进 而 处 理 只 包含 加 减法 的 算式 ， 进 而 处 理 包含 加 减 乘除 四 则 运 
算 的 算式 ， 进 而 处 理 空格 字符 ， 进 而 处 理 包 含 括号 的 算式 。 

可 见 ， 对 于 一 些 比较 困难 的 问题 ， 其 解法 并 不 是 一 跳 而 就 的 ， 而 是 步 步 推 进 ， 螺 旋 上 升 的 。 如 果 一 开始 给 你 
原 题 ， 你 不 会 做 ， 甚 至 看 不 懂 答 案 ， 都 很 正常 ， 关 键 在 于 我 们 自己 如 何 简化 问题 ， 如 何以 退 为 进 。 


退 而 求 其 次 是 一 种 很 聪明 策略 。 你 想 想 啊 ， 假 设 这 是 一 道 考 试题 ， 你 不 会 实现 这 个 计算 器 ， 但 是 你 写 了 字符 
串 转 整数 的 算法 并 指出 了 容易 溢出 的 陷阱 ， 那 起 码 可 以 得 20 分 吧 ; 如 果 你 能 够 处 理 加 减法 ， 那 可 以 得 40 分 
吧 ; 如 果 你 能 处 理 加 减 乘 除 四 则 运算 ， 那 起 码 够 70 分 了 ; 再 加 上 处 理 空格 字符 ，80 有 了 吧 。 我 就 是 不 会 处 
理 括号 ， 那 就 算 了 ，80 已 经 很 OK 了 好 不 好 。 


如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 | 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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谁 能 想到 ， 斗 地 主 也 能 玩 出 算法 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 和 致力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 


读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
659. 分 割 数 组 为 连续 子 序 列 (中 等 ) 


斗 地 主 中 ， 大 小 连续 的 牌 可 以 作为 顺 子 ， 有 时 候 我 们 把 对 子 拆 掉 ， 结 合 单 牌 ， 可 以 组 合 出 更 多 的 顺 子 ， 可 能 
更 容易 赢 。 


那么 如 何 合理 拆 分 手 上 的 牌 ， 合 理 地 拆 出 顺 子 呢 ?我 们 今天 看 一 道 非常 有 意思 的 算法 题 ， 连 续 子 序列 的 划分 


问题 。 
这 是 力 扣 第 659 题 分割 数组 为 连续 子 序列 ] ， 题 目 很 简单 


给 你 输入 一 个 升序 排列 的 数组 nums (可 能 包含 重复 数字 ) ， 请 你 判断 nums 是 否 能 够 被 分 割 成 若干 个 长 度 至 
少 为 3 的 子 序列 ， 每 个 子 序列 都 由 连续 的 整数 组 成 。 


函数 签名 如 下 : 


bool isPossible(vector<int>& nums ) ， 


比如 题目 举 的 例子 ， 输 入 nums = [1,2,3,3,4,4,5,5]， 算 法 返回 true。 

因为 nums 可 以 被 分 割 成 [1,2,3,4,5] 和 [3,4,5] 两 个 包含 连续 整数 子 序列 。 

但 如 果 输 入 nums = [1,2,3,4,4,5]， 算 法 返回 false， 因 为 无 法 分 割 成 两 个 长 度 至 少 为 3 的 连续 子 序列 。 
对 于 这 种 涉及 连续 整数 的 问题 ， 应 该 条 件 反射 地 想到 排序 ， 不 过 题目 说 了 ， 输 入 的 nums 本 就 是 排 好 序 的 。 
那么 ， 我 们 如 何 判断 nums 是 否 能 够 被 划分 成 若干 符合 条 件 的 子 序列 呢 ? 


类 似 前 文 回溯 算法 进行 集合 划分 ， 我 们 想 把 nums 的 元 素 划分 到 若干 个 子 序列 中 ， 其 实 就 是 下 面 这 个 代码 逻 
辑 : 


for (int v : nums) { 
T(t 
// 将 v 分 配 到 某 个 子 序列 中 
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} else { 
// 实在 无 法 分 配 Vv 


return false; 


} 


retkurn truers 


关键 在 于 ， 我 们 怎么 知道 当前 元 素 v 如 何 进行 分 配 呢 ? 
肯定 得 分 情况 讨论 ， 把 情况 讨论 清楚 了 ， 题 目 也 就 做 出 来 了 。 

总 共有 两 种 情况 : 

1、 当 前 元 素 v 自 成 一 派 ，「 以 自己 开头 」 构 成 一 个 长 度 至 少 为 3 的 序列 。 


比如 输入 nums = [1,2,3,6,7,8]， 遍 历 到 元 素 6 时 ， 它 只 能 自己 开头 形成 一 个 符合 条 件 的 子 序列 
[6,7,8]。 


2、 当 前 元 素 v 接 到 已 经 存在 的 子 序列 后 面 。 


比如 输入 nums = [1,2,3,4,5]， 遍 历 到 元 素 4 时 ， 它 只 能 接 到 已 经 存在 的 子 序列 [1 2, 3] 后 面 。 它 没 
办 法 自 成 开头 形成 新 的 子 序列 ， 因 为 少 了 个 6。 


但 是 ， 如 果 这 两 种 情况 都 可 以 ， 应 该 如 何 选择 ? 


比如 说 ， 输 入 nums = [1,2,3,4,5,5,6,7]， 对 于 元 素 4， 你 说 它 应 该 形成 一 个 新 的 子 序列 [4,5,6] 还 
是 接 到 子 序列 [1 2,3] 后 面 呢 ? 


显然 ，nums 数组 的 正确 划分 方法 是 分 成 [1,2,3,4,5] 和 [5,6,7]， 所 以 元 素 4 应 该 优先 判断 自己 是 否 能 
够 接 到 其 他 序列 后 面 ， 如 果 不 行 ， 再 判断 是 否 可 以 作为 新 的 子 序列 开头 。 


这 就 是 整体 的 思路 ， 想 让 算法 代码 实现 这 两 个 选择 ， 需 要 两 个 哈 希 表 来 做 辅助 : 


fred 哈 希 表 帮 助 一 个 元 素 判断 自己 是 否 能 够 作为 开头 ，need 哈 希 表 帮 助 一 个 元 素 判断 自己 是 否 可 以 被 接 到 
其 他 序列 后 面 。 


fred 记录 每 个 元 素 出 现 的 次 数 ， 比 如 fredq[3] == 2 说 明 元 素 3 在 nums 中 出 现 了 2 次 。 


那么 如 果 我 发 现 Treq[31，fredq[41，freq[5] 都 是 大 于 0 的， 那 就 说 明 元 素 3 可 以 作为 开头 组 成 一 个 长 
度 为 3 的 子 序 列 。 


need 记录 哪些 元 素 可 以 被 接 到 其 他 子 序列 后 面 。 


比如 说 现在 已 经 组 成 了 两 个 子 序列 [1,2,3,4] 和 [2,3,4]， 那 么 need151] 的 值 就 应 该 是 2， 说 明 对 元 素 5 
的 需求 为 2。 


明白 了 这 两 个 哈 希 表 的 作用 ， 我 们 就 可 以 看 懂 解 法 了 : 


bool isPossible(vector<int>& nums) { 


unordered map<int, int> freq, need; 
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// 统计 nums 中 元 素 的 频率 
for (int v : nums) freq[v]++; 


For ynUmsy 

if (freq[v] == 0) { 
// 已 经 被 用 到 其 他 子 序列 中 
continue; 

} 

// 先 判断 v 是 否 能 接 到 其 他 子 序列 后 面 

if (need.count(v) &S& need[v] > 0) { 
// V 可 以 接 到 之 前 的 某 个 序列 后 面 


freq[lv]—-; 
// 对 v 的 需求 减 一 
need[v]——; 


// 对 v + 1 的 需求 加 一 
need[v + 1]++; 

} else if (freq[v] > 0 && freqlv + 1] > 0 && freq[lv + 2] > 0) + 
// 将 v 作为 开头 ， 新 建 一 个 长 度 为 3 的 子 序列 [v,v+1,v+2] 
freqlv]==—; 
fredq[v + 1]-—-; 
freq[v + 2]--; 

// 对 v + 3 的 需求 加 一 
need[v + 3]++; 

} else { 

// 两 种 情况 都 不 符合 ， 则 无 法 分 配 
return false; 


} 


return true; 


那 你 可 能 会 说 ， 斗 地 主 里 面 顺 子 至 少 要 5 张 连续 的 牌 ， 我 们 这 道 题 只 计算 长 度 最 小 为 3 的 子 序列 ， 怎 么 办 ? 
很 简单 ， 把 我 们 的 else if 分 支 修改 一 下 ， 连 续 判 断 v 之 后 的 连续 5 个 元 素 就 行 了 。 


那么 ， 我 们 再 难为 难为 自己 ， 如 果 我 想 要 的 不 只 是 一 个 布尔 值 ， 我 想 要 你 给 我 把 子 序列 都 打印 出 来 ， 怎 么 
办 ? 


其 实 这 也 很 好 实现 ， 只 要 修改 need， 不 仅 记 录 对 某 个 元 素 的 需求 个 数 ， 而 且 记录 具体 是 哪些 子 序列 产生 的 需 


// need[6] = 2 说 明 有 两 个 子 序列 需要 6 
unordered map<int, int> need; 


// need[6] = { 

YY "el so 
7 (2A 
2 
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// 记录 哪 两 个 子 序列 需要 6 
unordered map<int, vector<vector<int>>> need; 


这 样 ， 我 们 稍微 修改 一 下 之 前 的 代码 就 行 了 : 


bool isPossible(vector<int>& nums) { 
unordered map<int, int> freq; 
unordered map<int, vector<vector<int>>> need; 


for (int v : nums) freq[v]++; 


for (int v : nums) { 
uf(reenv==0 nt 
continue; 


} 


if (need.count(v) && need[v].size() > 0) { 
// Vv 可 以 接 到 之 前 的 某 个 序列 后 面 
freq[lv]—-; 
// 随便 取 一 个 需要 v 的 子 序列 
vector<int> seq = need[v].back(); 
need[v] .pop_back(); 
// 把 v 接 到 这 个 子 序列 后 面 
seq.push_back(v); 
// 这 个 子 序列 的 需求 变 成 了 v + 1 
need[v + 1].push back(seq); 


} else if (freq[v] > 0 && freqlv + 1] > 0 && freqlv + 2] > 0) 1 
// 可 以 将 v 作为 开头 
freql[lv]—-; 
freq[v + 1]--; 
freq[lv + 2]--; 
// 新 建 一 个 长 度 为 3 的 子 序列 [v,v + 1,v + 2] 
vector<int> seq{v, V+ 1, Vv + 2}; 
// 对 v + 3 的 需求 加 一 
need[v + 3].push back(seq); 


} else { 
return false; 
} 
br 


// 打印 切 分 出 的 所 有 子 序列 
for (auto it : need) { 
for (vector<int>& seq : it.second) { 
for (int v : seq) { 
GO 让 二 < 一 
} 


cout << endl; 
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nieturn Crues 


这 样 ， 我 们 记录 具体 子 序列 的 需求 也 实现 了 。 
如 果 本 文 对 你 有 帮助 ， 点 个 赞 ， 微 信 会 给 你 推荐 更 多 相似 文章 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 上; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 


金 ; 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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NU 证 完美 和 2 
如 何 判 定 完 和 于 E 形 


他 向 信 搜 一 


学 算法 认 准 labuladong， 致 力 于 把 算法 讲 清楚 ! 网 页 版 点 这 里 。 
读 完 本 文 ， 你 不 仅 学 会 了 算法 套路 ， 还 可 以 顺便 去 LeetCode 上 拿 下 如 下 题目 : 
391. 完美 矩形 (困难 ) 


今天 讲 一 道 非常 有 意思 ， 而 且 比较 有 难度 的 题目 。 


我 们 知道 一 个 矩形 有 四 个 顶点 ， 但 是 只 要 两 个 顶点 的 坐标 就 可 以 确定 一 个 矩形 了 (比如 左下 角 和 右上 角 两 个 
顶点 坐标 ) 。 


今天 来 看 看 力 扣 第 391 题 【完美 矩形 」 ， 题 目 会 给 我 们 输入 一 个 数组 rectang les， 里 面 装着 若干 四 元 组 
(x1,y1,x2,y2)， 每 个 四 元 组 就 是 记录 一 个 矩形 的 左下 角 和 右上 角 坐 标 。 


也 就 是 说 ， 输 入 的 rectangles 数组 实际 上 就 是 很 多 小 矩形， 题目 要 求 我 们 输出 一 个 布尔 值 ， 判 断 这 些小 矩 
形 能 否 构成 一 个 【完美 矩形 」 。 图 数 签名 如 下 : 


def isRectangleCover(rectangles: List[List[int]]) -> bool 


所 谓 [完美 矩形 ， 就 是 说 rectangles 中 的 小 矩形 拼 成 图 形 必 须 是 一 个 大 矩形 ， 且 大 和 矩形 中 不 能 有 重 赤 和 


zs 
= o 


比如 说 题目 给 我 们 举 了 几 个 例子 : 


Example 1: 


rectangles = [ 
| a 
B74 21. 
[B725245415 
W224 
lA 

] 


返回 true， 因 为 最 终 形成 的 图 形 中 没有 空缺 和 重 苇 。 
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Example 2: 


rectangles = [ 
ll el 
[Bal 
[| 
[2240 

] 


返回 false， 因 为 最 终 形成 的 图 形 中 有 空缺 。 


Example 3: 


rectangles = [ 
Da | 
Bel 
[le 
2 7245 

] 


返回 false， 因 为 最 终 形成 的 图 形 存在 重 芍 。 


这 个 题目 难度 是 Hard， 如 果 没 有 做 过 类 似 的 题目 ， 还 真 做 不 出 来 。 


常规 的 思路 ， 起 码 要 把 最 终 形成 的 图 形 表 示 出 来 吧 ， 而 且 你 要 有 方法 去 判断 两 个 矩形 是 否 有 重 袁 ， 是 否 有 空 
隙 ， 虽 然 可 以 做 到 ， 不 过 感觉 异常 复杂 。 


其 实 ， 想 判断 最 终 形成 的 图 形 是 否 是 完美 矩形 ， 需 要 从 5 面积; 和 顶点 」 两 个 角度 来 处 理 。 
先 说 说 什么 叫 从 【面积 」 的 角度 。 


rectangles 数组 中 每 个 元 素 都 是 一 个 四 元 组 (xX1，y1，x2，y2)， 表 示 一 个 小 矩形 的 左下 角 顶 点 坐标 和 
右上 角 顶 点 坐标 。 

那么 假设 这 些小 答 形 最 终 形成 了 一 个 [完美 矩形 」 ， 你 会 不 会 求 这 个 完美 矩形 的 左下 角 顶 点 坐标 (X1，Y1) 
和 右上 角 顶 点 的 坐标 (X2，Y2)? 

这 个 很 简单 吧 ， 左 下 角 顶 点 (X1，Y1) 就 是 rectangles 中 所 有 小 矩形 中 最 靠 左 下 角 的 那个 小 矩形 的 左下 
角 顶 点 ; 右上 角 顶 点 (X2，Y2) 就 是 所 有 小 矩形 中 最 靠 右上 角 的 那个 小 矩形 的 右上 角 顶 点 。 


注意 我 们 用 小 写字 母 表示 小 矩形 的 坐标 ， 大 写字 母 表示 最 终 形成 的 完美 矩形 的 坐标 ， 可 以 这 样 写 代 码 : 


XI filoat(e mi Riloat( umf) 
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# 右上 角 顶 点 ， 初 始 化 为 负 无 穷 ， 以 便 记 录 最 大 值 
X22 > float( ni 人 下 是 二 foOat 人 ET 


机 OPEXT yl x2 V2 rectanglese 
# 取 小 矩形 左下 角 顶 点 的 最 小 人 
XT mn mn 
# 取 小 和 矩形 右上 角 顶 点 的 最 大 值 
> /2 max(X2e X22 ma yy) 


这 样 就 能 求 出 完美 矩形 的 左下 角 顶 点 坐标 (X1，Y1) 和 右上 角 顶 点 的 坐标 (X2，Y2) 了 。 


计算 出 的 Xl1, Yl1,X2,Y2 坐标 是 完美 矩形 的 【理论 坐标 」 ， 如 果 所 有 小 矩形 的 面积 之 和 不 等 于 这 个 完美 矩形 
的 理论 面积 ， 那 么 说 明 最 终 形成 的 图 形 肯定 存在 空缺 或 者 重重 ， 肯 定 不 是 完美 矩形 。 


代码 可 以 进一步 : 


def isRectangleCover(rectangles: List[List[int]]) -> bool: 
Xl fa inf fa Lam) 
X20 2 float mmf ee fh loat( emt) 
# 记录 所 有 小 矩形 的 面积 之 和 
actual area = 0 
formxle Vix2 vy2 nrectangles,: 
# 计算 完美 矩形 的 理论 坐标 
X= mm (XI xm ey) 
X22 = max(X2 X20 max(r2 py 
# 累加 所 有 小 和 矩 形 的 面积 
actualL_ area += (x2 - x1) * (y2 - y1) 


# 计算 完美 矩形 的 理论 面积 

expected _ area = (X2 - X1) * (Y2 - Y1) 

# 面积 应 该 相同 

if actual area != expected area: 
return False 


return True 


这 样 ， 【面积 」 这 个 维度 就 完成 了 ， 思 路 其 实 不 难 ， 无 非 就 是 假设 最 终 形成 的 图 形 是 个 完美 矩形 ， 然 后 比较 
面积 是 否 相 等 ， 如 果 不 相等 的 话说 阴 最 终 形成 的 图 形 一 定 存 在 空缺 或 者 重 芍 部 分 ， 不 是 完美 矩形 。 


但 是 反 过 来 说 ， 如 果 面 积 相 同 ， 是 否 可 以 证 明 最 终 形成 的 图 形 是 完美 矩形 ， 一 定 不 存在 空缺 或 者 重 装 ? 


肯定 是 不 行 的 ， 举 个 很 简单 的 例子 ， 你 假想 一 个 完美 矩形 ， 然 后 我 在 它 中 间 挖 掉 一 个 小 和 矩形， 把 这 个 小 矩形 
向 下 平移 一 个 单位 。 这 样 小 矩形 的 面积 之 和 没 变 ， 但 是 原来 的 完美 矩形 中 就 空缺 了 一 部 分 ， 也 重重 了 一 部 
分 ， 已 经 不 是 完美 矩形 了 。 


综 上 ， 即 便 面 积 相同 ， 并 不 能 完全 保证 不 存在 空缺 或 者 重 轨 ， 所 以 我 们 需要 从 【顶点 」 的 维度 来 辅助 判断 。 


记得 小 学 的 时 候 有 一 道 智力 题 ， 给 你 一 个 矩形 ， 切 一 刀 ， 剩 下 的 图 形 有 几 个 顶点 ? 答案 是 ， 如 果 沿 着 对 角 线 
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回 到 这 道 题 ， 我 们 接 下 来 的 分 析 也 有 那么 一 点 智力 题 的 味道 。 
显然 ， 完 美 矩 形 一 定 只 有 四 个 顶点 。 和 矩形 嘛 ， 按 理 说 应 该 有 四 个 顶点 ， 如 果 存 在 空缺 或 者 重 芍 的 话 ， 肯 定 不 


PS: 我 也 不 知道 应 该 用 「 顶 点 」 还 是 1 角 」 来 形容 ， 好 像 都 不 太 准 确 ， 本 文 统一 用 「] 栅 点 」 来 形容 ， 

大 家 理解 就 好 ~ 
只 要 我 们 想 办 法 计算 rectang les 中 的 小 矩形 最 终 形成 的 图 形 有 几 个 顶点 ， 就 能 判断 最 终 的 图 形 是 不 是 一 个 
完美 矩形 了 。 
那么 顶点 是 如 何 形成 的 呢 ? 我 们 倒是 一 眼 就 可 以 看 出 来 顶点 在 哪里 ， 问 题 是 如 何 让 计算 机 ， 让 算法 知道 某 一 
个 点 是 不 是 顶点 呢 ? 这 也 是 本 题 的 难点 所 在 。 
看 下 图 的 四 种 情况 : 
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情况 地 情况 三 [二 情 ; 


和 


图 中 画 红 点 的 地 方 ， 什 么 时 候 是 顶点 ， 什 么 时 候 不 是 顶点 ? 显然 ， 情 况 一 和 情况 三 的 时 候 是 顶点 ， 而 情况 二 
和 情况 四 的 时 候 不 是 顶点。 


公众 号 : labuladong 


也 就 是 说 ， 当 某 一 个 点 同时 是 2 个 或 者 4 个 小 矩形 的 顶点 时 ， 该 点 最 终 不 是 顶点 ; 当 某 一 个 点 同时 是 1 个 或 
者 3 个 小 矩形 的 顶点 时 ， 该 点 最 终 是 一 个 顶点 。 


注意 ，2 和 4 都 是 偶数 ，1 和 3 都 是 奇数 ， 我 们 想 计算 最 终 形成 的 图 形 中 有 几 个 顶点 ， 也 就 是 要 筛选 出 那些 
出 现 了 奇数 次 的 顶点 ， 可 以 这 样 写 代码 : 


def isRectangleCover(rectangles: List[List[int]]) -> bool: 
XI float( ni ef Uoat infe) 
X2, Y2 = -float('inf'), -float('inf') 


actual area = 0 

# 哈 希 集合 ， 记 录 最 终 图 形 的 顶点 

points = set() 

for xl YI Xx2 Vvy2 mrectangles: 
X= mn x mn ey 
X22 = max(X20 x2) max(2 yy2) 


actual area += (x2 - x1) * (y2 - y1) 
# 先 算出 小 矩形 每 个 点 的 坐标 
有) 
p3，p4 = (2 weal) (2 y2) 
# 对 于 每 个 点 ， 如 果 存 在 集合 中 ， 删 除 它 ; 
# 如 果 不 存 在 集合 中 ， 添 加 它 ; 
# 在 集合 中 剩 下 的 点 都 是 出 现 奇数 次 的 点 
Rom on ml on 2 SA: 
if p in points: points.remove(p) 
else: points.add(p) 
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expected area = (X2 - X1) * (Y2 - Y1) 
if actual area != expected area: 
return False 


return True 


这 段 代码 中 ， 我 们 用 一 个 points 集合 记录 rectangles 中 小 答 形 组 成 的 最 终 图 形 的 顶点 坐标 ， 关 键 逻 辑 在 
于 如 何 向 points a 


如 果 某 一 个 顶点 p 存在 于 集合 points 中 ， 则 将 它 删除 ; 如果 不 存在 于 集合 points 中 ， 则 将 它 插入 。 


这 个 简单 的 逻辑 ， 让 points 集合 最 终 只 会 留 下 那些 出 现 了 1 次 或 者 3 次 的 顶点 ， 那 些 出 现 了 2 次 或 者 4 次 
的 顶点 都 被 消 掉 了 。 
那么 首先 想到 ，points 集合 中 最 后 应 该 只 有 4 个 顶点 对 吧 ， 如 果 Len(points) != 4 说 明 最 终 构成 的 图 


形 肯定 不 是 完美 矩形 。 


但 是 如 果 Len(points) == 4 是 否 能 说 明 最 终 构 成 的 图 形 肯定 是 完美 矩形 呢 ? 也 不 行 ， 因 为 题目 并 没有 说 
rectangles 中 的 小 矩形 不 存在 重复 ， 比 如 下 面 这 种 情况 : 


rectangles = | [0,0,3,1], 


[9,0,3, 1 
[0.33]| 
(3, 3) 
(9,.3) 
(3, 1) 
(0, 0) 
公众 号 : labuladong 
下 面 两 个 矩 形 重复 了 ， 按 照 我 们 的 算法 逻辑 ， 它 们 的 顶点 都 被 消 掉 了 ， 最 终 是 剩 下 了 四 个 顶点 ; 再 看 面积 ， 
完美 矩形 的 理论 坐标 是 图 中 红色 的 点 ， 计 算出 的 理论 面积 和 实际 面积 也 相同 。 但 是 显然 这 种 情况 不 是 题目 要 
完美 矩形 。 


所 以 不 仅 要 保证 Len(points) == 4， 而 且 要 保证 points 中 最 终 剩 下 的 点 坐标 就 是 完美 矩形 的 四 个 理论 
坐标 ， 直 接 看 代码 吧 : 


def isRectangleCover(rectangles: List[List[int]]) -> bool: 
fot mi Uoat( ein 
X22 float( mf Om fh loat( mt) 
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points = set() 
actual area = 0 
For xl VIXx2 3y2 nrectangles: 
# 计算 完美 矩形 的 理论 顶点 坐标 
X= Mn x mn ey 
X20 maxX(X2 X22) Max(Y2 ey2) 
# 办 加 小 算 形 的 面积 
actual_area += (x2 - x1) * (y2 - y1) 
# 记录 最 终 形成 的 图 形 中 的 顶点 
加 区 有 2 到 = 放下 王八 2 
p3， p4 夺 (X25 VI (2 y2) 
Rom Onn lo 2 SA 
if p in points: points.remove(p) 
else: points.add(p) 
# 判断 面积 是 否 相 同 
expected area = (X2 - X1) * (Y2 - Y1) 


if actual area != expected area: 
return False 
# 判断 最 终 留 下 的 顶点 个 数 是 否 为 4 
if Len(points) != 4: return False 
# 判断 留 下 的 4 个 顶点 是 否 是 完美 矩形 的 顶点 
if (X1，Y1) not in points: return False 


) 
if (X1，Y2) not in points: return False 
if (X2, Y1) not in points: return False 
if (X2, Y2) not in points: return False 
# 面积 和 顶点 都 对 应 ， 说 明和 矩形 符合 题 意 
newulenanriue 


这 就 是 最 终 的 解法 代码 ， 从 【面积 和 「 顶 点 」 两 个 维度 来 判断 : 


1、 判 断面 积 ， 通 过 完美 矩形 的 理论 坐标 计算 出 一 个 理论 面积 ， 然 后 和 rectangLes 中 小 矩形 的 实际 面积 和 
做 对 比 。 


2、 判 断 顶 点 ，points 集合 中 应 该 只 剩 下 4 个 顶点 且 剩 下 的 顶点 必须 都 是 完美 矩形 的 理论 顶点 。 
如 果 你 有 高 质量 的 问题 ， 可 以 点 击 这 里 进入 本 文 的 讨论 区 。 


关注 公众 号 查看 更 多 算法 教程 及 训练 营 ， 后 台 回 复 关 键 词 【 进 群 ; 可 进入 刷 题 群 ， 另 《labuladong 的 算法 小 
抄 》 已 经 出 版 ， 公 众 号 菜单 查看 优惠 : 
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金 . 微 信 搜 一 搜 


Q labuladong 公 众 号 
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